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��� ��������������	� �� ����� ������ ���	��	

�����Φ � �����	�
 	������	� ������	����	� 	� (−∞, 0) ��	���� ����
 ��

Φ′(σ) ↑ +∞ � |σ|Φ′(σ)/Φ(σ) ↗ +∞ ��� σ ↑ 0
 � ϕ � ��	����
 ����	�	� �� Φ′� ���

���� ������� F (s) =
∞∑

n=0

an exp{sλn} � 	������ �������� �������	�� ����	����

���� � � M(σ, F ) = sup{|F (σ + it)| : t ∈ R} � µ(σ, F ) = max{|an| exp(σ, F ) : n �
� 0}, σ < 0� �����	�
 �� �� � �� lim

t→+∞
|ϕ(λn)|/|Φ−1(ln n)| < 1 �����	�!�		�

ln µ(σ, F ) � Φ(σ(1 + o(1))) � ln M(σ, F ) � Φ(σ(1 + o(1))) ��� σ ↑ 0 " ��	�����#

	� ��

������� ����	� �������	� ����	� � �������	� ���� �������
  ���� � 

 �����
  ���� ���	�� $��	�

	
�� Λ = (λn) � ��������� �� +∞ ������������� �
������� � � �
�! � S(Λ; 0) �
"��� �#��� ������


F (s) =
∞∑

n=0

an exp{sλn}, s = σ + it, $�%

� �&������ �'�( ��� �'�������) �'�*������ ��# σ < 0 �� �
�� M(σ, F ) =
= sup{|F (σ + it)| : t ∈ R}! � �
�� µ(σ, F ) = max{|an| exp(σ, F ) : n � 0} � ��"+
� �����  ��
� �#�& $�%� ,
�
� Ω(0) ������ �� "��� ������ � �
�'�
*
� � ��
(−∞, 0) -&�"(� Φ ��" �! .� ������� Φ′ �������! �
�
�
���� � -
�
�(����� �
������� �� +∞ �� (−∞, 0)� ��# Φ ∈ Ω(0) �
�� ϕ � -&�"(�#! �'
��
�� �� Φ′! �
Ψ(σ) = σ − Φ(σ)/Φ′(σ) � -&�"(�#! ���(������ � Φ �� 	�������� /��� 0�1 -&�"(�#

�© ������� �	
 ������� �	
 ����
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Ψ �
�
�
���� � -
�
�(������ � ������� �� 2 �� (−∞, 0)! � -&�"(�# ϕ �
�
�
����
� -
�
�(����� � ������� �� 2 �� (0, +∞)� 3���� � �� ���! .�  �'
��
�� �� Ψ
-&�"(�# Ψ−1 ��"�* ������� �� 2 �� (−∞, 0)� 4 0�1 ���
�
�� ��"
5 #".� Φ ∈ Ω(0)
��"�! .� Φ(σ)/Φ′(σ) ↗ +∞ � ln Φ′(σ) = o(Φ(σ)) �� σ0 � σ ↑ 0! �� ��# ��6�!
.�' ��# "�*��) -&�"(�) F ∈ S(Λ; 0) ���������7
��# ln µ(σ, F ) � (1 + o(1))Φ(σ) �
ln M(σ, F ) � (1 + o(1))Φ(σ) �� σ ↑ 0 '&� ������ ��� � ! �
�'����� � ���������!
.�' ln n(t) = o(Φ(Ψ(ϕ(t)))) �� t → +∞! �
 n(t) =

∑
λn�t 1 � ��� ���� -&�"(�#

������������� Λ�
3����� �� &���& �� Λ! �� #"�) � ������ ��� � ���������7
��#

ln µ(σ, F ) � Φ((1 + o(1))σ), σ ↑ 0 $�%

�
ln M(σ, F ) � Φ((1 + o(1))σ), σ ↑ 0. $�%

3�&��* ��! .� ��# (�� � �#��� ������
 ����'�� ������ �����#���� � 0�1� 3�&��* ��
��"�* ��"
5 #".� |σ|Φ′(σ)/Φ(σ) = O(1)! σ ↑ 0! �� Φ((1 + o(1))σ) = (1 + o(1))Φ(σ)!
σ ↑ 0! ��'�� ������ ���� ���# �� ������! �����#����) � 0�1! ���& ������ ���*�� �
��!
.� |σ|Φ′(σ)/Φ(σ) ↗ +∞! σ ↑ 0�

	��
7��! ��&��* ��! .� �
�������� ��7� µ(σ, F ) � M(σ, F ) ����� �� ��� �
! .�
� $�% � �� ��� $�% ��# '&��+#"�6� �#�& ������
� 8�*
! ��� 7�����# ������ � &��� 
�� Λ! �� #" � � $�% � �� ��� $�%�

��# (��6� �
�
� S∗(Λ; 0) ������ �� "��� -������� � �#��� ������
 $�% ��" �!
.� |an| exp{σλn} → 0! n → ∞! ��# "�*��6� σ < 0! ��'�� ��"� �����  ��
� ��"�6�
�#�& ���&� ��# "�*��6� σ < 0! ��
 �'�( �� �'�������) �'�*����� ��*
 '&� < 0�
9&�
�� 6���� � ! .� ��"  �#� ���
* �� �� "���& S∗

µ,Φ(Λ; 0)! #".� � "��&����#
���������7
��# $�%� 3�
7���! �
�
� SM,Φ(Λ; 0) ������ �� "��� �'������� �'�*� �
� {s : :;s < 0} �#��� ������
 $�%! ��# #" � � "��&����# ���������7
��# $�%�

�������� ����- ./012�� Φ ∈ Ω(0) ��1�3 45 ./012�� |σ|Φ′(σ)/Φ(σ) ↗ +∞ ���

σ ↑ 0� 67� �585 459 S∗
µ,Φ(Λ; 0) ⊂ SM,Φ(Λ; 0)3 :5;���0<53 459

lim
t→+∞ |ϕ(t)|/|Φ−1(ln n(t))| < 1, $<%

� �1453 :5:��15=53 ln Φ′(σ) = o(Φ(σ)) ��� σ ↑ 03 �5 0�59��:053 459

lim
t→+∞ |ϕ(t)|/|Φ−1(ln n(t))| � 1. $�%

���������� =
�
�&��� ��&��* ��! .� � &��� |σ|Φ′(σ)/Φ(σ) ↗ +∞(σ ↑ 0) � �� ���!
.� Ψ(σ) ∼ σ �� σ ↑ 0 � {σ(Φ′(σ))2 − (Φ′(σ) + σΦ′′(σ))Φ(σ)}/(Φ′(σ))2 � 0! ��'��
|σ|Φ′′(σ/Φ′(σ)) � |σ|Φ′(σ/Φ(σ))! σ ↑ 0� 3���� xϕ′(x)/|ϕ(x)| → 0! x → +∞! ��'��
|ϕ(x)| � �������� ������ -&�"(�#�

���
�
�� ������"& ����������� &��� $<%� ��# (��6� � "�� ������ ��"
 ��
��+
*
��# 0�15 ��# ��6� .�' ln µ(σ, F ) � Φ(σ) ��# ���� σ � σ∗! �
�'����� � ���������!
.�' ln |an| � −λnΨ(ϕ(λn)) ��# ���� n � n∗� 8�"���" ln µ(σ, F ) � Φ(σ/(1 + ε))
��# "�*��6� ε > 0 � ���� σ ∈ [σ∗(ε), 0)! �� �� ( � ��
��*
��#� ����� ln |an| �
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 +������ <.&.+.,(

� −(1 + ε)λnΨ(ϕ((1 + ε)λn)) � (1 + ε)2λn|ϕ(λn)| ��# ���� n � n∗(ε)� =����� ��
N(σ) = min{n : λn � Φ′(σ(1 + ε)−3)}� /��� n∗(ε) � N(σ) ��# ����! ��� �� '� ��" �
�� 2 ����
�� σ < 0 � � �6�#�& �� �
��������# |ϕ|! ��� �&���

M(σ, F ) �
∑

λn�λN(σ)

|an| exp{σλn} +
∑

λn>λN(σ)

|an| exp{σλn} �

� (N(σ) + 1)µ(σ, F ) +
∑

λn>λN(σ)

exp{(1 + ε)2λn|ϕ(λn)| − |σ|λn} =

= (N(σ) + 1)µ(σ, F ) +
∑

λn>λN(σ)

exp
{
(1 + ε)2λn|ϕ(λn)|

(
1 − |σ|(1 + ε)−2

|ϕ(λn)|
)}

�

� (N(σ) + 1)µ(σ, F ) +
∑

λn>λN(σ)

exp
{
(1 + ε)2λn|ϕ(λn)|

(
1 − |σ|(1 + ε)−2

|ϕ(λN(σ))|
)}

�

� (N(σ) + 1)µ(σ, F ) +
∑

λn>λN(σ)

exp{−ε(1 + ε)2λn|ϕ(λn)|} $>%

3 &��� $<% � �� ��� ���&����# � ��� q ∈ (0, 1) ��"�6�! .� ��# ���� ��� �� �
� " �
t > 0 � "��&����# ln n(t) � Φ(ϕ(t)/q) � Φ(ϕ(t))! ��'�� ln n(t) = o(t|ϕ(t)|)! t → +∞�
3���� � �� ���! .� �#�

∑
n�0

exp{−ε(1+ε)2λn|ϕ(λn)|} �'�*� ! ���& � $>% ��� �&���
�
�������� M(σ, F ) � (N(σ) + 1)µ(σ, F ) + o(1)! σ ↑ 0! ��'��

ln M(σ, F ) � ln (N(σ) − 1) + ln µ(σ, F ) + o(1), σ → +∞. $�%

3 �����
��# N(σ) � �� ���! .� λN(σ)−1 � Φ′((1 + ε)−3σ)! ��'�� ln (N(σ) − 1) �
� ln n(Φ′((1 + ε)−3σ)) � Φ((1 + ε)−3σ/q) ��# �
#"�6� q ∈ (0, 1) � ���� t � t0(q)�

?".� ����" � ��� (1 + ε)2q � 1! �� � $�% ��# ���� ��� �� '� ��" � �� 2 ����
��
σ < 0 ����� ln M(σ, F ) � 3Φ(σ/(1 + ε)) � Φ(σ/(1 + 2ε))! '� ��# �
#"�6� ξ = ξ(σ) ∈
(σ/(1 + ε), σ/(1 + 2ε)) � "��&����#

ln Φ
( σ

1 + 2ε

)
− ln Φ

( σ

1 + ε

)
� Φ′(ξ)

Φ(ξ)
ε|σ|

(1 + ε)(1 + 2ε)
� ε|ξ|Φ′(ξ)

(1 + ε)Φ(ξ)
→ +∞, σ → +∞.

3���#" ����������� ε! ����������� &��� $<% ���
�
���
=
�
�
�� �� ���
�
��# �
�'�������� &��� $�%� =� �&�� ��! .� ���� �
 � +

"��&����#� /��� lim
t→+∞ |Ψ(ϕ(t))|/|Φ−1(ln n(t))| > 1� /��& ���&� q > 1 ��"
! .�

lim
n→+∞(ln n)/Φ(Ψ(ϕ(λ))/q) > 1! '� Φ(σ/q1) = o(Φ(σ/q2))! σ ↑ 0! #".� q1 < q2� 4

0�1 ���
�
�� ��"
5 #".� (µn) � ��������� �� +∞ ������������� ������ � � �
�
� lim

n→+∞(ln n)/µn > 1! �� ���&� ���������������� (µ∗
k) ������������� (µn) ��"�! .�

k � exp{µ∗
k} + 1 ��# ���� k ∈ N � kj � exp{µ∗

k} ��# �
#"�) ���������) �� +∞
������������� (kj)� /��& ���&� ���������������� (λ∗

k) ������������� (λn) ��"�! .�
k � exp{Φ(Ψ(ϕ(λ∗

k))/q)} + 1 ��# ���� k ∈ N � kj � exp{Φ(Ψ(ϕ(λ∗
kj

))/q)} ��# �
#"�)

���������) �� +∞ ������������� (kj)�
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=� �
�� an = 0! #".� λn �= λ∗
k! � an = a∗

k! #".� λn = λ∗
k! �
 a∗

k =
= exp{−λ∗

kΨ(ϕ(λ∗
k))}�

��# �#�& ������
 $�% � ��" � "�
-�(������ �� ���
�
� � �� ���
�
��� �����+
������ &��� $<% ��
��*
��#� � 0�1 ����� ln µ(σ, F ) � Φ(σ)! ��'�� $�% � "��&����#�

	
�� mj = [kj −
√

kj ] + 2� /���

λ∗
mj

� Φ′(Ψ−1(qΦ−1(ln (mj − 1)))) � Φ′(Ψ−1(qΦ−1(ln (kj −
√

kj)))) =
= Φ′(Ψ−1(qΦ−1(ln kj)))−
−{Φ′(Ψ−1(qΦ−1(ln kj))) − Φ′(Ψ−1(qΦ−1(ln (kj −

√
kj))))} � λ∗

kj
− δj ,

�


δj =
qΦ′′(Ψ−1(qΦ−1(ξj)))

Ψ′(Ψ−1(qΦ−1(ξj)))Φ′(Φ−1(ξj))
ln

kj

kj −
√

kj

=

=
q{Φ′(Ψ−1(qΦ−1(ξj)))}2

Φ′(Φ−1(ξj))Φ(Ψ−1(qΦ−1(ξj)))
, ln (kj −

√
kj) � ξj � ln kj ,

� εj → 0! j → +∞�
=� �
��! ���
7��! σj = ϕ(λ∗

mj
)� /���

kj∑
k=mj

a∗
k exp{σjλ

∗
k} �

kj∑
k=mj

exp{−λ∗
kΨ(ϕ(λ∗

k)) + σjλ
∗
k} �

�
kj∑

k=mj

exp{−λ∗
mj

Ψ(ϕ(λ∗
mj

)) + σjλ
∗
kj
} �

� (mj − kj + 1) exp{−λ∗
mj

Ψ(ϕ(λ∗
mj

)) + σjλ
∗
mj

+ δjσj} �
�

√
kj exp{Φ(σj) + δjϕ(λ∗

mj
)}

�! #".� ��"  �#� �'�*�  ��# ���� σ < 0! ��'�� M(σ, F ) ���&� ��# ��" � σ! ��

ln M(σj , F ) � 1
2

ln kj + Φ(σj) + δjϕ(λ∗
mj

) + o(1) �

� 1
2
Φ(Ψ(σj)/q) + Φ(σj)δjϕ(λ∗

mj
) + o(1), j → ∞.

8�"���" Ψ(σ) ∼ σ (σ ↑ 0)! ��! ����#" &���� ln Φ′(σ) = o(Φ(σ))! (σ ↑ 0)! ��# ����
��� �� �
� " � j �����

δj |ϕ(λ∗
mj

)| � δj � (Φ′(Ψ−1(qφ−1(ξj))))2√
kj

� (Φ′(Ψ−1(qφ−1(ln kj))))2√
kj

=

= exp
{

2 ln Φ′(Ψ−1(qΦ−1(ln kj))) − 1
2

ln kj

}
� exp

{
2 ln Φ′(Φ−1(ln kj))) − 1

2
ln kj

}
�

� exp
{

o(ln kj) − 1
2

ln kj

}
→ 0, j → ∞.

/��& ln M(σj , F ) � Φ(Ψ(σj)/q)/2 = Φ((1+ o(1))σj/q)! j → ∞� 8�*
! #".� &���� $�%
�
 � "��&����#! �� ���&� �#� ������
 � "���& S∗

µ,Φ(Λ, 0)! #"  �
 ���
* �� �� "���&
SM,Φ(Λ, 0)� /
��
�& �������� ���
�
���
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:� (������ !��  ������	 !� %�� ��� �����$	� ������		�  ���� � �  ����� �  ����#
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�� ������ :CC=�� ,� 8=
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>� )*+,- .�/�� )0121+134 /�/� FG HIGGJHK�IG LJKMJJG KNJ OPIMKN IQ RST�RUR RIVUWUX
SGV RST�RSW KJPR IQ JGK�PJ Y�P�HNWJK XJP�JX �G KJPR IQ R#RJRLJP SXZR[KIK�HX ?? \SKJR�
XKUV�� � :CC=�� ]IW� 9@� B9�� �̂ A=#AA�

�� ��� !"�"�# $%&�'��() �* +�,�)�"& � �*

"&%  �-� (  �.(+(� ��.  �-� �+ "%) �*

.�)�#&+%" �%)�%� �$��+("%+� #��'%),%�" ��

&�+*/!+��%

�������  !�"#$�� ��%�#��& '�!%!(!)�

�546 7246-8 943�864: ;6�512<�3, 8= >5�5�

;6�512<�313<-4 <32�� �� ����� >5�5� ;-24�61

_JK Φ LJ S [IX�K�`J XRIIKN QUGHK�IG IG (−∞, 0) XUHN KNSK |σ|Φ′(σ)/Φ(σ)↗+∞
SGV Φ′(σ)↑+∞ SX σ↑0
 SGV ϕ LJ KNJ �G`JPXJ QUGHK�IG KI Φ′� aIP Y�P�HNWJK XJP�JX F (s) =∑∞

n=0 an exp{sλn} M�KN GUWW SLXH�XXS IQ SLXIWUKJ HIG`JPOJGHJ MJ [UK M(σ, F ) =

= sup{|F (σ + it)| : t ∈ R} SGV µ(σ, F ) = max{|an| exp (σλn) : n � 0}, σ < 0�

5K �X [PI`JV KNSK �Q lim
n→∞

|ϕ(λn)|/|Φ−1(ln n)| < 1
 KNJG KNJ PJWSK�IGX ln µ(σ, F ) �
Φ((1 + o(1))σ) SGV ln M(σ, F ) � Φ((1 + o(1))σ) SX σ → +∞ SPJ JbU�`SWJGK�

?1, @82A<� Y�P�HNWJK XJP�JX SLXIWUKJWZ HIG`JPOJGK �G NSWQ#[WSGJ
 RST�RUR

RIVUWUX
 RST�RSW KJPR�

@����# ����7�� �� �
�"��
6�) 2A�2>��22�

=� �#�� �� ��&"& 2������22>


