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�
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� ��)������
�� �
	�� Tλ ��* 	�	��
��� ������� ������� "���� )
����
��
�& ��� ����
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 � 	�������


�& ��)��)
������� n ����� )
�����
�� E��
.
αi (i = 1, n ) F .�����
�	�� ����& 2� )
�����

�& ��� 

��.6�� 

 � 	�������
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�����

�� i��� ���� ) �
	�� � 	�������


� Tµi !������
� ��)������

 ���
��

���
 ������

%� 7����	����& 2�
n∑

i=1

αi = 1& 
 ���
����� ������
� Tλ � Tµi (i = 1, n )

�
(�� 	��
��

� �
���
���
� 	�����


� mλ = M(Tλ)& mµi = M(Tµi) (i = 1, n )�
7��


��)�+�� �� ��� 	�	���� 

 ��*� �������� �����*�� �
	� T � >
 ���
���

������� �
	� ���.���� ����
� 

����*�

� ���6��� )
�����

� � )���
��� ������
�
	� � ����
� )
���6�

� � 	�������


� ��������� )
�����
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7����	 '�
����
��


� 	�	���� + ������


�� ���
������ �����*��� �
	� ����
�
��	�( Tµi !) �����	� ��
�� i = 1, n % � T0i ) ��� 	
��� i !�
	 ��� ����
�� )
���6�
�

� � 	�������


� ��������� )
�����

� ���� i �� ����
�� ��� ���� 

	���
���%�
G�2� N F ������	�� )
�����
�& 2� 

��.6�� � 	�	���� )
 �
	 T & N��� F ������	��
� 	��*�
�� )
�����
� )
 ��. �
	& �� ����
�+��	� 

 ��*�

 ���
�	��

T ≈ (N − 1)mλ + m̃µ ≈
n∑

i=1

αiN���(mµi + m0i) − m0j , (1)

�� m0i = M(T0i)& j F ��� �	�


���� � 	��*�
��� )
�����

�& m̃µ F �
	 ��� ���
��
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	 T & �	����� ���.�� � 	�������


�& �� � !�% ��� 
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��� m̃µ = mµj �

D��
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P��� = lim
N→∞

N���

N
= lim

N→∞

mλ +
m̃µ + m0j − mλ

N
n∑

i=1

αi(mµi + m0i)
=

mλ
n∑

i=1

αi(mµi + m0i)
. (2)

$����

�. ��)����
� 
� )��
���	�& ��2� )
 ���
��� �� ��
��� �����*�
 �
	� T
�)���  �������. �
6�. ����
� '�
����
��


� 	�	����& ���� ����*


 '�����

��� .�����
�	�� � 	�������


� ��������
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��� 	�
���

�
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��
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��
�5 "#$ ) ������
��� H����� ��
��5 �
	��
� !�% �
+ ���	�
�� 	�����*��
�
��& 2� ������ ���������  ����!�� � �"�#������� � $��#%�� & �������'
�� ����!%���( ��"%��"�!��( �$������� ��$������( �%��!�� Tλ) Tµi � T0i

(i = 1, n )�
7��
�����+�� 	�

� 	�	����& ��� ��������
(�� ��

��
��� 	�
���

�
��� ����

��	�& ��������
� �� ������	�� )
�����
� � 	�	����? s0 F 	�	���
 ����

& s1 F � 	��
	���� + ��
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�����

�& s1i F � 	�	���� + ��
� )
�����

� i��� ����� $	������ ���
	�
���

�
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� �����
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�
��� �����	� ) !�% �����
+�� '������

p0 =

n∑
i=1

αim0i

n∑
i=1

αi(mµi + m0i)
=

P���

mλ

n∑
i=1

αim0i,

p1 =
P���

mλ

n∑
i=1

αimµi , p1i =
P���

mλ
αimµi (i = 1, n ),

(3)

�� pj & p1i F 	�
���

�

 .�����
�	�� ���� ��


� 	�	���� � 	�

� sj ( j = 0, 1 )&
s1i (i = 1, n ) ��������
��

7���.���� �� 


��)� ���
�����5 ������
 T0i (i = 1, n )� $	������ ��� �	��
i = 1, n �����*�� �
	� Tλ � Tµi ����

(��	� ��
��
	
�& �� ����
��	�� �
	� T0i

)
��*��� ��� ������	�� )
�����
�& 2� 

��.6�� � 	�	���� )
 �
	 � 	�������


�
��
��� )
�����

� Tµi � #
+�� T0i = Tλ −Tµi & ��2� )
 �
	 Tµi 
� 

��.6�� *��
���
)
�����

� !����� A1i%I T0i = Tλ + Tλ − Tµi & ��2� )
 �
	 Tµi 

��.6�� ��
� )
����
��

� !����� A2i%I T0i = Tλ+Tλ+Tλ−Tµi & ��2� )
 �
	 Tµi 

��.6�� ��
 )
�����

�
!����� A3i% � �
� �
��� J�����
�	�� ����. Aki ( k = 1, 2, . . . ) ��������
� �����
((��

P (A1i) = q1i = P{Tµi < Tλ}; P (A2i) = q2i = P{Tλ � Tµi < Tλ + Tλ};
P (A3i) = q3i = P{Tλ + Tλ � Tµi < Tλ + Tλ + Tλ}, . . . (i = 1, n ).

H�)

���� �
���
���
� 	�����


� ���
�����5 ������
� T0i?
M(T0i) = mλ − mµi ) ������
�	�( q1iI M(T0i) = 2mλ − mµi ) ������
�	�(
q2iI M(T0i) = 3mλ − mµi ) ������
�	�( q3i � �
� �
��� #
���
���
� 	�����


� m0i

��*��� � ��	���� )
 '������( ���
��� �
���
���
��� 	�����


�

m0i =
∞∑

k=1

(kmλ − mµi)qki = mλ

∞∑
k=1

kqki − mµi (i = 1, n ).



�"#$%�&'(() *+",'#- ./#"0"1" "2#$-1"0-0/(() 38

K�� ��
���

�& 2�
∞∑

k=1

qki = 1& �	������ ����5 Aki ( k = 1, 2, . . . ) �����((�� ���
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3��3��� �/�/-��� 0� 6-�3<�33��� ��������<3��� 6�/;�1�33��� �3���1�2�1 <�67
��= 676�;3��� �/;���� M(Tλ) = mλ> M(Tµi) = mµi (i = 1, n ) � 05�8�?�46� <�62/1�
��;�

Sqi =
∞∑

k=1

kqki (i = 1, n )

qki = P{Tλ + . . . + Tλ︸ ︷︷ ︸
(k−1) ��������

� Tµi < Tλ + . . . + Tλ︸ ︷︷ ︸
k ��������

}, ( k = 1, 2, . . . , i = 1, n ),
(5)

�/ ;2� /;3/-�3�243/@ �AB 0 1�;�/1��� � 3�/;3/��;3��� 0��/12�33��� �6379 8��

3�<3�C 6��:�/3��3�C ��/:�6> ;2� �-/8/ C�/1��3�6�4 /56278/171�33� � C�/1��3/6��
6��3�1 6�6���� 1�03�<�?�46� 0� D/��72���E

P��� =
mλ

n∑
i=1

αi(mµi + m0i)
=

1
n∑

i=1

αiSqi

, p0 =
P���

mλ

n∑
i=1

αim0i,

p1 =
P���

mλ

n∑
i=1

αimµi , p1i =
P���

mλ
αimµi (i = 1, n ),

m0i = mλSqi − mµi (i = 1, n ).

(6)

$	������ Sqi = M(Xi) + 1 (i = 1, n )& �� Xi F ������	�� )
�����
�& 2� 

��.6��
� 	�	���� )
 �
	 Tµi & �� ) �*
�	�� i��� ���� !�% �)

�
+& 2� 	����
� ������	�� )
����
��
�& 2� 

������� � 	�	���� )
 �
	 � 	�������


� ��
��� )
�����

� i��� ����
Tµi (i = 1, n )& + 	��
��

�(�

G�2� � '�����
� !=% ���.
��� αj = 1& αi = 0 (i = 1, n & i �= j)& �� �����
+��
��)����� ������
�	��.& 2� ��������
+ ��

��
��� 	�
���

�
��� �����	� ��� "#$
;:;:�:B ) ��
����
��� )
�����

����

E
������ ��)����
�� � ��	��

� 	�� ����� !�% � .�����
�	��. !=% ��� ������
������� ��)������� ���
������ ������
 Tλ � Tµi (i = 1, n )�

+������ �
�
 ����;-/1� 1�2�<�3� Tλ � Tµi ( i = 1, n ) �/0�/;�2�3� 0� 0�-/3���
F�2�38� ;�78/8/ �/��;-7 0 ����������� λ � µi ( i = 1, n ) 1�;�/1�;3/�
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Sqi = µ2
i

∞∑
k=1

k
(
2kλ + (2k − 1)(λ + µi)

)
λ2k−2

(λ + µi)2k+1
=

=
(λ + µi)(4λ2 + 3λµi + µ2

i )
µ(2λ + µi)2

(i = 1, n );

P��� =
( n∑

i=1

αi(λ + µi)(4λ2 + 3λµi + µ2
i )

µi(2λ + µi)2

)−1

, p1 =
λ

n∑
i=1

αi

µi

n∑
i=1

αi(λ + µi)(4λ2 + 3λµi + µ2
i )

µi(2λ + µi)2

,

p0 = 1 − p1; p1i =
λαi

µi

n∑
k=1

αk(λ + µk)(4λ2 + 3λµk + µ2
k)

µk(2λ + µk)2

(i = 1, n ).

+������ �
�
 G�6 Tλ �/0�/;�2�3�C 0� 0�-/3/� F�2�38� ;�78/8/ �/��;-7 0 ��

������/� λ> �/�/-� /56278/171�34 ��872��3� (Tµi = Ti = const> i = 1, n )�

Sqi = e−λTi

∞∑
k=1

k

(
(λTi)2k−2

(2k − 2)!
+

(λTi)2k−1

(2k − 1)!

)
=

1
4
(
3 + 2λTi + e−2λTi

)
(i = 1, n );

P��� =
4

n∑
i=1

αi

(
3 + 2λTi + e−2λTi

) , p1 =
2λ

n∑
i=1

αiTi

n∑
i=1

αi

(
3 + 2λTi + e−2λTi

) ,

p0 = 1 − p1; p1i =
2λαiTi

n∑
k=1

αk

(
3 + 2λTk + e−2λTk

) (i = 1, n ).

+������ �
,
 H/��- 0��/12�34 ��872��3�C (Tλ = T = const )> �/�/-� /5627

8/171�34 3�C��/6��I� (Tµi = 1/µi> i = 1, n )�

Sqi =
∞∑

k=1

k
(
e−(k−1)µiT − e−kµiT

)
=

1
1 − e−µiT

(i = 1, n );

P��� =
1

n∑
i=1

αi

1 − e−µiT

; p1 =

n∑
i=1

αi

µi

T
n∑

i=1

αi

1 − e−µiT

, p0 = 1 − p1;

p1i =
αi

µiT
n∑

k=1

αk

1 − e−µkT

(i = 1, n ).

,
 ������������ ��� � �-�%.%��� �������"� ���#� � !%���
 D�)���
���
"#$ 9:;:�:< ) 

.���	��6�� ������� )
�����
� !M(Tλ) = mλ = 1/λ %& � ���.
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� ) �
	�� � 	�������


�& ���. �����
(+ ��������
� Tµi (i = 1, n )
��� )
�����

� i��� ����I αi (i = 1, n ) F .�����
�	�� ����& 2� )
�����
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��

� �
���
���
� 	�����


� mµi =
M(Tµi) (i = 1, n )�

H������ 
����
��( 	�

�� 	�	����? 	�

��� si (i = 0, m + 1 ) ��������
+ 
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�	��
� 	�	���� i )
�����
��
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�����
�& ��� )
��6
(��	� � 	�	���� � ��. ����
�& ���
�� k�� � 	��*�
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�����
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�	�� P{Nk = j } =
n∑

i=1

αiP{Nki = j }& �� Nki L ������	�� )
�����
�& ��� ���� ��
(�� � 	�	���� � ��.

����
�& ���� k�� � 	��*�
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�����
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P{Nk+1, i = j } =
m∑

s=0

P{Nk+1, i = j |Nk = s }P{Nk = s },

j = 0, m − 1 ; k = 1, 2, . . . ; i = 1, n .

(7)
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� i��� ���� Tµi

pjsi = P{Nk+1, i = j |Nk = s } =




πji, s = 0;
πj−s+1, i, s = 1, j + 1;
0, s > j + 1,

�� πji F .�����
�	�� ����& 2� � 

.���	��6��� ������ �
��
	��
�	�� λ )
 �
	 Tµi

��� �����	� j ����.� G�2� Tµi F 
�������

 ���
����
 ������

& ��

πji =

∞∫
0

(λt)j

j!
e−λtpi(t) dt ( j = 0, m , i = 1, n ).
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pjs =
n∑

i=1

αipjsi ( j, s = 0, m ).

$�*�& �	
�(�� ��

���

Πji = lim
k→∞

P{Nk, i = j }, Π∗
ji = lim

k→∞
P{Nk = j } =

n∑
i=1

αiΠji ( j = 0, m ),

� ��� ��
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��� 	�
���

�
��� �����	� � 	�������


� 	������
�6�

� !M% 

 ��
�
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Πji = πji Π∗
0 +

j∑
k=1

πj−k+1, i Π∗
k + π0i Π∗

j+1 ( j = 0, m − 1 , i = 1, n ). (8)
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Π∗
j = πj Π∗

0 +
j∑

k=1

πj−k+1 Π∗
k + π0 Π∗

j+1 ( j = 0, m − 1 ),

�� πj =
n∑

i=1

αiπji !j = 0, m − 1 %� >���	� �����
+�� ������
�
� 	������
�6�
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Π∗
j+1 = π−1

0

(
Π∗

j − πj Π∗
0 −

j∑
k=1

πj−k+1 Π∗
k

)
( j = 0, m − 1 ); (9)

m∑
j=0

Π∗
j = 1. (10)

>�����
& ��� m = 1& 2 ) !�%& !�B% �����
+��

Π∗
0 = π0 =

n∑
i=1

αiπ0i, Π∗
1 = 1 − π0 (m = 1 );

Π∗
0 =

π2
0

1 − π1
, Π∗

1 =
π0(1 − π0)

1 − π1
, Π∗

2 =
1 − π0 − π1

1 − π1
(m = 2 ).
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pj = cΠ∗
j ( j = 0, m ), (11)
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k = 1 − p0 = λmµ(1 − pm+1), mµ =
n∑

i=1

αimµi ,

)�����

pm+1 =
λmµ − (1 − p0)

λmµ
. (12)
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j=0

pj = 1 � ������	�
�6� !�B%&

����*���

c

m∑
j=0

Π∗
j +

1
λmµ

(cΠ∗
0 − 1 + λmµ) = 1 ⇒ c =

1

λmµ

m∑
j=0

Π∗
j + Π∗

0

=
1

λmµ + Π∗
0

.
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pj =
Π∗

j

λmµ + Π∗
0

( j = 0, m ), pm+1 = 1 − 1 − p0

λmµ
=

λmµ + Π∗
0 − 1

λmµ + Π∗
0

;

P��� = 1 − pm+1 =
1

λmµ + Π∗
0

; k = 1 − p0 =
λmµ

λmµ + Π∗
0

,

(13)
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m+1∑
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(j − 1)pj& 
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��� m = 1& ���� Π∗
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r = p2 =
λmµ + π0 − 1

λmµ + Π∗
0

=
mµ − 1 − π0

λ

mµ +
Π∗

0

λ

,

��*
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.�� � 	����
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� )
�����

� � ���)�

tr = mµ − 1 − π0

λ
.

+������ ,
�
 J/082�3��/ �AB $KLKMKM 0 0��/12�33��� n ����1E 0 ��/1��3�6�?

αi ( i = 1, n,
n∑

i=1

αi = 1 ) 0��/12�33�> ./ �/�����2/ 3� /56278/171�33�> 9 0��/12�3


3�� i
8/ ���7> � ;2� 34/8/ <�6 /56278/171�33� Tµi N 1���;-/1� 1�2�<�3�> ��13/���3/
�/0�/;�2�3� 3� ��/��=-7 ( ai, bi ) ( i = 1, n )�

#
+��

mµi =
ai + bi

2
, mµ =

1
2

n∑
i=1

αi(ai + bi); Π∗
0 = π0 =

1
λ

n∑
i=1

αi(e−λai − e−λbi)
bi − ai

,

Π∗
1 = 1 − π0; p0 =

1
λ

n∑
i=1

αi(e−λai − e−λbi)
bi − ai

λ

2

n∑
i=1

αi(ai + bi) +
1
λ

n∑
i=1

αi(e−λai − e−λbi)
bi − ai

;

p1 =
1 − 1

λ

n∑
i=1

αi(e−λai − e−λbi)
bi − ai

λ

2

n∑
i=1

αi(ai + bi) +
1
λ

n∑
i=1

αi(e−λai − e−λbi)
bi − ai

;

P��� =
1

λ

2

n∑
i=1

αi(ai + bi) +
1
λ

n∑
i=1

αi(e−λai − e−λbi)
bi − ai

; p2 = r = 1 − P���;

tr =
1
2

n∑
i=1

αi(ai + bi) − 1
λ

+
1
λ2

n∑
i=1

αi(e−λai − e−λbi)
bi − ai

.
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