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�� �	
�� σ : R → R 
 	���������� ������ R� ����� σ(a + b) = σ(a) + σ(b)
� σ(ab) = σ(a)σ(b) ��� ������� 
 	�	�	���! a, b ∈ R� "� �! #����� !������$	���
δ : R → R ��� !�%��&� σ�� �	�	���'!����� ������ R� ��(� δ(x+y) = δ(x)+ δ(y) ��
δ(xy) = δ(x)yσ +xδ(y) ��� !&�
 x, y ∈ R� "�(� σ = 1 
 ����$�	 !������$	��� ������
R ! &	�	� �� ����&�� �	����� ”��� �	�	���'!����“ ���	�� !$ !�� �����) � �	��
��� ”� �	�	���'!����“� � &���*��&�� !&�
 � �	�	���'!��� ������ R *����#�� �	��
#	�	� DerR� �	
�� Z(R) = {z ∈ R| za = az, ∀a ∈ R} 
 �	��� ������ R� "� !�����
+� !�� ��*� ����� ,�� #�&� �� -.� /�� 3◦0� ��� ,�� #�&� �� --� /102� ��(� c ∈ Z(R)� �
d1, d2 ∈ DerR� �� cd1, d1 ± d2, d1d2 − d2d1 ∈ DerR� ����� DerR 
 Z(R)���3	��� 4� �
��! � Z(R)��������

5	�� ��)�6 *���� 
 ��&��� � � �	�	���'!���� ���	�� *�������! +4�����2 � ���
�	�� �������� 
 &�	*	�	! 
 ����! +4�����2 �� ���������� *�������! 4������

������� ��(� R 
 �����	� �� EndR 
 �����	 ��3� 	�����������!� AutR 
 3��*�

��3� �!����������!� Zk = {r ∈ R|raσk

= ar ��� ��$��3� a ∈ R} � aσ = σ(a) ���
σ ∈ EndR� ◦ 
 ���*�� ��� +&�*	�*�� ���2 !������$	��� N 
 ���$ �� ��������� 

# &	�� N0 = N

⋃{0}� ∏i∈S Mi 
 *��� � ������� Mi(i ∈ S) �� ����	��� ��(� Mi
∼= M

��� !&�
 i ∈ S� �� �	� *��� � ������� *����#�� �	�� #	�	� MS � ��3���%�� ����$�
��(� I 
 ���#	��� ���$ ��� �� ��� �� � �	�	���'!��� δ = {δi|i ∈ I} ������ R
��� !�%��&� �������� &���#	���'� ��(� ��� ��$��3� 	�	�	��� a ∈ R ��%�� δi(a) = 0

�© ��������	 
�� 
��������� ��� ����
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���$	 ��� !&�
 ���	�&�! i ∈ I� 7	�	� (DerR)∞ *����# �� &���*��&�� !&�
 ��������
&���#	�� 
 ��� � � �	�	���'!��� ������ R� �	
�� δ, γ ∈ (DerR)∞� �	 δ = {δi|i ∈
I}γ = {γi|i ∈ I}� "�(� ��� c ∈ Z(R) ! ���# � cδ = {cδi|i ∈ I}� δ±γ = {δi±γi|i ∈ I}�
[δ, γ] = {δiγi−γiδi|i ∈ I}� �� ��� ��%��� (� (DerR)∞ 
 Z(R)���3	��� 4� � ��! � Z(R)�
�������

8&� ��)� *������ � ���� ��$�� ����� ! ,�0� ,�0� ,90� ,�0�
������ R 
 �&����� !�	 �����	 � �� � �	'�

�� ��& ����!���� � �	�	���'!���� ���� 
 ���	�� *�������! � ���	�� �������� 

&�	*	�	! 
 ����!� ��!	�	�� �	��� !����� *� ���� �

�� ��$	� 	�	�	�� f(x1, . . . , xn) ������ *�������! R[x1, . . . , xn] !�� n ������'# 

����� 
 x1, . . . , xn ��� �����	� R % &���#	���' &���' ! 3����

f(x1, . . . , xn) =
∑

ai1...inxi1
1 . . . xin

n ,

�	 ij ∈ N0, ai1...in ∈ R (j = 1, . . . , n)� �	
�� d ∈ DerR� :��� *��! ��

d(f(x1, . . . , xn)) =
∑

d(ai1...in)xi1
1 . . . xin

n

! ���#�% � �	�	���'!���� ������ *�������! R[x1, . . . , xn]�
�� � ������ R[x1, . . . , xn] ��)	 � �	�	���'!���� ∂

∂xj
��$�� ! ���# � �� *��! �

���
∂f

∂xj
=
∑

ijai1...inxi1
1 . . . x

ij−1
j−1 x

ij−1
j x

ij+1
j+1 . . . xin

n .

;	 � �	�	���'!���� ∂
∂xj

������ R[x1, . . . , xn] ��� !�%��&� #�&���! � � �	�	���'�

!����� &��&�!�� xj . <	�	� ��3� !��&� !�&�	� �����# ��� (� ∂xs

∂xj
= δsj 
 �����

��� ����	�	���=	�&*��� +����� δsj =
{

0, ���� s�=j
1, ���� s=j

)
�� ∂a

∂xj
= 0 ��� ��������3� a ∈

R (i, j = 1 . . . n).

���������� ���� +,�� #�&� �� -.� /�� 3◦� �!	��$	��� >02�./01 D∈DerR[x1,. . . , xn]2
�1

D(f(x1, . . . , xn)) =
n∑

j=1

∂f

∂xj
D(xj)

34� 5637
�/181 �14�91��

f(x1, . . . , xn) =
∑

ai1...inxi1
1 . . . xin

n .

9� � ������ R[[x1, . . . , xn]] �������� 
 &�	*	�	! 
 ����! !�� n ������'# 
 �����
� 
 x1, . . . , xn� ��	 &�����%��&� � �	&���#	�� 
 &�� ! 3����

u =
∑

(ν1,...,νn)∈Nn
0

aν1...νnxν1
1 . . . xνn

n ,
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�	 *��&���!�!���� !	�	��&� �� !&��� n���� (ν1, . . . , νn) ∈ N
n
0 � *��! ��

D(u) =
∑

(ν1,...,νn)∈Nn
0

d(aν1...νn)xν1
1 . . . xνn

n

! ���#�% � �	�	���'!���� D ���3� ������ ��� ��������3� d ∈ DerR�
�� ��$�	 #�&���!	 � �	�	���'!���� ∂

∂xj
������ *�������! R[x1, . . . , xn] *���

��!$�%��&� �� #�&���!�3� � �	�	���'!���� ������ �������� 
 &�	*	�	! 
 ����!
R[[x1, . . . , xn]] +��	 *����#�� �	�� � � &�� � & �!���� ∂

∂xj
2 �� ���� ��3��

∂u

∂xj
=

∑
(ν1,...,νn)∈Nn

0

νjaν1...νnxν1
1 . . . x

νj−1
j−1 x

νj−1
j x

νj+1
j+1 . . . xνn

n .

���������� ���� +,�� #�&� �� -.� /�� 8◦� �!	��$	��� ?02� ./01 D ! 3�:���9;�<

=�99� /�47;� R[[x1, . . . , xn]]2 �1

D(u) =
n∑

j=1

∂u

∂xj
D(xj)

34� 5637
�/181 :1���479181 >����9�=181 ��36

u =
∑

(ν1,...,νn)∈Nn
0

aν1...νnxν1
1 . . . xνn

n .

�� � ���������� ������ R *��! �� ∂a(x) = axσ −xa ! ���#�% σ�� �	�	���'!����
������ R� �	 a ∈ R, σ ∈ EndR� ��	 ��� !�%��&� !�����)��� σ�� �	�	���'!����
������ R� *����$	� � 	�	�	���� a� 8�����)�% ��� �	�	���'!���� ������� ��� �
!�%��&� !�����)��� � �	�	���'!������ � �	�	���'!���� ������ R� ��	 �	 % !����
��)���� *� ����� ��� !�� ��!��)���� ���� ��3�� ������ m(∂) = a ����#�%� (� ∂
% !�����)��� � �	�	���'!������ *����$	� � 	�	�	���� a +��� ∂ 	�	�	�� a ��$	
! ���#�� &� �	�������#��2� @���*��&�� !&�
 !�����)��
 σ �� �	�	���'!��� ������
R *����#�� �	�� #	�	� IDer(R, σ)�

� �	�	���'!����� ���� 
 ���	�� *� &!�#	�� # ���� *����� 8 ,�0 �* &��� � �
�	�	���'!���� ��3	�� ��� �	����&��� � �	�	���'!���� 3��*�! 
 ��3	�� &���#	���
*����$	� 
 ����*��	��� 
 3��* �	� &����� �� 3��*�! 
 ���	�� *	���� #� 
 3��*
! !#�� !��*�!���� ! ,A0 � ,10� 8 ,?0 �B�&�!���� (� ��$�	 � �	�	���'!���� 3��*�!�3�
������ ZG &���#	���6 3��* G ��� �����	� ��� 
 # &	� Z % !�����)���� 8 !#�� ���
��$ � �	�	���'!���� �!������� #� 
 ���	�� ,>��C0 �� �	�� 
 ��) 
 +� !�� ��*� ��
���� ,�����02� D&��� !� �!�3� ��&	�	�$	�� �� ��&���$	���
 � �	�	���'!��� ���	��
*�������!� ;	 *��&�'%��&� ���� � *� # ��� � 5�$� !�� ����%' � � 
 % !&	 (	 !���
�� �� !����� *����	�� �������� +�	������)	 � !� ,��02� ��� ����$ ������'%��&� !
�	�����
 �������� ����*��	��� 
 � �	�	���'!���� <	�	� *���� *� &!�#	� 
 � �	�
�	���'!����� ���	�� *�������! ! ��� �� ��&���$	��� 8���E����!� ,�A0� ��F�&&����
,�10� G� ��!����3� ,�?0 �� ���
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� *	�)�� #�&� �� ��&���$�'��&� � �	�	���'!���� ������ *�������!
R[x1, . . . , xn] � ������ �������� 
 &�	*	�	! 
 ����! R[[x1, . . . , xn]]� ��&��*�	 �!	���
$	��� �	(� ���) �'% �	��	�� � �� ,�>0� ;	� �	������� ����&�!��� ! ,�90�

���������� �� � ����? R[x1, . . . , xn] ! /�47;� �14�91��= =�3 n /1�6�6<@�� A��9

9�� x1, . . . , xn 9�3 /�47;�� R� �13� ���=�479�? �A1�1�:�A� 4�=�� Z(R)
�1364�=

DerR[x1, . . . , xn] ∼= (DerR)∞ × Z(R)[x1, . . . , xn]n.

���������� �� �	
�� D 
 ��	��	���� � �	�	���'!���� ������ *�������! R[x1, . . . �
xn]� :��� ��� ��$��3� 	�	�	��� r ∈ R ��3� *�
���� D(r) ∈ R[x1, . . . , xn]. D&����� 
R[x1, . . . , xn] 
 *�������	 ! ������ �������� 
 &�	*	�	! 
 ����! R[[x1, . . . , xn]]� ��
��������� D(r) ��$�� ��* &�� � ! 3���� &�	*	�	!�3� ���� +! ����� ���$	 !&�
��	����%�� % �����! � 2 ���H

D(r) =
∑

(i1,...,in)∈Nn
0

δi1...in(r)xi1
1 . . . xin

n ,

�	 δi1...in(r) ∈ R ��� ��$��6 n�� (i1, . . . , in) ∈ N
n
0 � 4	3�� �B�&�!�� � (� !������$	���

δ : R → R� �	 δ(r) = δi1...in(r) (r ∈ R), % � �	�	���'!����� ������ R �� �� ��&������
��� �� � �	�	���'!���

δ = {δi1...in |(i1, . . . , in) ∈ N
n
0} (1)

������ R % �������� &���#	���'�
�� :	*	� �	
�� dj = D(xj)� �	 j = 1, . . . , n. :���

dj =
∑

ai1...inxi1
1 . . . xin

n (2)


 �	�� � *������ ������ R[x1, . . . , xn]� F����� axj = xja �� D(a)xj = xjD(a) ���
��$��3� a ∈ R� �� aD(xj) = D(xj)a� � �!��& ∑

aai1...inxi1
1 . . . xin

n =
∑

ai1...inaxi1
1 . . . xin

n .

D&����� a ��!���� � 	�	�	�� �� R� �� ai1...in ∈ Z(R) ��� !&�
 ��	����%���! *�������
dj � ;	 ����#�%� (� dj ∈ Z(R)[x1, . . . , xn]�

F��&���!�'# � �� �� �	3�� �������� � (� !������$	���

ϕ : DerR[x1, . . . , xn] → (DerR)∞ × Z(R)[x1, . . . , xn]n,

�	 ϕ(D) = (δ, d1, . . . , dn)� δ 
 �������� &���#	��� ��� �� +�2 � �	�	���'!��� ������
R� � dj 
 *������ +�2� % ������������ ��! 
 Z(R)�������!� :!	��$	��� ��!	�	���

���������� ��!� ����? R[[x1, . . . , xn]] ! /�47;� :1���479�� >����9�=�� ��3�= =�3
n /1�6�6<@�� A��99�� x1, . . . , xn 9�3 /�47;�� R� �13� >���=3B6C�7>� �A1�1�:�A�
4�=�� Z(R)
�1364�=

DerR[[x1, . . . , xn]] ∼= (DerR)∞ × Z(R)[[x1, . . . , xn]]n.
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��������� �����3�#�	 �� � ��� �!	��$	��� ��9� :���� ��� �� δ +� !�+�22 �	 ���!B���
��!� ���	 �������� &���#	���'� I���&�� *������� dj +� !�+�22 ��� �	�� �������� �
���

dj =
∑

(i1,...,in)∈Nn
0

ai1...inxi1
1 . . . xin

n .

��3���%�� ,�C0� ��(� DerA = {0}� �� �����	 A ��� !�%��&� � �	�	������ �� !��
���� ��

���"#�$% ��&� ./01 A ! 3�:���9;�?91 ���=��479� /�47;�2 �1

DerA[x1, . . . , xn] ∼= A[x1, . . . , xn]n

��
DerA[[x1, . . . , xn]] ∼= A[[x1, . . . , xn]]n.

�� �	
�� σ ∈ EndR� δ ∈ DerR� � �	�	���'!���� ������ &���#	� 
 *������
��! 	���������3� � *� R[x, σ] � ������ &���#	� 
 *�������! � �	�	������3� � *�
R[x, δ] ! !#�! 8���E����!,��0� 5 ���3���	�� � �	�	���'!���� ������ &���#	� 

�������� 
 &�	*	�	! 
 ����! 	���������3� � *�

R[[x, σ]] =

{ ∞∑
i=0

aix
i| ai ∈ R, i ∈ N0

}
(σ ∈ EndR),

! ����� ���$	��� ������%��&� &*�!!����)	���� xa = aσx ��� a ∈ RJ �� � �	�	����
'!���� ������ &���#	� 
 �������� 
 &�	*	�	! 
 ����! � �	�	������3� � *�

R[[x, δ]] =

{ ∞∑
i=0

aix
i| ai ∈ R, i ∈ N0

}
(δ ∈ DerR),

! ����� ���$	��� ������%��&� &*�!!����)	���� xa = ax + δ(a) ��� a ∈ R� ����
��3�� ���3���	�� � �	�	���'!���� ������ *�������! 4�����

R[x, x−1, σ] =

{
n∑

i=−n

aix
i| ai ∈ R, n ∈ N0, �	 i = −n, . . . ,−1, 0, 1, . . . , n

}

� ������ �������� 
 &�	*	�	! 
 ����! 4�����

R[[x, x−1, σ]] =

{ ∞∑
i=−∞

aix
i| ai ∈ R, i ∈ Z

}
(σ ∈ AutR),

! �� 
 ���$	��� ! ���#�%��&� &*�!!����)	���� xa = aσx ��� !&�
 a ∈ R�
��&��*� � �	������� ����&�!��� ! ,��0�

���������� ��������? R ! /�47;�2 σ ∈ AutR� �1B91�6 3�:���9;�<=�99< D /�47

;� >/�6@�9�� :1���479�� >����9�=�� ��3�= R[[x, σ]] =A�C�91 1391A9�@91 =�3�1=�3�C
���� (δ, d)2 �13�9� δ = {δi|i ∈ N0} � ��3 d =

∑∞
i=0 aix

i ∈ R[[x, σ]]2 �/� A�31=1479�<�7
6�1=�D
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�E δi ! σi
3�:���9;�<=�99� /�47;� R (i ∈ N0)F

5E d0a = aσd0F

=E δk−1 − σ ◦ δk−1 ◦ σ−1 ! =96���G9C σk−1
3�:���9;�<=�99� /�47;� R(k ∈ N)F

8E dk − m(δk−1 − σ ◦ δk−1 ◦ σ−1) ∈ Zk−1 (k ∈ N).

���������� �	
�� D ∈ DerR[[x, σ]]� �	 σ ∈ AutR� :���� �� � ! ��!	�	��� �!	��$	���
��9�

D(r) =
∞∑

i=0

δi(r)xi (r ∈ R),

�	 δ = {δi|i ∈ N0} 
 ��� �� σk�� �	�	���'!��� ������ R�
�	
�� d = D(x) =

∑∞
i=0 dix

i� F��� �	�	���'!�!) ��!��&�� xa = aσx� �	 a ∈ R�
��� ��%��

D(x)a + xD(a) = D(xa) = D(aσx) = D(aσ)x + aσD(x),

�!��� ( ∞∑
i=0

dix
i

)
a + x

( ∞∑
i=0

δi(a)xi

)
=

( ∞∑
i=0

δi(aσ)xi

)
x + aσ

( ∞∑
i=0

dix
i

)
.

F����)��� �	 ��$�� ��* &�� ���H

∞∑
i=0

dia
σi

xi +
∞∑

i=0

δi(a)σxi+1 =
∞∑

i=0

δi(aσ)xi+1 +
∞∑

i=0

aσdix
i

���
d0a = aσd0,

d1a
σ + δ0(a)σ = δ0(aσ) + aσd1,

d2a
σ2

+ δ1(a)σ = δ1(aσ) + aσd2,

· · ·
dnaσn

+ δn−1(a)σ = δn−1(aσ) + aσdn,

· · ·
F����# �� aσ #	�	� c� :��� ��� ��$��3� k ∈ N ��%��

dkcσk−1
+
(
δk−1

(
cσ−1

))σ

= cdk + δk−1(c)

���

dkcσk−1 − cdk = δk−1(c) − δk−1

(
cσ−1

)σ

,
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����� δk−1 − σ ◦ δk−1 ◦ σ−1 
 !�����)�% σk−1�� �	�	���'!���� ������ R� �	
��

x = m(δk−1 − σ ◦ δk−1 ◦ σ−1)� "�(� (δk−1 − σ ◦ δk−1 ◦ σ−1)(c) = xcσk−1 − cx� ��

��� ��%��� (� (dk − x)cσk−1
= c(dk − x)� :!	��$	��� ��!	�	���

���������� ���� ����? R[x, x−1, σ] ! /�47;� �14�91��= �1��9� =�3 A��991H
x2 σ ∈ AutR � xa = aσx 34� 5637
�/181 a ∈ R� �1B91�6 3�:���9;�<=�9

9< D ∈ Der R[x, x−1, σ] =A�C�91
1391A9�@91 =�3�1=�3�C ���� (Σ, d)2 3� �13�9�
Σ = {δi| i ∈ Z} � �14�91� d ∈ R[x, x−1, σ] ��<�7 =4�>��=1>��D

�E δi ! σi
3�:���9;�<=�99� /�47;� RF

5E Σ ! 41/�4791 >/�9@�99� �13�9� 3�:���9;�<=�97F

=E δi ◦ σ = σ ◦ δi ��?B� 34� =>�� i ∈ ZF

8E δi − σ ◦ δi ◦ σ−1 ∈ IDer(R, σi) 34� =>�� i ∈ ZF

IE dk − m(δk−1 − σ ◦ δk−1 ◦ σ−1) ∈ Zk−1 34� 31=�479181 k J−n � k � nE�

���������� �	
�� D 
 ��	��	���� � �	�	���'!���� ������ R[x, x−1, σ]� a ∈ R�
D&����� D(a) ∈ R[x, x−1, σ]� �� ��* )	�� D(a) � ! 3���� ��������� &�	*	�	!��
3� ����

D(a) =
∞∑

i=−∞
δi(a)xi,

�	 δi(a) ∈ R �� δi(a) = 0 ��� ���$	 !&�
 ���	�&�! i ∈ Z� ���� ��3�� D(x) ∈ R[x, x−1, σ]�
� ��$	�

D(x) = d =
n∑

i=−n

dix
i

��� *	!� 
 	�	�	���! di ∈ R (i = −n, . . . , 0, . . . , n)�
�2 F����� D ∈ Der R[x, x−1, σ]� ��

∞∑
i=−∞

δi(a + b)xi =
∞∑

i=−∞
δi(a)xi +

∞∑
i=−∞

δi(b)xi

��

∞∑
i=−∞

δi(ab)xi =

( ∞∑
i=−∞

δi(a)xi

)
b + a

∞∑
i=−∞

δi(b)xi =
∞∑

i=−∞
δi(a)bσi

xi +
∞∑

i=−∞
aδi(b)xi

��� ������� 
 a, b ∈ R�
�2 :���$ ��� �� Σ �������� &���#	���� �&����� D(a) % *�������� 4������ �

���� ���$	 !&� ��3� ��	����%�� ����!�''�� ���	!��
!2 � �	�	���''# &*�!!����)	��� xa = aσx� ��� ��%�� da + xD(a) = aσd +

D(aσ)x ���(
n∑

i=−n

dix
i

)
a + x

∞∑
i=−∞

δi(a)xi = aσ
n∑

i=−n

dix
i +

( ∞∑
i=−∞

δi(aσ)xi

)
x.
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I!��& �	3�� ! *� !�%� (�

(δk−1(a))σ = δk−1(aσ), k � −n − 1 ��� k � n + 1, (3)

dkaσk

+ (δk−1(a))σ = aσdk + δk−1(aσ), −n � k � n. (4)

"� ��# ��� �� &*�!!����)	��� +92 ! *� !�% ���!� +!2�
32 I��� !) � &*�!!����)	���
 +92�+�2 ������ c = aσ� ��� ��%��

(δk−1 − σ ◦ δk−1 ◦ σ−1)(c) = 0, �	 k � −n − 1 ��� k � n + 1,

(δk−1 − σ ◦ δk−1 ◦ σ−1)(c) = dkcσk−1 − cdk, �	 − n � k � n, (5)

� �	 ����#�%� (� δi − σ ◦ δi ◦ σ−1 ∈ IDer(R, σi) ��� !&�
 ���	�&�! i ∈ Z�
K2 -� ��!��&�� +�2 ! *� !�%� (� dk % ��� � � � 
 	�	�	���!� ��� *����$�'�� !����

��)�% � �	�	���'!���� δk−1 − σ ◦ δk−1 ◦ σ−1 ��� −n � k � n� D��$� dk − m(δk−1 −
σ ◦ δk−1 ◦ σ−1) ∈ Zk−1 ��� ��!�����3� k� −n � k � n�

D�$	� � �	�	���'!���' D ∈ Der R[x, x−1, σ] !��*�!���% *��� (Σ, d)� ��� �����
!�����% ���! +�2�+K2� 4	3�� �B�&�!�� � (� ��!*�� ����$ *��! ����� :!	��$	���
��!	�	���

���������� �� � ����? R[[x, x−1, σ]] ! /�47;� :1���479�� >����9�=�� ��3�= �1

��9� =�3 A��991H x2 σ ∈ AutR � xa = aσx 34� 5637
�/181 a ∈ R� �1B91�6 3�:���9;�

<=�99< D ∈ Der R[[x, x−1, σ]] =A�C�91 1391A9�@91 =�3�1=�3�C ���� (Σ, d)2 3� �13�9�
Σ = {δi| i ∈ Z} � �14�91� d ∈ R[x, x−1, σ] ��<�7 ��/� =4�>��=1>��D

�E δi ! σi
3�:���9;�<=�99� /�47;� RF

5E δi − σ ◦ δi ◦ σ−1 ∈ IDer(R, σi) 34� =>�� i ∈ ZF

=E dk − m(δk−1 − σ ◦ δk−1 ◦ σ−1) ∈ Zk−1 34� 31=�479181 k ∈ Z�

��������� ��� ��%�� � � &�� � &*�&����� (� � ��� ������ *�������! 4�����
R[x, x−1, σ]�

���������� ��!� �1B91�6 3�:���9;�<=�99< D /�47;� R[[x, δ]] >/�6@�9�� :1�

��479�� >����9�=�� ��3�= 3�:���9;�?9181 ���6 =�3 1391H A��991H x =A�C�91 1391

A9�@91 =�3�1=�3�C ���� (∆, d)2 3� ∆ = {δi| i ∈ N0} � ��3 d =

∑∞
i=0 dix

i ∈ R[[x, δ]]
��<�7 =4�>��=1>��D

�E δi(rt) = δi(r)t + rδi(t) +
∑∞

i=1 Cj
i+jδi+j(r)δj(t) 34� 5637
�/�� r, t ∈ R �� i ∈ N0F

5E dia + δ(δi(a)) +
∑∞

j=0 Cj
i+jdi+jδ

j(a) = adi + δi(δ(a)) 34� =>�� i ∈ N0, a ∈ R�

���������� �	
�� D 
 ��	��	���� � �	�	���'!���� ������ R[[x, δ]]� r, t ∈ R� :���
D(r) ∈ R[[x, δ]]� ����

D(r) =
∞∑

i=0

δi(r)xi
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��� *	!��6 *�����$ � {δi(r)| i ∈ N0} ⊆ R�
�	
�� i ∈ N0� :��� δi(r + t) = δi(r) + δi(t) ��

∞∑
i=0

δi(rt)xi = D(rt) = D(r)t + rD(t) =

( ∞∑
i=0

δi(r)xi

)
t + r

( ∞∑
i=0

δi(t)xi

)
. (6)

D&����� ( ∞∑
i=0

δi(r)xi

)
t + r

( ∞∑
i=0

δi(t)xi

)
=

∞∑
i=0

δi(r)
i∑

j=0

Cj
i δj(t)xi−j +

∞∑
i=0

rδi(t)xi,

�� !��&����� +A2 ��� ��%��

δi(rt) = δi(r)t + rδi(t) +
∞∑

i=1

Cj
i+jδi+j(r)δj(t)

��� !&�
 i ∈ N0�
�	
�� d = D(x) =

∑∞
i=0 dix

i ∈ R[[x, δ]]� F��� �	�	���'!�!) ��!��&�� xa =
ax + δ(a) (a ∈ R)� ��%��

D(x)a + xD(a) = D(xa) = D(ax + δ(a)) = D(a)x + aD(x) + D(δ(a)),

� �!��& ( ∞∑
i=0

dix
i

)
a + x

( ∞∑
i=0

δi(a)xi

)
=

( ∞∑
i=0

δi(a)xi

)
x + a

( ∞∑
i=0

dix
i

)
+

∞∑
i=0

δi(δ(a))xi,

�����

∞∑
i=0

di

i∑
j=0

Cj
i δj(a)xi−j +

∞∑
i=0

(δi(a) + δ(δi(a)))xi =
∞∑

i=0

δi(a)xi+1 +
∞∑

i=0

(adi + δi(δ(a)))xi.

F� ��!�''# ��	����%�� ���� ������! 
 &�	*	��! ������6 x� ��� ��%��

dia + δ(δi(a)) +
∞∑

j=0

Cj
i+jdi+jδ

j(a) = adi + δi(δ(a))

��� !&�
 i ∈ N0� :!	��$	��� ��!	�	���

 � � ��� #�&� �� ��&��� ��� �� �� 
 ���! �����	 *�������! 4����� ���	 ��! �
+*��! �2 ���������	�� ��3���%��� ��! � +*��! �2 ���������	� ��� !�%��&� �����	�
! ����� ��$	� ��! � +*��! �2 ��	�� % �!���#� ��

���������� &���#	� 
 *�������! ! !#�! L� 5���& ,��0� �� � *�����!� (� �����	
&���#	� 
 *�������! R[x, σ]� �	 σ ∈ AutR� ���	 ������#� � ���������	� ! ���� �
����� ! ���� ! *����� ��� R 
 ������� !�	 �����	 � σ = idR� ; � ���3����	��



7= !���	 "#$%&!'()� *��� �*+(,-./(0

�� � �	������� �� ,��0� ��� ������ &���#	� 
 *�������! 4����� *��! ��� � ��� �
�	��������

��$��'�  �������? σ ! �=�1�1�:�A� /�47;� R � A = R[x, x−1, σ]� �13� A ! 4�=� J=�3

�1=�391 ���=�E 361
/�47;� = �1�6 � ��47/� = �1�6 =���3/62 /14� R ! /1�6����=9�
/�47;� � σ = idR ! �1�1B9� =�315��B�99��

���������� ��!	�	�� ��!	�	��� ����� ��� ��! 
 �������	���
+⇒2 �	
��A 
 ��!	 ���������	� ����� fA ⊆ Af ��� ��������3� f ∈ A� F� *�&� ���

(� σ �= idR� :��� �&��% ��� � 	�	�	�� a ∈ R� (� σ(a) �= a� ��� *������� f(x) =
1 + ax + x2 ∈ A ��� ��%��

(1 + ax + x2)x = x + ax2 + x3 ∈ A(1 + ax + x2),

����� �����	��&� *������
∑m

i=−m aix
i ∈ A� ��� ���3�

x + ax2 + x3 =

(
m∑

i=−m

aix
i

)
(1 + ax + x2),

��� ��!��& ����

x + ax2 + x3 =
m∑

i=−m

aix
i +

m∑
i=−m

aiσ
i(a)xi+1 +

m∑
i=−m

aix
i+2.

I!��& ��	�$�%�� & &�	�� ��!����

a−m = 0,

a−m+1 + a−mσ−m(a) = 0,

a−m+2 + a−m+1σ
−m+1(a) + a−m = 0,

a−m+3 + a−m+2σ
−m+2(a) + a−m+1 = 0,

· · ·
a0 + a−1σ

−1(a) + a−2 = 0,

a1 + a0a + a−1 = 1,

a2 + a1σ(a) + a0 = a,

a3 + a2σ
2(a) + a1 = 1,

a4 + a3σ
3(a) + a2 = 0,

· · ·
am + am−1σ

m−1(a) + am−2 = 0,

amσm(a) + am−1 = 0,

am = 0.
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I �	6 ! *� !�%� (� a − σ(a) = 0� � �	 &�*	�	# �� *� *�(	��'� D�$	� σ = idR�
�	
�� a, b ∈ R� :��� (x−1 + a + x)b ∈ A(x−1 + a + x)� � �	 ����#�%� (� �&��% ��� �

*������
∑m

i=−m cix
i ∈ A� (�

bx−1 + ab + bx =

(
m∑

i=−m

cix
i

)
(x−1 + a + x).

I �&������6 ��!��&�� ��� ��%�� & &�	��

c−m = 0,

c−m+1 + c−mσ−m(a) = 0,

c−m+2 + c−m+1σ
−m+1(a) + c−m = 0,

c−m+3 + c−m+2σ
−m+2(a) + c−m+1 = 0,

· · ·
c−1 + c−2σ

−2(a) + c−3 = 0,

c0 + c−1σ
−1(a) + c−2 = b,

c1 + c0a + c−1 = ab,

c2 + c1σ(a) + c0 = b,

a3 + c2σ
2(a) + c1 = 0,

· · ·
cm + cm−1σ

m−1(a) + cm−2 = 0,

cmσm(a) + cm−1 = 0,

cm = 0,

� ���6
c−m = · · · = c−1 = c1 = · · · = cm = 0, c0 = b, ba = ab,

(� � ��	�� ���� ��!	&� �
+⇐2 �#	! ���� :	��	�� ��!	�	���

�� K6�5�/� �� G�3	���� F�� ���M  *���� �*�����#	��M	 3��**M�
 5�� �>A��

�� L���>>/�? M�2 ���<N47 O� �������� !��� ��3	����
 5�� �>A9� :���

9� &'P+QQ$,, R�P�2 S+TU+Q R�P� NOPQORRSTUT�VW NOWTXWY�UP Y�PZ[� \YU]SUTW ^TS]�
�P _UTX�� 9C� `RWY� _UTX� ^OQ�� aYOV�]WPQW� b-� �CC��

�� VB�/15>19 �� G�3	��M 4 �
 5�� �>A��
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�� W)',)XUY� �� `STOROYcX�[R[ UP] ]WY�VUT�OP[ Od �PQ�]WPQW UeZWfYU[gg aYOQ� `RWY�
_UTX� ^OQ�
 �>1��
 .Oe� 9A� N ��
 a�9���9�A�

A� 
Z�*( &��� hWY�VUT�OP Od ZYOSc UeZWfYU[ Od iP�TWej ZWPWYUTW]� TOY[�OP�dYWW� P��
ecOTWPT ZYOScgg kOS[TOP l� _UTX�
 �>1?�
 .Oe� �� N ��
 a��11��??�

1� K6�/1= ��V� � ��	�	�� ��!�� � 3��**�!M
 ���	�gg m���*� �	*� 8n�n:n�
N ���C�1> �	*�
 5�� �>1>�

?� 
[�$\$, ]� hWY�VUT�OP[ Od �PTWZYUe ZYOSc Y�PZ[gg @ORR� `eZWfYU�
 �>>��
 .Oe� ���
N ?�
 a��>����>�>�

>� &^%)U$ �� hWY�VUT�OP[ Od oSU[��RUTY�p UeZWfYU[gg ^Q�WPT� aUcWY[ @Oee� \WP� q]SQ�
rP�V� sOtjO�
 �>A��
 .Oe� ��� N ��
 a���1��A��

�C� K6�/1= ��V� � ��	�	�� ��!�� � ����(	��M
 �!�� ���� #�M
 ���	�gg 5���
���	�� �
 �>1?�
 :�� ��� N ��
 <���������

��� _`+Y+a�' _�b� hWY�VUT�OP[ UP] USTOROYcX�[R[ Od WpTWY�OY UeZWfYU[gg @UP� l�
_UTX�
 �>1?�
 .Oe� 9C� N A�
 a��99A��9���

��� 
[%$Q\$,Z$�$% P� hWY�VUT�OPWP UP] `STOROYcX�[RWP VOP `eZWfYWP� �P ]WPWP ]�W
\eW�QXSPZ x2 = 0 PSY TY�V�Ue eO[fUY �[Tgg _UPS[QY�cTU _UTX�
 �>1>�
 u]� �?� N ��

^��9���9A�

�9� P+U*) S� vP TXW ]WY�VUT�OP[ Od ]URWT�Q UeZWfYU[ dOY cOe�ceO�]j w�TX RSeT�ceW
UeeWeW[gg uOe� ^OQ� uYU[� _UT�
 �>?��
 .Oe� �9� N ��
 a�A>�?��

��� W$QY)%* c�2 dUT+%Q R�&� sXW ]WY�VUT�OP UeZWfYU Od U YWUe ]�V�[�OP UeZWfYUgg `RWY�
l� _UTX�
 �>?��
 .Oe� �C9� N A�
 a���9����AC�

��� �+X�>Y� e� aOejPOR�Ue ]WY�VUT�OP[ UP] TXW�Y Y�PZ[ Od QOP[TUPT[�
 N�@OcWYP�tS[
rP�VWY[�Tj� sOYSxP�
 �>>��

�A� K6�/1= ��V� � ��	�	�� ��!�� � ���	� ���3�#�	��!gg 8	&�� � 5�&��!� ���
��� <	�� �	
������
 �>?��
 N ��
 <�������

�1� dUT+%Q R�&�2 -)UUZ)Q _�
� hWY�VUT�OP[ Od [tWw cOejPOR�Ue Y�PZ[gg l�`eZWfYU�

�>>��
 .Oe��1A�
 a���1���?�

�?� �+X�>Y� e� hWY�VUT�OP[ Od vYW WpTWP[�OP[ Od TXW cOejPOR�Ue Y�PZ[ �P OPW VUY�UfeWgg
@ORRSP� `eZWfYU�
 �CC��
 .Oe�9�� N >�
 a�9A���9A1��

�>� K6�/1= ��V� � ��	�	�� ��!�� � ���	� ���3�#�	��!gg m��� �	*� 8n�n:n�
N �??9�?C �	*�
 5�� �>?C�

�C� e%*$Z+af'( d�_� h�yWYWPT�Ueej TY�V�Ue UP] Y�Z�] Y�PZ[ Od iP�TW YUPtgg aWY�O]� _UTX�
kSPZUY�QU�
 �>>?�
 .Oe� 9A� N ��
 a����A�
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��� g����1=�@ M�V� � �	�	���'!���� �������� 
 &�	*	�	! 
 ����!gg 8 ���H ---
8&	����6�&��� �����!� ����	�	���� ”�	������� *����	� �������“� :	� ��*�

-!����z�����!&��� �CC9�
 <���

��� h)Z)\^'(� ��2 �)Y)`�Z) e� hWY�VUT�OP[ Od [tWw cOejPOR�Ue Y�PZ[gg aSfe�-P[T�
_UTX� +uWOZYU]2�
 �CC��
 .Oe� 1�+??2�
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