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Çàïðîïîíîâàíî äîâåäåííÿ êiëüêîõ òåîðåì òèïó Äå Ìàðêî i Îðñàòòi
äëÿ öiëêîì-ãiëüáåðòîâîãî ìóëüòèïëiêàöiéíîãî äóî-ìîäóëÿ. Âèçíà÷åíî äå-
ÿêi âëàñòèâîñòi éîãî öiëêîì êëàñè÷íî-ïåðâèííîãî ñïåêòðà.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ïåðâèííèé ïiäìîäóëü, öiëêîì êëàñè÷íî ïåðâèííèé ìî-
äóëü, öiëêîì-ãiëüáåðòiâ ìîäóëü, äâîñòîðîííié ïiäìîäóëü, äóî-ìîäóëü.

1. Âñòóï. Äîñëiäæó¹ìî êëàñè÷íî-ïåðâèííi òà öiëêîì ïåðâèííi ñïåêòðè ìóëü-
òèïëiêàöiéíèõ ìîäóëiâ íàä íåîáîâ'ÿçêîâî êîìóòàòèâíèìè êiëüöÿìè ç ïðèðîäíèìè
îáìåæåííÿìè. Ðîçãëÿäà¹ìî äâîñòîðîííi êëàñè÷íî ïåðâèííi ïiäìîäóëi, ÿêi ÿêðàç i
¹ òî÷êàìè êëàñè÷íî-ïåðâèííîãî ñïåêòðà ìîäóëÿ íàä íåêîìóòàòèâíèì êiëüöåì. Òà-
êèé ïiäõiä ìà¹ ñåíñ, îñêiëüêè íàâiòü íàä êîìóòàòèâíèìè êiëüöÿìè iñíóþòü êëàñè÷íî
ïåðâèííi ïiäìîäóëi, ÿêi íå ¹ ïåðâèííèìè. Íàçâà "êëàñè÷íî-ïåðâèííèé" äëÿ ñïåêòðà
ïîõîäèòü âiä íîâîãî òåðìiíà "êëàñè÷íî-ïåðâèííèé ïiäìîäóëü". Öåé òåðìií âïåðøå
ââåëè Áåõáîîäi i Êîõi [5]. Àâòîðè íàçèâàëè òàêi ìîäóëi ñëàáêî ïåðâèííèìè, íà-
ãîëîøóþ÷è ùî íîâi ïiäìîäóëi çàãàëüíiøi çà ïåðâèííi i ¨õ ìîæå áóòè áiëüøå, íiæ
ïåðâèííèõ. Ó [3] öi ìîäóëi ïåðåéìåíóâàëè íà êëàñè÷íî-ïåðâèííi, õî÷à äëÿ öüîãî i
íå áóëî îá ðóíòóâàííÿ. Ìè äîñëiäæóâàòèìåìî öiëêîì-ïåðâèííèé ñïåêòð ìóëüòèïëi-
êàöiéíèõ ìîäóëiâ. Òåðìií "äâîñòîðîííié ïiäìîäóëü" âæèâàòèìåìî çàìiñòü âèñëîâó
"ïiäìîäóëü, ÿêèé ìà¹ âëàñòèâiñòü âêëàäåííÿ ìíîæíèêà (IFP)".

Äëÿ âèâ÷åííÿ òîãî ÷è iíøîãî ñïåêòðà ìîäóëÿ òðåáà âäàëî âèáðàòè ìîäóëüíi
óçàãàëüíåííÿ ïåðâèííîãî iäåàëó. Â ëiòåðàòóði íàé÷àñòiøå îïèðàþòüñÿ íà òàêå îçíà-
÷åííÿ: âëàñíèé ïiäìîäóëü P ìîäóëÿ M íàçèâà¹òüñÿ ïåðâèííèì ïiäìîäóëåì, ÿêùî ç
òîãî, ùî aRm ⊆ P äëÿ a ∈ R i m ∈ M âèïëèâà¹, ùî àáî m ∈ P àáî a ∈ (N : M)
(äèâ. [5], [7]).

Ïðîòå iñòîðè÷íî ç öèì ïîíÿòòÿì íå áóëî âñå òàê îäíîçíà÷íî. Âïåðøå éîãî âè-
êîðèñòàëè ó ïðàöi Ð.Å. Äæîíñîíà [10], ïîòiì òàêi ìîäóëi ðîçãëÿäàëè Ñ. Ïåéæ [17],

c⃝ Ìàëî¨ä-Ãë¹áîâà Ì., 2014
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Â. À. Àíäðóíàêi¹âè÷ [1], Ï.Ô. Ñìiò, Ì.Å. Ìóð, Ð.Ë. Ìàê Êàñëàíä ([16]) òà iíøi àâ-
òîðè. Ñåðåä ìàòåìàòèêiâ, ÿêi îòðèìàëè íàéÿñêðàâiøi ðåçóëüòàòè, âiäçíà÷èìî Ð. Âiñ-
áàóåðà ([20]) òà Äæ. Äàóíñà ([7]), ÿêi, êðiì âñüîãî iíøîãî, ïðîâåëè äåòàëüíèé àíà-
ëiç iñíóþ÷èõ îçíà÷åíü ïåðâèííîãî ìîäóëÿ òà âèêîíàëè ñèñòåìàòè÷íå äîñëiäæåííÿ
âëàñòèâîñòåé òàêèõ ìîäóëiâ ó íåêîìóòàòèâíîìó âèïàäêó. Îñòàííiì ÷àñîì ðîçïî÷à-
ëèñü iíòåíñèâíi äîñëiäæåííÿ ëiâèõ ïåðâèííèõ, êëàñè÷íî-ïåðâèííèõ [2], [3], ñòðîãî-
ïåðâèííèõ i öiëêîì ïåðâèííèõ ìîäóëiâ (ïiäìîäóëiâ). Â öüîìó íàïðÿìi ìîæíà âè-
îêðåìèòè ïðàöi À. Ðîçåíáåðãà ([19]), À. Êàó÷iêàñà ([12]) òà ií.

Ñàìèõ ïåðâèííèõ ïiäìîäóëiâ (÷è ¨õíiõ ðiçíîâèäíîñòåé) íåäîñòàòíüî äëÿ îòðè-
ìàííÿ ãåîìåòðè÷íî¨ õàðàêòåðèçàöi¨ ìîäóëÿ. Äëÿ îòðèìàííÿ ÷iòêî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ êàð-
òèíè ïîòðiáíî çàäàòè âiäïîâiäíó òîïîëîãiþ íà ìíîæèíi âñiõ ïåðâèííèõ ïiäìîäóëiâ
ôiêñîâàíîãî ìîäóëÿ. Âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ÿäåðíî-îáîëîíêîâó òîïîëîãiþ, ÿêà ¹ óçà-
ãàëüíåííÿì òîïîëîãi¨ Çàðèñüêîãî íà ñïåêòði êîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ.

Â îñíîâíié ÷àñòèíi ñôîðìóëüîâàíî òà äîâåäåíî äåÿêi ðåçóëüòàòè, ÿêi îïèñóþòü
âëàñòèâîñòi ñïåêòðiâ öiëêîì-ãiëüáåðòîâèõ ìóëüòèïëiêàöiéíèõ äóî-ìîäóëiâ ç äîäàòêî-
âîþ óìîâîþ.

2. Ïîïåðåäíi äàíi. Íàäàëi ÷åðåç R ïîçíà÷àòèìåìî àñîöiàòèâíå êiëüöå ç íåíó-
ëüîâîþ îäèíèöåþ. Ñëîâîñïîëó÷åííÿ "iäåàë êiëüöÿ"R îçíà÷àòèìå äâîñòîðîííié iäå-
àë. Êîæíèé ðîçãëÿäóâàíèé òóò ìîäóëü ¹ ëiâèì R-ìîäóëåì i çàâæäè ïðèïóñêà¹òüñÿ
óíiòàðíèì. Ìíîæèíó âñiõ ïåðâèííèõ iäåàëiâ êiëüöÿ R ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç Spec(R).
Íåíóëüîâèé åëåìåíò ç Spec(R) íàçèâàòèìåìî ìiíiìàëüíèì ïåðâèííèì iäåàëîì êiëü-
öÿ R, ÿêùî âií íå ìiñòèòü æîäíîãî iíøîãî åëåìåíòà ç ìíîæèíè Spec(R). Äëÿ ìíîæè-
íè âñiõ ìiíiìàëüíèõ ïåðâèííèõ iäåàëiâ êiëüöÿ R âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ
MinSpec(R). Òîé ôàêò ùî, N ¹ ïiäìîäóëåì ìîäóëÿ M ñèìâîëi÷íî çàïèñóâàòèìåìî
ó âèãëÿäi N ⊆ M i âèêîðèñòîâóâàòèìåìî ïîçíà÷åííÿ (N : M) = {r ∈ R|rM ⊆ N}
äëÿ ëiâîãî iäåàëà, ÿêèé íàçèâàþòü ëiâîþ ÷àñòêîþ âiä äiëåííÿ ìîäóëÿ íà ïiäìî-
äóëü. Íåíóëüîâèé ïðàâèé (ëiâèé) ìîäóëü M íàçèâà¹òüñÿ ïåðâèííèì ìîäóëåì, ÿêùî
Ann(K) = Ann(M) äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî ïiäìîäóëÿ K ìîäóëÿ M , [4]. Âëàñíèé
ïiäìîäóëü P ëiâîãî ìîäóëÿM ¹ ïåðâèííèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëèM/P ¹ ïåðâèííèì
ëiâèì ìîäóëåì, òîáòî Ann(K/P ) = Ann(M/P ) äëÿ êîæíîãî íåíóëüîâîãî ïiäìîäóëÿ
K/P ìîäóëÿ M/P , [17], [7].

Íàãàäà¹ìî äåÿêi ôàêòè ïðî öiëêîì ïåðâèííi ïiäìîäóëi (äèâ.[9]). Âëàñíèé ïiäìî-
äóëü P ëiâîãî R-ìîäóëÿ M íàçèâà¹òüñÿ öiëêîì ïåðâèííèì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî a ∈ R
i êîæíîãî m ∈ M ç óìîâè am ∈ P âèïëèâà¹, ùî m ∈ P àáî aM ⊆ P. Äàëi êîðèñòóâà-
òèìåìîñü íàéáiëüø çàãàëüíèì ïiäõîäîì äî ìóëüòèïëiêàòèâíî çàìêíåíèõ ïiäñèñòåì
ìîäóëÿ, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ÷àñòî áóäóþòü ïåðâèííi ïiäìîäóëi. Äëÿ öüîãî çãàäà¹ìî
iäåþ ×ií Ïi Ëó [14], çãiäíî ç ÿêîþ íàéáiëüø ïðèðîäíèìè ìîäóëüíèìè àíàëîãàìè
"ìóëüòèïëiêàòèâíî çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí"¹ âiäíîñíi m-ñèñòåìàìè, ÿêi âèçíà÷àþòü
çà äîïîìîãîþ êîíêðåòíèõ m-ñèñòåì êiëüöÿ. Ôîðìàëüíî, ÿêùî S � äåÿêà m-ñèñòåìà
êiëüöÿ R, òî Sm-ñèñòåìîþ ìîäóëÿ T íàçèâà¹ìî òàêó íåïîðîæíþ ïiäìíîæèíóM ⊆ T ,
ùî äëÿ êîæíîãî s ∈ S i êîæíîãî x ∈ M ïðàâèëüíå âêëþ÷åííÿ sRx ⊆ M . Çàóâàæèìî,
ùî óçàãàëüíåííÿ öi¹¨ iäå¨ íà äèôåðåíöiàëüíi êiëüöÿ i ìîäóëi ðåàëiçóâàëè Ä. Ãàäæi¹â,
Ô. Öiàëüï [11] òà Ìåëüíèê I.Î. [21].

Âëàñíèé ïiäìîäóëü P ëiâîãî ìîäóëÿ M íàçèâàòèìåòüñÿ êëàñè÷íî-ïåðâèííèì

ïiäìîäóëåì, ÿêùî ç âêëþ÷åííÿ abRm ⊆ P äëÿ a, b ∈ R i m ∈ M âèïëèâà¹, ùî
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àáî am ∈ P àáî bm ∈ P (äèâ. [5], äå â îðèãiíàëi äëÿ òàêèõ ìîäóëiâ âèêîðèñòîâó-
¹òüñÿ òåðìií "ñëàáêî-ïåðâèííèé ìîäóëü"). ×åðåç Cl.Spec(M) ïîçíà÷àþòü ìíîæèíó
âñiõ êëàñè÷íî-ïåðâèííèõ ïiäìîäóëiâ ëiâîãî ìîäóëÿ M i íàçèâàòèìåìî ¨¨ êëàñè÷íî
ïåðâèííèì ñïåêòðîì öüîãî ìîäóëÿ.

Âæå äàâíî â êëàñè÷íié àëãåáðè÷íié ãåîìåòði¨ âèâ÷àþòü ïðîñòîðè Spec(R), äå
R � êîìóòàòèâíå êiëüöå ç îäèíèöåþ. Äåÿêå îáãîâîðåííÿ ïðîáëåì òîïîëîãi¨ ñïåêòðà
íåêîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ ìîæíà çíàéòè ó Ê. Êîõà [13] òà äëÿ ìiíiìàëüíèõ ñïåêòðiâ
ó ïðàöi Í.K. Tàêàðå i Ñ.K. Íiìáîðêàðà [18].

Äëÿ çàäàííÿ ðiçíèõ òîïîëîãié íà ñïåêòði ìîäóëÿ íàãàäà¹ìî îñíîâíi êðîêè êîí-
ñòðóþâàííÿ ÿäåðíî-îáîëîíêîâî¨ òîïîëîãi¨ â îáîõ âèïàäêàõ ïðîñòîðiâ ïåðâèííèõ iäåà-
ëiâ íåêîìóòàòèâíîãî êiëüöÿ òà ïåðâèííèõ ïiäìîäóëiâ ëiâîãî ìîäóëÿ íàä öèì êiëüöåì.

Êîæíîìó iäåàëîâi I êiëüöÿ R ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü ìíîæèíó V (I) = {P ∈
Spec(R) : I ⊆ P}. Òîäi ìíîæèíè V (I), äå I ïðîáiãà¹ âñi iäåàëè êiëüöÿ R, çàäî-
âîëüíÿþòü àêñiîìè çàìêíåíèõ ìíîæèí äåÿêî¨ òîïîëîãi¨ íà Spec(R), ÿêó íàçèâàþòü
òîïîëîãi¹þ Çàðèñüêîãî. Ó âèïàäêó ëiâîãî ìîäóëÿ M , íåõàé Spec(M) � ìíîæèíà
âñiõ ïåðâèííèõ ïiäìîäóëiâ ìîäóëÿ M , ÿêó íàçèâà¹ìî ïåðâèííèì ñïåêòðîì ìîäóëÿ
M . Äëÿ êîæíîãî ïiäìîäóëÿ N ëiâîãî ìîäóëÿ M ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó V (N) = {P ∈
Spec(M)|N ⊆ P}. Áàãàòî äîñëiäíèêiâ, íàïðèêëàä Ð.Ë. Ìàê Êàñëàíä, Ì.Å. Ìóð,
Ï.Ô. Ñìiò ([16]) iíòåíñèâíî íàìàãàëèñÿ ñèñòåìàòèçóâàòè âèâ÷åííÿ ñïåêòðiâ ïåðâèí-
íèõ ïiäìîäóëiâ. Çîêðåìà, âîíè äîâåëè, ùî äëÿ êîìóòàòèâíîãî âèïàäêó, ÿêùî RM
� ñêií÷åííî-ïîðîäæåíèé, òî ìîäóëü M áóäå òîïîëîãi÷íèì ìîäóëåì òîäi i ëèøå òî-
äi, êîëè M ¹ ìóëüòèïëiêàöiéíèì ìîäóëåì. Íåõàé M íåíóëüîâèé ëiâèé R-ìîäóëü.
Äëÿ éîãî ïiäìîäóëÿ N îçíà÷èìî êëàñè÷íèé ìíîãîâèä ÿê ìíîæèíó V(N) = {P ∈
Cl.Spec(M)|N ⊆ P}. Ìíîæèíà âñiõ òàêèõ ìíîãîâèäiâ ìà¹ òàêi âëàñòèâîñòi:

(1)V(M) = ∅ i V(0) = Cl.Spec(M);
(2)

∩
i∈I V(Ni) = V(

∑
i∈I Ni) äëÿ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè iíäåêñiâ I;

(3) V(N) ∪ V(L) ⊆ V(N ∩ L) äëÿ ïiäìîäóëiâ N,L,Ni ⊆ M .
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç C(M) ñiì'þ âñiõ ïiäìíîæèí âèãëÿäó V(N) ç Cl.Spec(M).

Îñêiëüêè â çàãàëüíîìó C(M) íå çàìêíåíà ñòîñîâíî ñêií÷åííèõ îá'¹äíàíü, òî ìîæíà
ââåñòè òàêå îçíà÷åííÿ: ëiâèé R-ìîäóëü M íàçèâà¹òüñÿ êëàñè÷íî-òîïîëîãi÷íèì ìî-

äóëåì, ÿêùî C(M) çàìêíåíà ñòîñîâíî ñêií÷åííèõ îá'¹äíàíü, òîáòî äëÿ äîâiëüíèõ
ïiäìîäóëiâ N i L ìîäóëÿ M iñíó¹ òàêèé ïiäìîäóëü K, ùî V(N) ∪ V(L) = V(K). Â
òàêîìó ðàçi ñiì'ÿ C(M) çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìè çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí òîïîëîãi÷íîãî
ïðîñòîðó, à îòæå, âèçíà÷à¹ òîïîëîãiþ íà Cl.Spec(M). Íåõàé M äîâiëüíèé ëiâèé
R-ìîäóëü. Äëÿ êîæíîãî éîãî ïiäìîäóëÿ N ïîçíà÷èìî U(N) = Cl.Spec(M)\V(N) i
B(M) = {U(N) : N ⊆ M}. ×åðåç T(M) ïîçíà÷èìî íàáið âñiõ îá'¹äíàíü ñêií÷åííèõ
ïåðåòèíiâ åëåìåíòiâ ç B(M). Òîäi T(M) óòâîðþ¹ òîïîëîãiþ íà ClSpec(M) ç ïiäáàçîþ
B(M). Ìè íàçèâà¹ìî T(M) òîïîëîãi¹þ òèïó Çàðèñüêîãî, ([4]).

Ïiäìîäóëü C ìîäóëÿ M íàçèâà¹òüñÿ íàïiâïåðâèííèì (êëàñè÷íî-íàïiâïåðâèí-
íèì), ÿêùî C ¹ ïåðåòèíîì ïåðâèííèõ (êëàñè÷íî-ïåðâèííèõ) ïiäìîäóëiâ. Ïåðâèííèé
(êëàñè÷íî-ïåðâèííèé) ïiäìîäóëü P ëiâîãî ìîäóëÿ M íàçèâà¹òüñÿ åêñòðàîðäèíàð-

íèì, ÿêùî ÿê òiëüêè N i L ¹ íàïiâïåðâèííèìè (êëàñè÷íî-íàïiâïåðâèííèìè) ïiä-
ìîäóëÿìè ìîäóëÿ M , òî ç óìîâè N ∩ L ⊆ P âèïëèâà¹, ùî N ⊆ P i L ⊆ P . Ëiâèé
R-ìîäóëüM íàçèâà¹òüñÿ ìóëüòèïëiêàöiéíèì ìîäóëåì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî ïiäìîäóëÿ
N ìîäóëÿ M iñíó¹ òàêèé iäåàë B êiëüöÿ R, ùî N = BM . Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé



122
Ìàðòà ÌÀËÎ�Ä-ÃË�ÁÎÂÀ

ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2014. Âèïóñê 79

ïðîñòið, A � éîãî ïiäïðîñòið i 1A : A −→ A � òîòîæíå âiäîáðàæåííÿ. ßêùî iñíó¹
òàêå íåïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ r : X −→ A, ùî r|A = 1A, òî r íàçèâà¹òüñÿ ðåòðàêöi¹þ
X íà A, à ïiäïðîñòið A íàçèâà¹òüñÿ ðåòðàêòîì ïðîñòîðó X .

Ðîçãëÿíåìî äâîñòîðîííi ïiäìîäóëi, äóî-ìîäóëi òà öiëêîì-ãiëüáåðòîâi ìîäóëi,
îñêiëüêè óêðà¨íîìîâíî¨ ëiòåðàòóðè ç âèêëàäåííÿì öèõ ïîíÿòü íåìà¹.

Íà ïåðøèé ïîãëÿä ïèòàííÿ ïðî ââåäåííÿ ïîíÿòòÿ äâîñòîðîííüîãî ïiäìîäóëÿ
âèãëÿäà¹ íå çîâñiì ïðèðîäíèì, õî÷à áðàê òàêîãî ïîíÿòòÿ ïîâñÿê÷àñíî âiä÷óâà¹òüñÿ.
Ði÷ ó òiì, ùî ïðè äîñëiäæåííi íåêîìóòàòèâíî¨ ñèòóàöi¨ ó âèïàäêó ìîäóëiâ âåñü ÷àñ
âèíèêà¹ ïîòðåáà ìàòè àíàëîã äâîñòîðîííüîãî iäåàëó. Äëÿ ïiäòâåðäæåííÿ öi¹¨ äóìêè
ìîæåìî ïîñèëàòèñü íà ïðàöþ Ãðþíâàëüäà i Ññåââåði [9], äå òàêi ïiäìîäóëi ââîäÿ-
òüñÿ, ïðàâäà, ç õèòðîþ íàçâîþ: ïiäìîäóëi "ç âëàñòèâiñòþ âñòàâêè ìíîæíèêiâ"(IFP).
Êàæóòü, ùî ïiäìîäóëü N ëiâîãî R-ìîäóëÿ M ìà¹ âëàñòèâiñòü âñòàâêè ìíîæíèêiâ
(IFP), ÿêùî ç óìîâè am ∈ N , äå a ∈ R i m ∈ M âèïëèâà¹, ùî aRm ⊆ N . ßêùî
íóëüîâèé ïiäìîäóëü ìîäóëÿ M ìà¹ âëàñòèâiñòü IFP, òî êàæóòü, ùî ñàì ìîäóëü M
ìà¹ âëàñòèâiñòü IFP. Íàì áóäå çðó÷íiøå íàäàëi íàçèâàòè ïiäìîäóëi ç âëàñòèâiñòþ
IFP äâîñòîðîííiìè ïiäìîäóëÿìè. Äëÿ òàêî¨ íàçâè ïðèðîäíå îá ðóíòóâàííÿ.

Ìîäóëi, âñi ïiäìîäóëi ÿêèõ ¹ äâîñòîðîííiìè, íàçèâàòèìåìî äóî-ìîäóëÿìè. Ìî-
äóëü íàçèâà¹òüñÿ öiëêîì-ãiëüáåðòîâèì, ÿêùî êîæíèé éîãî öiëêîì ïåðâèííèé ïiäìî-
äóëü ¹ ïåðåòèíîì äâîñòîðîííiõ ìàêñèìàëüíèõ ïiäìîäóëiâ.

3. Äåÿêi âëàñòèâîñòi öiëêîì-ãiëüáåðòîâèõ äóî-ìîäóëiâ.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé M ëiâèé öiëêîì-ãiëüáåðòiâ äóî-ìîäóëü íàä êiëüöåì R. Òîäi
êîæåí ãîìîìîðôíèé îáðàç M áóäå öiëêîì-ãiëüáåðòîâèì äóî-ìîäóëåì.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé N äîâiëüíèé ïiäìîäóëü öiëêîì-ãiëüáåðòîâîãî ìîäóëÿ M . Íåõàé
M ′ = M/N . Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà öiëêîì-ïåðâèííèõ ïiäìîäóëiâ ìîäóëÿ íå ¹
ïîðîæíüîþ. Î÷åâèäíî, ùî öiëêîì-ïåðâèííèìè ïiäìîäóëÿìè M ′ áóäóòü ïiäìîäóëi
âèãëÿäó P/N , äå P ¹ öiëêîì-ïåðâèííèì ïiäìîäóëåì ìîäóëÿ M i N ⊆ P . Îòæå, äî-
âiëüíèé íàïiâïåðâèííèé ïiäìîäóëü ìîäóëÿ M ′ íàáóäå âèãëÿäó C/N , äå C � öiëêîì-
íàïiâïåðâèííèé ïiäìîäóëü, ùî ìiñòèòü N . Âèêîðèñòîâóþ÷è Ëåìó 1 [6], îòðèìà¹ìî
ïîòðiáíèé ðåçóëüòàò. �

Ç òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ òàêèé íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé R � êiëüöå, M � äîâiëüíèé ëiâèé R-äóî-ìîäóëü. Òàêi âëàñòè-
âîñòi åêâiâàëåíòíi:

(1) M � öiëêîì-ãiëüáåðòiâ R-ìîäóëü;
(2) M/N � öiëêîì-ãiëüáåðòiâ R-ìîäóëü äëÿ êîæíîãî ïiäìîäóëÿ N ìîäóëÿ M .

Çàóâàæåííÿ 1. Ìiíiìàëüíi öiëêîì-ïåðâèííi ïiäìîäóëi âèçíà÷àþòü ïðèðîäíî. Î÷å-
âèäíî òàêå, ÿêùî {Pi}i∈I − äîâiëüíèé ëàíöþã öiëêîì-ïåðâèííèõ ïiäìîäóëiâ R-
ìîäóëÿ M , òî ∩i∈IPi î÷åâèäíî áóäå öiëêîì-ïåðâèííèì ïiäìîäóëåì. Òîìó çà ëåìîþ
Öîðíà êîæåí öiëêîì-ïåðâèííèé ïiäìîäóëü ìiñòèòèìå ìiíiìàëüíèé öiëêîì-ïåðâèí-
íèé ïiäìîäóëü.

Òâåðäæåííÿ 2. Êîæåí öiëêîì-ãiëüáåðòiâ äóî-ìîäóëü ¹ êëàñè÷íî-ãiëüáåðòîâèì i

ãiëüáåðòîâèì ìîäóëåì, àëå îáåðíåíå òâåðäæåííÿ õèáíå.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé M öiëêîì-ãiëüáåðòiâ ìîäóëü. Çà ëåìîþ 1, êîæåí öiëêîì-ïåðâèí-
íèé ïiäìîäóëü ìîäóëÿ M � åêñòðàîðäèíàðíèèé. Îñêiëüêè êîæåí öiëêîì-ïåðâèííèé
ïiäìîäóëü ìîäóëÿ M ¹ ïåðâèííèì ïiäìîäóëåì. Òàêîæ êîæåí ïåðâèííèé ïiäìîäóëü
� åêñòðàîðäèíàðíèé. Òîäi çà ([15], Ëåìà 2.1), M � ãiëüáåðòiâ ìîäóëü. �
Òåîðåìà 1. R-ìîäóëüM áóäå öiëêîì-ãiëüáåðòîâèì ìîäóëåì òîäi i ëèøå òîäi, êîëè

êîæåí öiëêîì-ïåðâèííèé ïiäìîäóëü M , ùî íå ¹ ìàêñèìàëüíèì, áóäå ïåðåòèíîì

âëàñíèõ áiëüøèõ öiëêîì-ïåðâèííèõ ïiäìîäóëiâ.

Äîâåäåííÿ. ßêùî M � öiëêîì-ãiëüáåðòiâ, òî öÿ âëàñòèâiñòü î÷åâèäíî âèêîíó¹òüñÿ
(îñêiëüêè âñi ìàêñèìàëüíi ïiäìîäóëi öiëêîì-ïåðâèííi). Äëÿ çâîðîòíîãî òâåðäæåííÿ,
ïðèïóñòèìî, ùî N � öiëêîì-ïåðâèííèé ïiäìîäóëü, ÿêèé íå ¹ ìàêñèìàëüíèì. Íåõàé
m ∈ M\N . Ñôîðìó¹ìî ìíîæèíó âñiõ öiëêîì-ïåðâèííèõ ïiäìîäóëiâ, ÿêi ìiñòÿòü N ,
àëå íå åëåìåíò m. Öÿ ìíîæèíà ìiñòèòü ïiäìîäóëü N . Çà Ëåìîþ Öîðíà, íåõàé K �
ìàêñèìàëüíèé åëåìåíò ó öié ìíîæèíi. Òîìó K ìà¹ áóòè ìàêñèìàëüíèì ïiäìîäóëåì.
Ç iíøîãî áîêó, ïiäìîäóëü K ¹ ïåðåòèíîì âëàñíèõ áiëüøèõ öiëêîì-ïåðâèííèõ ïiä-
ìîäóëiâ. Îñêiëüêè ïiäìîäóëü K � ìàêñèìàëüíèé ó ïîïåðåäíié ìíîæèíi ïåðâèííèõ
ïiäìîäóëiâ, i âñi âëàñíi áiëüøi öiëêîì-ïåðâèííi ïiäìîäóëi ïîâèííi ìiñòèòè åëåìåíò
m. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî åëåìåíò m ìiñòèòüñÿ â ïiäìîäóëi K. Öå íå òîé âèïàäîê, òî-
ìó ìîæåìî çðîáèòè âèñíîâîê, ùî K � ìàêñèìàëüíèé ïiäìîäóëü. Îòæå, ìè äîâåëè,
ùî ïåðåòèí ìàêñèìàëüíèõ ïiäìîäóëiâ, ÿêi ìiñòÿòü N , ñàì ¹ N , òîìó ìîäóëü M �
öiëêîì-ãiëüáåðòiâ ìîäóëü. �
Çàóâàæåííÿ 2. ßêùî M � äîâiëüíèé R-ìîäóëü i K ⊆ M , òî ëåãêî äîâåñòè, ùî
âëàñíèé ïiäìîäóëü P ç M , äå K ⊆ P � öiëêîì-ïåðâèííèé ïiäìîäóëü (âiäïîâiäíî
ìàêñèìàëüíèé) ïiäìîäóëü M , ÿêùî P/K ¹ öiëêîì-ïåðâèííèì (ìàêñèìàëüíèì) ïiä-
ìîäóëåì M/K. Öå çàóâàæåííÿ ìîæíà âèêîðèñòàòè ÿê îçíà÷åííÿ öiëêîì-ïåðâèííîãî
ïiäìîäóëÿ.

4. Òåîðåìè òèïó Äå Ìàðêî i Îðñàòòi äëÿ öiëêîì-ãiëüáåðòîâîãî äóî-

ìîäóëÿ. Íåõàé R íå îáîâ'ÿçêîâî êîìóòàòèâíå êiëüöå. Ëiâèé ìîäóëü M íàä
êiëüöåì R íàçèâà¹òüñÿ clpm-ìîäóëåì(copm-ìîäóëåì), ÿêùî êîæåí êëàñè÷íî-
ïåðâèííèé(öiëêîì ïåðâèííèé) ïiäìîäóëü P ìiñòèòüñÿ â ¹äèíîìó ìàêñèìàëüíî-
ìó(äâîñòîðîííüîìó) ïiäìîäóëi ìîäóëÿ M . Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîäàòè îçíà÷åííÿ
ïðàâèõ àíàëîãiâ òàêèõ ìîäóëiâ. Ïåðåéäåìî äî ðîçãëÿäó àíàëîãiâ òåîðåì òèïó Äå
Ìàðêî òà Îðñàòòi äëÿ âèïàäêó êëàñè÷íî-ïåðâèííèõ i öiëêîì ïåðâèííèõ ïiäìîäóëiâ.

Òåîðåìà 2. Íåõàé M ìóëüòèïëiêàöiéíèé R-ìîäóëü ñêií÷åííî ïîðîäæåíèõ öèêëi÷-

íèõ ïiäìîäóëiâ, i Max(M) ðåòðàêò ïðîñòîðó Cl.Spec(M). Òîäi M ¹ clpm-ìîäóëåì.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî φ : Cl.Spec(M) → Max(M) íåïåðåðâíà ðåòðàêöiÿ i
φ(K) = H äëÿ äåÿêîãî êëàñè÷íî-ïåðâèííîãî ïiäìîäóëÿ P i ìàêñèìàëüíîãî ïiäìî-
äóëÿ H ìîäóëÿ M . Òîäi çàìêíåíà ìíîæèíà φ−1(H) áóäå ìiñòèòè ¯{P}, òîáòî äî-
âiëüíèé ìàêñèìàëüíèé ïiäìîäóëü H ′, ùî ìiñòèòèìå P . Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ φ
áóäå íåïåðåðâíîþ ðåòðàêöi¹þ, òîìó H = φ(H ′) = H ′. Îòæå, H ′ = H áóäå ¹äèíèì
ìàêñèìàëüíèì ïiäìîäóëåì, ÿêèé ìiñòèòèìå P . �
Íàñëiäîê 2. Êîæåí ìàêñèìàëüíèé ïiäìîäóëü ìóëüòèïëiêàöiéíîãî lcpm-ìîäóëÿ

M ìiñòèòü ¹äèíèé ìiíiìàëüíèé öiëêîì-ïåðâèííèé ïiäìîäóëü.
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Íàñëiäîê 3. Ïðîñòið Min(M) ìiíiìàëüíèõ öiëêîì-ïåðâèííèõ ïiäìîäóëiâ áóäå ðå-

òðàêòîì ïðîñòîðó Cl.Spec(M).

Íàñëiäîê 4. Íåõàé R � êiëüöå i {Mi}i∈I íàáið R-ìîäóëiâ. ßêùî
⊕

i∈I Mi ¹ öiëêîì-

ãiëüáåðòîâèì ìîäóëåì, òî êîæåí Mi(i ∈ I) áóäå öiëêîì-ãiëüáåðòîâèì ìîäóëåì.

Òâåðäæåííÿ 3. Íåõàé R � äóî-îáëàñòü, M � öiëêîì-ãiëüáåðòiâ R-ìîäóëü. ßêùî
N ¹ òàêèì äîâiëüíèì ïiäìîäóëåì M , ùî M/N ¹ ìîäóëåì áåç ñêðóòó, òî N áóäå

öiëêîì-ãiëüáåðòîâèì R-ìîäóëåì.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî R ¹ îáëàñòþ iM � öiëêîì-ãiëüáåðòîâèé R-ìîäóëü. Ïðè-
ïóñòèìî, ùî N ⊂ M i M/N ¹ ìîäóëåì áåç ñêðóòó. Òàêîæ ïðèïóñòèìî, ùî P ⊂ N
¹ öiëêîì-ïåðâèííèì ïiäìîäóëåì. Äîâåäåìî, ùî P ¹ ïåðåòèíîì ìàêñèìàëüíèõ ïiä-
ìîäóëiâ ç N . Ñïåðøó äîâåäåìî, ùî P ¹ öiëêîì-ïåðâèííèì ïiäìîäóëåì M . Ïðèïóñ-
òèìî, ùî rsRm ⊆ P äëÿ äåÿêîãî m ∈ M i r, s ∈ R. ßêùî m ∈ M , îñêiëüêè P ¹
öiëêîì-ïåðâèííèì ïiäìîäóëåì N , ìè äîâåäåìî, ùî àáî rm ∈ P , àáî sm ∈ P . Òåïåð
ïðèïóñòèìî, ùî m ∈ M . Íàãàäà¹ìî, ùî rsRm ⊆ P ⊆ N . Îñêiëüêè M/N ¹ ìîäóëåì
áåç ñêðóòó i m /∈ N , òî âèïëèâà¹, ùî r = 0 ÷è s = 0. Òàêîæ â öüîìó âèïàäêó àáî
rm ∈ P àáî sm ∈ P . Îòæå, P � öiëêîì-ïåðâèííèé ïiäìîäóëü M .

Îñêiëüêè P � öiëêîì-ïåðâèííèé ïiäìîäóëü M i P = ∩i∈IMi, äå êîæåí Mi ¹
ìàêñèìàëüíèì ïiäìîäóëåì. M . Äëÿ êîæíîãî i íåõàé Pi := Mi ∩ N . Îñêiëüêè P ⊆
N , òî ëåãêî ïîáà÷èòè, ùî P = ∩i∈IPi. Êðiì òîãî, ìîæåìî ïðèïóñòèòè áåç âòðàòè
çàãàëüíîñòi, ùî êîæåí Pi ïîâíiñòþ ìiñòèòüñÿ â N . Ïðèïóñòèìî, ùî i ∈ I ¹ äîâiëüíèì.
Ùîá çàâåðøèòè äîâåäåííÿ, äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî Pi � ìàêñèìàëüíèé ïiäìîäóëü
N . Òîìó ïðèïóñòèìî, ùî m ∈ N\Pi. Äîâåäåìî, ùî (Pi,m) ∈ N . Îòæå, mi /∈ Mi.
Îñêiëüêè Mi � ìàêñèìàëüíi ïiäìîäóëi M , òî îòðèìà¹ìî (Mi,m) = M . Íåõàé x ∈ N
¹ äîâiëüíèì åëåìåíòîì. Äîâåäåìî, ùî x ∈ (Pi,m). Îñêiëüêè M = (Mi,m), x =
mi + rm äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ mi ∈ M , r ∈ R. Îñêiëüêè x ∈ N i m ∈ N , òî ðîáèìî
âèñíîâîê, ùî mi ∈ N . Òîìó mi ∈ Pi, ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî x ∈ (Pi,m). Ìè äîâåëè,
ùî (Pi,m) ∈ N , à öå äîâîäèòü, ùî Pi � ìàêñèìàëüíi ïiäìîäóëi N . �
Íàñëiäîê 5. Íåõàé R � äóî-îáëàñòü iM öiëêîì-ãiëüáåðòiâ R-ìîäóëü. Òîäi iñòèííi
òàêi òâåðäæåííÿ:

(1) ÿêùî T (M) � ïåðiîäè÷íèé ìîäóëü, òî T (M) òàêîæ öiëêîì-ãiëüáåðòiâ R-
ìîäóëü;

(2) ÿêùî M � ìîäóëü áåç ñêðóòó i N � ÷èñòèé ïiäìîäóëü ìîäóëÿ M , òî N �

öiëêîì-ãiëüáåðòiâ R-ìîäóëü.

Äîâåäåííÿ. 1. Âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüîãî òâåðäæåííÿ.
2. Äëÿ äîâåäåííÿ ïðèïóñòèìî, ùî N ¹ ÷èñòèì ïiäìîäóëåì öiëêîì-ãiëüáåðòîâîãî

ìîäóëÿ áåç ñêðóòó M . Çà ïîïåðåäíiì òâåðäæåííÿì, äîñòàòíüî äîâåñòè òàêå: ÿêùî
m ∈ M\N i r ∈ R, äå rRm ∈ N , òî r = 0. Òîìó ïðèïóñòèìî, ùî m ∈ M\N i
rRm ∈ N . Îñêiëüêè N ¹ ÷èñòèì, òî rM ∩ N = rN . Îòæå, rRm ∈ rN , òîìó iñíó¹
äåÿêèé åëåìåíò n ∈ N , ùî rRm = rRn. Îòîæ, rR(m − n) = 0. Îñêiëüêè m /∈ N , òî
áà÷èìî, ùî m − n ̸= 0. Îñêiëüêè M ¹ ìîäóëåì áåç ñêðóòó, òî ðîáèìî âèñíîâîê, ùî
r = 0. �

Àâòîð âèñëîâëþ¹ ïîäÿêó ïðîôåñîðó Êîìàðíèöüêîìó Ì.ß. çà ñïiëêóâàííÿ, êî-
ðèñíi i âëó÷íi êîìåíòàði, çàóâàæåííÿ ïiä ÷àñ ðîáîòè íàä ñòàòòåþ.
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In this paper are proposed proofs of several theorems of De Marco-Orsatti
type for completely-Hilbertian multiplication duo-modules and are established
some properties of classical-prime spectrum of such modules.
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