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�� ������"� ������� #$% &'� ( ������ �������� !� ���� ���"� ����������
��������
�) �����
� ��� !��� ���"� ���
��
�"� ����� *�+� 
� ��,�� �����
�

�
������� ��������������
�- "���� ���� 
� ������ �
�.
���% 
������� �� ����"��
����� /��� ���"����0�� ��
1 �����
��)
� ����

�2 �!������� �����
� ��������
������"� �������� � 
���� ���� ������
�� �������� 
�.
0 ��.� ��� �������� 3� 
��

� ���"����0�� ��� ��"���
�� � ��� ���
����
�� ���
��

�� ������ 4��
��

�
���� � q �����
��� ���
���,�� Fq�

4� 5�� #6' ��� ��"����� ��!����� �����
��� ������"� ������� ��� !�"�����
7�"��
� � ��������
�0 
��% ����� 
� ������
�0% "�������0 ��� ����8
��"���
�� ���1���
� Fqn ���
��
�"� ���� Fq � 
�.
��0 "��
�
�0 ��� �������
exp(Ω((logm)2/ log logm))� 9� (���� #��' �������
���� ����� ��!����� �����
���
������� ���
�)�
� exp(Ω(logm)2))�

��� ��������� �������� ���
��

�� ����� ��.
� �!������� �����
��% ��� ��0��

�!�"��� !���1� ��������

:��1���

�% ���;���
� � ��
����� "����������"� �������% ���"��
��� � #<% �='�
>�.
� "��
�
� 
� ������� �����
0, exp(Ω(

√
m))� :��1���

� 
� �������� ����
���

������� 
�!���0�� ��"���� Fq[x]/(x
m−a)� ?�% �������% ���������0�� � ������"�� 

@�-% +� A��
��,���� 
� ����0��

�� � #�' �;�������% �� !������� �����
�� ������"�
������� � ����� ���1���

�� �� ����� q ≡ 1(mod m)� � 
���� ���� ������
� 
�. 

0 "��
�
0 exp(Ω(m))� B����
�� ������"� ������� �!�����
� � #�' ��� ���1���
�
��"���� Fq[x]/(x

2t − a) �� Fq[x]/(x
3t − a) !�� ����� q ≡ 1(mod m)� >�.
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�
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��������������
� ������� �����
00�� exp(Ω(logm)2))% �� m = 2t �� m = 3t% ����� 
���
�� 3��
���0 ����� q ≡ 1(mod m) ��� ���1���
� ��"���� Fq[x]/(x

m − a) �
��� �
#��'�

5����% �����.�
� �����
��� v% ���
���,�� 〈v〉� ��������� �������
� � n ��� 

��
��� �� k �����
��� ���
���,��
(

n
k

)
�

*�
� !���,�� �����
�� ������"� ������� � ���
����
�� ���1���

�� C���
� 
D��,�� ���
��

�� �����% ����,�� ��
� �
�
�� �
��� 
� -�
�) ��������������
�)
�������� ��� !��� ���"� ������"� ����� p ���1���

�� C���
� D��,�� ���
��
�"�
���� Fp , ���� Fpp � (����� #$% &'% +� xp − x − a 
��������
�) ����
�� 
�� Fp ���
!��� ���"� 
�
������"� �����
�� a � Fp� /��� � �!����0����
�- ����� ���� ��.
�
���.���% +� Fpp = Fp[x]/(x

p − x − a)� >���) θ = x(mod xp − x − a)� E��������% +�
θp = θ + a�

/��
�1�% )������ ��� ����� ( #�' ������ ����2 ���� p ≥ 41% �� ��� !��� ���"�

�
������"� �����
�� b ���� Fp �����
� θ+ b ���� Fpp ��, ������� !���1�) ��� 4p�
F� �
���,�� ����� p ≥ 41% ��!�� ��,�� �
�
�� �
��� ��� �������� �����
��� ��"����
θ + b ��� ���1���
� C���
� D��,�� � ��������������0 p ≥ 2� ��� ������

�
����������� �����������,�� ��������
� �������

� �� ����;0���
� �!�����

��

3��)��,�� ��
�)
�) ������
 ��� �����
��% ���) ����, ���1���

�% �� ��� )�"�
����.�
�% +� ����. 
���.��� �� ���"����% �����.�
�- 
�� ������
��% � !���,��
-�
� ���
� ��!����� ��� ����.�
� �"���
�"� ��
�)
�"� ������
� ����. , ��
�)
���
������
���� G��0 �������
���� 3� H����!�)��� #	' �� ������
���

� ��"������ IJK
#�' �� �����
��� � #�% ��' ��� ���1���
� ��������

>�"���,��% +� ��� ���� Fq �������������� p �������@��� L��!�
���� M 
�
����!��.�

� ϕ : Fq → Fq% ��� ��.
��� �����
�� α � Fq ������� � ��������
����
�����
� αp #$% &'� ��� �����
�� α, β � Fq 
�����,�� ����.�
��� 7
�� Fp8% ��+�

α = ϕt(β)

��� �����"� �����
� ϕt �������@���� L��!�
�����

���� �� 4 ����5�� �67� Fpp = Fp[x]/(x
p −x− a) ����8��
 �7������ θ+ b 9b ∈ Fp:

��;���<�� ��=7�5� θ + b+ ia 57� i = 0, ..., p− 1�

>6��5����� ��������% +� (θ + b)p
i

= θ + b + ia% +� ��� !��� ���"� 
�������
�"� i�
�������� 
� �
���
�,0 �� i�

N�����
�% +� ��� i = 0 ���
���� ����
�,����� 3���������% +� ��
� ����
�,����
��� �����"� i� /��� ��� i+ 1 ������,��

(θ + b)p
i+1

= [(θ + b)p
i

]p = (θ + b+ ia)p = θp + b + ia = θ + b + (i+ 1)a.

N�.�% ���
���� �������
� ��� !��� ���"� 
�������
�"� i� �
(���� �����.���% +� �����
�� θ + b+ ia , ���
��� ��� i = 0, ..., p− 1�

���� �� ��
 �7������ ��=7�5� θ + b + ia 9i = 0, ..., p− 1: ��<�� 65���6��? ��7��
���7
�������? �6��56��

>6��5����� 3��)���� ������
� ��� �����
�� α, β �"���
�"� ��"����� E"��
� � ����0
� 
� �����
�� ����.�
�� /�!�� ��
�, ����) �����
� ϕt �������@���� L��!�
����% +�

α = ϕt(β).
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E��������% +� ϕt ����. , �������@������ *�+� ϕt M �������@��� � βk = 1% �� ����
ϕt(βk) = αk = 1� �

E�@����,�� 
��� ����� 1 ≤ c− ≤ c ≤ p − 1� >���) S(p, c−, c) �
�.�
� �����
����!��.�
� f � �
�.�
� {0, ..., p− 1} � �
�.�
� 
���� �����% +�

G8 |{i|f(i) < 0}| = c−O
GG8 −∑

i,f(i)<0 f(i) ≤ cO
GGG8

∑
i,f(i)≥0 f(i) ≤ p− 1− c�

( #�' ������
� ���� �����

���� �� @��76 �7�����
� ��68��� S(p, c−, c) 56�
��<A(
p
c−

)(
c
c−

)(
2p− c− − c− 1
p− c− 1

)
.

>�����
� ���� ��, �
�
�� �
��� ��� ����� �����
��� �
�.�
� S(p, c−, c)�

���� 	� S(p, c−, c) > 4p 57� p ≥ 13�

>6��5����� 3��)���� � ������ � ���� < c− = c = 4� /���

S(p, c−, c) =
(

p
4

) (
2p− 9
p− 5

)
>

p(p− 1)(p− 2)(p− 3)

4

(
2(p− 5)
p− 5

)
.

(����������0�� 
����
���� ��� 
�
�����
�"� !�
������
�"� ���@�
�,
��(
2(p− 5)
p− 5

)
≥ 4p−5

2
√
p− 5

,

����.���

S(p, c−, c) >
p(p− 1)(p− 2)(p− 3)

4096
√
p− 5

4p.

3����� p(p−1)(p−2(p−3)≥ 4096
√
p− 5 ��� p ≥ 13 7�������� p M ������ �����%

�� �
���

� �� 
� �������,��8% �� ������,�� S(p, c−, c) > 4p� �
���� 
� 4 ����5�� �67� Fpp ��7����7
������? �6��56� ��
� �7�����
� ��=7�5�
θ + b 9b ∈ Fp: 56�
��<AB

	 57� p = 2C
�	 57� p = 3C
��� 57� p = 5C
�	��D� 57� p = 7C
��D	��E��E� 57� p = 11�

>6��5����� :��"��
��� ��������
� ���
��

� ���� �� ����
�
� � 
�� ����;0���
�
�!�����

��

�� (������ ���� F22 �
P������������� ���� �����
0, p = 2� E"��
� � ����
�
��� ����;0���
���

�!�����

��� ��������� �����
��� ��������������
�- "���� ���� �����
0, 22−1 = 3
� ��������������
) ������� �����
�� θ M <� /��� �"��
� � ����0 < ��������������
�)
������� ���� �����
��� ��"���� θ + b 7b ∈ Fp8 ����. �����
0, <�

�� (������ ���� F33 �
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P������������� ���� �����
0, p = 3� E"��
� � ����
�
��� ����;0���
��� �! 
�����

��� ��������� �����
��� ��������������
�- "���� ���� �����
0, 33−1 = 26%
� ��������������
�) ������� �����
�� θ M �<� /��� �"��
� � ����0 � ����������� 
���
�) ������� ���� �����
��� ��"���� θ + b 7b ∈ Fp8 ����. �����
0, �<�

<� (������ ���� F55 �
P������������� ���� �����
0, p = 5� E"��
� � ����
�
��� ����;0���
��� �! 

�����

��� ��������� �����
��� ��������������
�- "���� ���� �����
0, 55 − 1 =
3124% � ��������������
) ������� �����
�� θ M 6$�� /��� �"��
� � ����0 � ������ 
��������
�) ������� ���� �����
��� ��"���� θ + b 7b ∈ Fp8 �����
0, 6$��

	� (������ ���� F77 �
P������������� ���� �����
0, p = 7� E"��
� � ����
�
��� ����;0���
���

�!�����

��� ��������� �����
��� ��������������
�- "���� ���� �����
0, 77 − 1 =
823542% � ��������������
) ������� �����
�� θ M �<6��6� /��� �"��
� � ����0 �
��������������
�) ������� ���� �����
��� ��"���� θ + b 7b ∈ Fp8 ����. �����
0,
�<6��6�

�� (������ ���� F1111 �
P������������� ���� �����
0, p = 11� E"��
� � ����
�
��� ����;0���
���

�!�����

��� ��������� �����
��� ��������������
�- "���� ���� �����
0, 1111−1 =
285311670610% � ��������������
) ������� �����
�� θ M �$�<���6=��� /��� �"��
� �
����0 � ��������������
�) ������� ���� �����
��� ��"���� θ+ b 7b ∈ Fp8 �����
0,
�$�<���6=��� �

���
��� �� 1: F�G6 p = 2C �6 �7������ �67� F22 ��=7�5� θ + b 9b ∈ F2: ��<��
�6��56� 	H

;: ��G6 p = 3C �6 �7������ �67� F33 ��=7�5� θ+ b 9b ∈ F3: ��<�� �6��56� �	H
�: ��G6 p = 5C �6 �7������ �67� F55 ��=7�5� θ + b 9b ∈ F5: ��<�� �6��56�

���H
=: ��G6 p ≥ 7C �6 �7������ �67� Fpp ��=7�5� θ + b 9b ∈ Fp: ��<�� �6��56�

;
7�I�? �
5 4p�

>6��5����� E ���� � �������0�� �����
� 7Q8% 7!8 � 7�8 �������� E ���� � ����� 
��, ����. �����
� 7"8 ��� p = 7 7�������� 47 < 1372578 �� ��� p = 11 7��������
411 < 285311670618�

E� ����0 	 ������,��% +� S(p, c−, c) > 4p ��� p ≥ 13� E����� �������, ���� 
�.�

� �������� �

����;0���
� �!�����

�% �����
� � ���� �% ����
�
� 
� �������
��� ���
�����
GRSTU VTRS�WX V��== �%�< YZ[ � ���� �����
���� � ���1��� �����
�� ���������
�
����
� ���"���� � ��������+� \TU]^�� � ���"��� �����
�� ��� �����
�

� ������� 
��
� ��������+� _Q]UT� ( �!����� �����
��� �������� ��
����� �����������

N������� 
� ��� ���
�0�� ������

� � ���������

�� ����;0���
�� �!�����
�%
�� ����,�� ����. ����� ������

� ���� � !�� ����;0���
�� �!�����
�� ��� 
��"�
������
�� ����� �������� ��������
�� �������� ��������������
�� "��� ���
��

��
����� 
� ������ �
�.
��� �� �!������� �����
� �����
�� θ� P��� 
� ���������� ���� 
���� � ���������

�� ����;0���
�� �!�����
�% ����� -� ��.
� ���������� ����
��
E������% ��� ���
���

� �� �����
� ��.
� ����������� ������) 1�����) 7`�
��)�� 
��)a8 ��"����� ��������
�� ���
���
� �� �������� �� �
�.�
��
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��� ��������
� ���
��

� ���� �� ������� �����
��� � 
���

�� N������� ������� ���� F22 �����!�, 
������
�� �!�����
�% �� -� 
� ����,���
�� (������ ���� F33 �
��������� �����
��� ��������������
�- "���� ���� �����
0, 26 = 2 · 13� F�.
�

!���������
�� ����������% +� θ13 = 1� N��.% ��������������
�) ������� �����
��
θ �����
0, �<� /��� �"��
� � ����0 � ��������������
�) ������� ���� �����
���
��"���� θ + b ����. �����
0, �<�

<� (������ ���� F55 �
��������� �����
��� ��������������
�- "���� ���� �����
0, 3124 = 4 · 11 · 71�

F�.
� !���������
�� ����������% +�

θ11 = θ3 + 2θ2 + θ 
= 1,

θ71 = 4θ4 + 2θ3 + 4θ2 + 3θ + 1 
= 1,

(θ71)11 = 1.

N�.�% ��������������
�) ������� �����
�� θ �����
0, 781 = 11·71� /��� �"��
�
� ����0 � ��������������
�) ������� ���� �����
��� ��"���� θ + b �����
0, 6$��

	� (������ ���� F77 �
��������� �����
��� ��������������
�- "���� ���� �����
0, 823542 = 2 · 3 · 29 ·

4733� F�.
� !���������
�� ����������% +�

θ29 = θ5 + 4θ4 + 6θ3 + 4θ2 + θ 
= 1,

θ4733 = θ6 + 5θ5 + 2θ4 + 5θ3 + 4θ2 + 2θ + 5 
= 1,

(θ4733)29 = 1.

N��.% ��������������
�) ������� �����
�� θ �����
0, 137257 = 29 ·4733� /���
�"��
� � ����0 � ��������������
�) ������� ���� �����
��� ��"���� θ + b ����.
�����
0, �<6��6�

�� (������ ���� F1111 �
��������� �����
��� ��������������
�- "���� ���� �����
0, 285311670610 =

2 · 5 · 15797 · 1806113� F�.
� !���������
�� ����������% +�

θ15797 = 2θ10 + 3θ9 + 2θ8 + 3θ7 + 4θ6 + 8θ5 + 6θ4 + 4θ3 + 3θ2 + 8θ 
= 1,

θ18061137 = 3θ10 + 4θ9 + 8θ8 + 8θ7 + 6θ6 + 7θ5 + θ4 + 5θ3 + 4θ2 + 6 
= 1,

(θ1806113)15797 = 1.

N�.�% ��������������
�) ������� �����
�� θ �����
0, 28531167061 = 15797 ·
1806113� /��� �"��
� � ����0 � ��������������
�) ������� ���� �����
��� ��"����
θ + b �����
0, �$�<���6=���
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,� 1����	0 2�  ��	���� �������� ������� � ��-.������� !�����/0����� 
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�����
����� 1 2� 1����	0 11����	� 
����2� 3 45,6� 3 7� 68� 94� 3 :� ,,;/,,<�

4� 3,'$4$% 5� =>*?@A �B �C =� 1 5� 3,'$4$%� 6� 7$8$%� 6� 9$:!;$ 11DCC� EF ?GHI� 3 455J�
3 KEL� ,M5� 94� 3 =� N<,/N86�

6� 3<#$=� >�?OLH�PL�QGH�RS ETUST EF VGOBB PST�EUB 1 >� 3<#$=�� ?�@� 9<*$'%�;AB�� C�D� E(%(-<

11 *CH� W� XOYZST 7ISET[� 3 45,5� 3 KEL� M� 9J� 3 =� <NN/<<4�
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J� F!''�G)!�H�$ I� AIGTPSC�C\ =T�YSB �B �C = FET G LGT\S FGY�L[ EF COYZSTB 1 I� F!''�G)!�H�$

11?GHI� :EYP� 3 455;� 3 KEL� NJ]4;4� 3 =� 45J6/45;8�
;� FJ'B<$'H D� ^�C�HS _SLU SLSYSCHB EF I�\I ETUST GT�B�C\ FTEY YEUOLGT QOTRSB 1 D� FJ'B<$'H

!H $%� 11`SB�\CB� :EUSB GCU :T[PHE\TGPI[� 3 4558� 3 KEL� ;,� 96� 3 =� 65,/6,J�
M� K<!;, L� aC HIS QECBHTOQH�EC EF _C�HS _SLU SLSYSCHB EF LGT\S ETUST 1 L� K<!;, 11 ^�C�HS

^�SLUB DPPL� 3 455;� 3 KEL� ,,� 96� 3 =� 6;</6MM�
N� M$( 9� @LSYSCHB EF PTERGZLS I�\I ETUSTB �C _C�HS _SLUB 1 9� M$( 11=TEQ� DYST� ?GHI� AEQ�

3 ,888� 3 KEL� ,4N� 9M� 3 =� ,M,;/,M46�
<� N�=% O� ^�C�HS ^�SLUB 1 O� N�=%� P� 6�!=!''!�H!'� 3 :>: =TSBB� 45,6� 3 N;; P�
8� 5J%%!; M�N� bGCUZEEc EF _C�HS _SLUB� 1 M�N� 5J%%!;� Q� I$;$'�(� 3 :GYZT�U\S dC�RSTB�H[

=TSBB� ,88N� 3 ,5M< P�
,5� I(*(R8-< O� @LSYSCHB EF I�\I ETUST �C _C�HS _SLUB EF HIS FETY Fq[x]/Φr(x) 1 O� I(*(R8-<

11^�C�HS ^�SLUB DPPL� 3 45,4� 3 KEL� ,<� 9J� 3 =� ,M,;/,M46�
,,� I(*(R8-< O� @LSYSCHB EF I�\I ETUST �C _C�HS _SLUB EF HIS FETY Fq[x]/(x

m−a) 1 O� I(*(R8-<
11^�C�HS ^�SLUB DPPL� 3 45,6� 3 KEL� ,8� 9,� 3 =� <M/84�

,4� E(%(-< C�D� @LSYSCHB EF I�\I ETUST EC _C�HS _SLUB FTEY SLL�PH�Q QOTRSB 1 C�D� E(%(-< 11eOLL�
DOBHTGL� ?GHI� AEQ� 3 45,5� 3 KEL� <,� 96� 3 =� J4;/J48�
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fS QECBHTOQH SgPL�Q�HL[ �C GC[ _C�HS _SLU EF HIS FETY Fpp FET p ≥ 2 SLSYSCHB
h�HI I�\I YOLH�PL�QGH�RS ETUST�
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