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��  �� �������� �� 
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 �� ��
���� �� R −Mod� "�
���

 ����� N ≤ M �� N �� � �������
� �� M �  �� ��� �� �

 R!�
�����#����� �� M ��


�� ��
���� �� End(M)� ��� J(M)��
��� ��� $������
 ������
 �� M � ��� N ≤ M �
�
f ∈ End(M)� %��

(N : f)M = {x ∈ M | f(x) ∈ N} , End(M)N = {f ∈ End(M) | f(M) ⊆ N} .
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L ∈ E,L ≤ N ≤ M ⇒ N ∈ E; (�)

L ∈ E, f ∈ End(M) ⇒ (L : f)M ∈ E; (�)

N,L ∈ E ⇒ N
⋂

L ∈ E; (*)

N ∈ E,N ∈ Gen(M), L ≤ N ≤ M ∧ ∀g ∈ End(M)N : (L : g)M ∈ E ⇒ L ∈ E; (�)
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' *
()*. E = {L |L ≤ M} &. E = {M}�
�
����� �	 +*( M 8* 1 7*'( R�5&927* "20) ()1( M = M1 ⊕ M2 ⊕ ... ⊕ Mn; ?)*.*
Mi = TrM (Mi) '&. *10) i ∈ {1, 2, ..., n} 1#9 ∀S : S ≤ M ⇒ S ∈ Gen(M)� �' Ei 
" 1
.19
017 @6.*.19
017A <7(*. &' Mi '&. *10) i ∈ {1, 2, ..., n}; ()*# E = {J1 + J2 + ... + Jn|
Ji ∈ Ei(i ∈ {1, 2, ..., n})} 
" 1 .19
017 @6.*.19
017A <7(*. &' M �

������ ��� Ei �� � ������
 +#��������
, -
��� �� Mi ��� ���� i ∈ {1, 2, ..., n}� %��
E = {J1 + J2 + ...+ Jn |Ji ∈ Ei(i ∈ {1, 2, ..., n})}.

(�) ��� J1 + J2 + ... + Jn ≤ S ≤ M . ����� J1 ∈ E1, J2 ∈ E2, ..., Jn ∈ En� 	� �

��� �����. �� � ����
�� ������
�. S = S1 + S2 + ...+ Sn. ����� Si = TrS(Mi) = fi(S)�
/�
�� Ji ≤ Si ��� �
� i ∈ {1, 2, ..., n}� 0� (�) ��� ������
 +#��������
, -
����. Si ∈ Ei ���
�
� i ∈ {1, 2, ..., n}� /�
�� S ∈ E�

(�) ��� J1 ∈ E1, J2 ∈ E2, ..., Jn ∈ En, F ∈ End(M)� 1�
�� Mi �� ��

� �
�����
� ���
�
� i ∈ {1, 2, ..., n}. F (Mi) ⊆ Mi ��� �
� i ∈ {1, 2, ..., n}� &�
�����

Fi : Mi → Mi, Fi(m) = F (m), (m ∈ Mi).

/�
�� Fi ∈ End(Mi)� "� �
��� ����

(J1 : F1)M1 + (J2 : F2)M2 + ...+ (Jn : Fn)Mn = ((J1 + J2 + ...+ Jn) : F )M .

2
����. 
�� x ∈ M,x = x1 + x2 + ...+ xn, ∀i ∈ {1, 2, ..., n} : xi ∈ Mi� /�
��

x ∈ (J1 : F1)M1 + (J2 : F2)M2 + ...+ (Jn : Fn)Mn ⇔ ∀i ∈ {1, 2, ..., n} : xi ∈ (Ji : Fi)Mi ⇔
⇔ ∀i ∈ {1, 2, ..., n} : Fi(xi) ∈ Ji ⇔ ∀i ∈ {1, 2, ..., n} : F (xi) ∈ Ji ⇔
⇔ F (x) ∈ J1 + J2 + ...+ Jn ⇔ x ∈ ((J1 + J2 + ...+ Jn) : F )M .

0� (�) ��� ������
 +#��������
, -
����. (Ji : Fi)Mi ∈ Ei ��� �
� i ∈ {1, 2, ..., n}�
 �������� ((J1 + J2 + ...+ Jn) : F )M ∈ E�

(*) J1 ∈ E1, J2 ∈ E2, ..., Jn ∈ En, T1 ∈ E1, T2 ∈ E2, ..., Tn ∈ En� 0� (*) ���
#��������
 -
����. J1

⋂
T1 ∈ E1, J2

⋂
T2 ∈ E2, ..., Jn

⋂
Tn ∈ En� /�
��

(J1 + J2 + ...+ Jn)
⋂

(T1 + T2 + ...+ Tn) = J1
⋂

T1 + J2
⋂

T2 + ...+ Jn
⋂

Tn ∈ E.

(�) ��� N1 ∈ E1, N2 ∈ E2, ..., Nn ∈ En. L ≤ N ≤ M . ∀g ∈ End(M)N : (L :
g)M ∈ E. ����� N = N1 + N2 + ... + Nn� 	� �
 ��� ����� ��
���������
. �� �����

L = L1 ⊕L2 ⊕ ...⊕Ln. ����� Li = TrL(Mi) = fi(L)� 1�
�� L ≤ N . �� �� ����
� ���
 ����
Li ≤ Ni ��� �
� i ∈ {1, 2, ..., n}� ��� gi �� �
 ��������� �
���
� �� End(Mi)Ni � &�
�����

g : M → M,x1 + x2 + ...+ xi + ...+ xn �→ gi(xi), (x1 ∈ M1, x2 ∈ M2, ..., xn ∈ Mn).

/�
�� g ∈ End(M)N � 2� �� ������� ���� fi((L : g)M ) = (Li : gi)Mi � 1�
�� (L : g)M ∈
E. (Li : gi)Mi = fi((L : g)M ) ∈ Ei�

&
��� ����

∀s ∈ {1, 2, ..., n} ∀K ≤ Ms : K ∈ Gen(Ms).

2
����. 
�� K ≤ Ms� 1�
�� K ∈ Gen(M). TrK(M) = K� 0� %��#������
 3���
+�,. K = TrK(M) =

∑n
i=1 TrK(Mi)� 0�� TrK(Mi) ≤ K

⋂
TrM (Mi) = K

⋂
Mi ≤

Ms

⋂
Mi = 0 ��� �
� s �= i� /�
�� K = TrK(M) = TrK(Ms)�  �������� K ∈ Gen(Ms)�
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"��
�� Ni ∈ Gen(Mi) ��� �
� i ∈ {1, 2, ..., n}� 4�� �� �����
 Ni ∈ Ei, Ni ∈
Gen(Mi), Li ≤ Ni ≤ Mi ∧ ∀gi ∈ End(Mi)Ni : (Li : gi)Mi ∈ Ei� 0� (�) ��� ������

+#��������
, -
��� Ei �� Mi. Li ∈ Ei�  �������� L = L1 + L2 + ...+ Ln ∈ E�

��������� �	 +*( R = R1 ⊕ R2 ⊕ ... ⊕ Rn; ?)*.* Ri 
" 1 #&#�B*.& (?&�"
9*9 
9*17 '&.
*10) i ∈ {1, 2, ..., n}� �' Ei 
" 1 .19
017 @6.*.19
017A <7(*. &' Ri '&. *10) i ∈ {1, 2, ..., n};
()*# E = {J1+J2+ ...+Jn |Ji ∈ Ei(i ∈ {1, 2, ..., n})} 
" 1 .19
017 @6.*.19
017A <7(*. &' R�

������ 2� �� ���� �� ��� ���� Ri = TrR(Ri) ��� ���� i ∈ {1, 2, ..., n} �
� ∀S : S ≤ R ⇒
S ∈ Gen(R)�

�
����� 
	 �' M 
" 1 7*'( R�5&927* ?
() J(M) �= M ; ()*# *,*.$ 6.*.19
017 <7(*. &'
M 
" (.
,
17 
' 1#9 &#7$ 
' M 
" 1 <#
(*7$ :*#*.1(*9 "*5
"
567* 5&927* 1#9 177 5
#
517
"285&927*" &' M 1.* 
"&5&.6)
0�

������ (⇒) 	����� ���� ����� #��������
 -
��� �� M �� ������
� ��� Ss�� ��� �
��� �� �


�������#
� ����
�� �� M � &�
�����

F := {L ≤ M | M/L ∈ Ss}.
1�
�� J(M) �= M . F �= {M}�
(�) ��� L ≤ K,L ∈ F �  ��
 ����� �5���� �
 �5��� ��6��
�� M/L → M/K → 0�

/�
�� K ∈ F �
(�) ��� L ∈ F, f ∈ End(M)� 1�
�� ����� �5���� �
 �5��� ��6��
�� 0 → M/(L :

f)M → M/L. (L : f)M ∈ F �
(*) ��� L,N ∈ F � 1�
�� ����� �5���� �
 �5��� ��6��
�� 0 → M/(L

⋂
N) → M/L×

M/N . L
⋂
N ∈ F �

 �������� F �� � #��������
 -
����
1�
�� F �� � #��������
 -
��� �
� F �= {M}. 0 ∈ F � /�
�� M �� �������#
��
"� ���

 ���� ���� �

 ��
���
 �������
�� �� M ��� ������#���� 1�##��� ����

L,N ��� 
�
!������#��� ��
���
 �������
�� �� M � /�
�� TrM (L), T rM (N) ���
��

� �
�����
� �������
�� �� M � 1�
�� L,N ��� 
�
!������#���. TrM (L), T rM (N)
��� �
��#�
��
�� /�
�� TrM (L)

⋂
TrM (N) = 0� 1�
�� 0 �= L ⊆ TrM (L)&0 �= N ⊆

TrM (N)&TrM (L)
⋂
TrM (N) = 0. 0 �= TrM (L) �= M �  �7�
� �
�� �����
� ���� TrM (L)

�� � ��

� �
�����
� �������
� �� M . �� �� ����
� ���
 ���� {B ≤ M |TrM (L) ≤ B} �� �

�
!������
 #��������
 -
��� �� M . ��
����� �� ��� ���� ���� ����� #��������
 -
��� �� M
�� ������
�

1�
�� �

 ��
���
 �������
�� ��M ��� ������#���.M ��� �5���
� �
� ������
����
���#�
�
��

1�##��� ����M �� 
�� � -
���
� ��
������ ����
�� /�
��M = ⊕
i∈A

Pi. ����� Pi
∼= P

��� ���� ��
���
 �������
� P ≤ M . Card(A) = ∞�
%��

E := {T | T ≤ M, M/T �� -
���
� ��
������ }.
��� a ∈ A� %��

K :=
∑

i∈A\{a}
Pi.



�������  �! �"��� ���#� ���$
���� �����	�

� �
���� ���
�� ������ ���
� ��������� ���	� ������ �� ���

2� �� ������� ����M/K = (K⊕Pa)/K ∼= Pa �� -
���
� ��
�������  �������� K ∈ E�
1�
�� M/0 ∼= M �� 
�� -
���
� ��
������. 0 /∈ E�

/�
�� E �= {T |T ≤ M} �
� E �= {M}�
(�) ��� L ∈ E,L ≤ N ≤ M �  ���� �5���� �
 �5��� ��6��
�� M/L → M/N → 0�

1�
�� M/L �� -
���
� ��
������ �
� M/N �� �
 �#����#��� ����� �� M/L. M/N ��
-
���
� ��
������� /�
�� N ∈ E�

(�) ��� L ∈ E, f ∈ End(M)� 0� ����� � +*,. M/(L : f)M ∼= f(M)/(f(M)
⋂
L)�

0� &���

��� *�8 (*) +�. #� �9,. f(M)/(f(M)
⋂
L) ∼= (f(M)+L)/L� 1�
�� (f(M)+L)/L

�� � �������
� �� � -
���
� ��
������ �������#
� ����
� M/L. M/(L : f)M �� -
���
�
��
������� /�
�� (L : f)M ∈ E�

(*) ��� N,L ∈ E� /�
�� M/N,M/L ��� -
���
� ��
������ �������#
� ����
��� 2�
��

��� ���� ���� ���� M/N ×M/L�� -
���
� ��
������ �������#
�� 1�
�� ����� �5���� �

�5��� ��6��
�� 0 → M/(N

⋂
L) → M/N ×M/L �
� M/N ×M/L �� -
���
� ��
������

�������#
�. M/(N
⋂
L) �� -
���
� ��
������� /�
�� N

⋂
L ∈ E�

4�� �� �����
 ���� E �� � 
�
!������
 -
���. ��
����� �� ��� ���� ���� ����� #��������

-
��� �� M �� ������
� 2� ���
� ���� M �� -
���
� ��
�������

(⇐) 	����� ���� M �� � -
���
� ��
������ �������#
� ����
� �
� �

 ��
���

�������
�� �� M ��� ������#���� /�
�� M �� � -
���
� ��
������ �������#
� ����
�
���� � �
�6�� ������
���� ���#�
�
�� 	����
� �� �
 ��� #���� ��  ������ � +*, �� ��

���� ���� �

 #��������
 -
���� �� M ��� ������
�

��������� 
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