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�.�������,� �� ������) �������# ���� �
���(�#�� 
�����������" ��
�������
�
��/�� S = (S(t))0�t�T � 0���! �
���� ������
�� �(�#�� ���������" � ���
�� !�*
,� ��
���� ����" K 1 � ���" 
���

�# ���
) ��
������) ��
��� �����) �����/��
�������# ���� S(T ) � ���
�� /��� T ���
 ����(�� ����� ������ ��� K2 � ��

�
�
�� ��/
��� /���� !�,� ��������� T �

3�-� S(T ) > K) �� ���� �������� �
�������� ��� 
���
�� �
�����) �����#��  �
������� ��������� � �#�,� ( 
���� ��
��� �����  � ����" K � 
���� ����(�� 
������
��  � �������" ����" S(T )� � �#��� ��
���� !�,� ����� ����������
 S(T )−K�

3�-� � ������#��) -� S(T ) < K) �� 
���� 
���
�� ��
��� ����� 1 � ����" K2
�
 ��( !��� ��/�,�) ���� -� ��� ���
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��*;�����  
����
�����  ��
����� ��� /��� �� 
������ !������������ 
���*
���� (Ω,F ,P)  ���#�����(" {Ft, t � 0}) ����� �� ������ � .
 �� ������ ���������
<�������
��) -� �� ���������� ���� �
����"�#  ����+�� /������) ���  ���"�#��

����" ,��
�" 
�
���� �
�������� 
���! A1, . . . , An � ������ .��
�� �� �������"*
����  � ������� �
�
����-�� < ���
�� /��� t = 0 ���
 ������� ���� � n ������
 ����+�#�,� �
�
����-�  !���������"

P(Ai) = pi, pi � 0,

n∑
i=1

pi = 1, 1�2

�
 pi*!���������# 
����
����� � ���
�����
 �
�
����-
Ai� <�����( 
��.�
�� �� ��*
����� ����������� ���� (���

!�#��,� �
����� � �#��� ��
����� ��� �����,� �����
 ����+�#�,� �
�
����-� Ai ������ ���� .
 �� �����,� �� �� �����,� ������� =���
.
 �� �����,� ������ �./���""�# ��

BAi(t) = exp

⎧⎨
⎩

t∫
0

rAi (s) ds

⎫⎬
⎭ , 1�2

� ���� �� �����,� ������ ������"(

SAi(t) = SAi(0)exp

⎧⎨
⎩

t∫
0

(
μAi(s)−

1

2
σAi

2(s)

)
ds+

t∫
0

σAi(s)dWAi(s)

⎫⎬
⎭ , t � 0, 182

�
 rAi(t) > ���������� ������? μAi(t) > �/������
 �
�
��(  ��/
���? σAi(t) > 

�
�*
.�/����� �������#����#� � �#��� �� � rAi(t) > �
���@(��� �������) ���
,������  �
A
.
,�� �� .��#*����� ����� ��) μAi(t) � σAi(t) > �
��
������ �������) � WAi(t) >
����������! ���
����#��! 
���
� �������� ���� P � 5����� �� ,�������
��  ���
�*
��  � ��/
��� ���
�� �� ���
����� $B)C&) �
 0 > ���� ��������� �
������

��� ��,�) -�. �������� (���� ���������� ���� �
�����) .��
�� �� ,������ .
 *

��.�������! �����) ��.�� ����,����
�� ��������� ����
∫ T

0

(
μAi

(s)−rAi
(s)

σAi
(s)

)2

ds < ∞)∫ T

0 σAi
2(s)ds < ∞)

∫ T

0 |μAi(s)|ds < ∞) ∀i = 1, 2, . . . , n� ���� ��,�) ��������
��) -�

�/������ ���� ����! �������� ��� ���� ������  ����+�#�,� �
�
����-�) ��.��
S(0) = SAi(0)) � ����!���� ���� K � /�� ��������� �
����� T > ����� �
��/����

D,����  $�&)$E& �  � �������" 9
!����*���� ���������� ���� (���

!�#��,�
�
����� ��
���� CAi(SAi , t)  ������#��( ���� ���!���  ���/�F

∂CAi(SAi , t)

∂t
+

1

2
σ2
Ai
(t)S2

Ai

∂2CAi(SAi , t)

∂S2
Ai

+

+ rAi(t)SAi

∂CAi(SAi , t)

∂SAi

− rAi(t)CAi(SAi , t) = 0,

1%2

CAi(SAi , T ) = max(SAi −K, 0), (SAi , T ) ∈ R
+ × [0, T ]. 1�2

�
 K> ����!���� ����� 0��� �
������(�#�� ���� �
��
�� $�&�
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���� �� 4���5 6���7
8 rAi(t) 
 σAi(t) ���������
 �� [0, T ]9 σAi(t) > 0 :;� ��
�
t ∈ [0, T ]� <=:
 �=>�?�>=� �
������ @
A > ���5=�=B ��=�=B @CA ��D���E ���=F= ��F;�:�G

CAi(SAi , t) = SAiΦ(d
Ai
1 )−K exp

⎧⎨
⎩−

T∫
t

rAi(s)ds

⎫⎬
⎭Φ(dAi

2 ), i = 1, . . . , n, 1E2

:�

dAi
1 =

ln
SAi

K +
T∫
t

(rAi(s) +
1
2σ

2
Ai
(s))ds√

T∫
t

σ2
Ai
(s)ds

, dAi
2 =

ln
SAi

K +
T∫
t

(rAi(s)− 1
2σ

2
Ai
(s))ds√

T∫
t

σ2
Ai
(s)ds

,

�

Φ(dAi

j ) =
1√
2π

d
Ai
j∫

−∝
exp{−1

2
s2}ds, j = 1, 2,

 6���7
� ����:����=F= �=���;��=F= �=>�=:
;��

�� ��
�� �
��
����
��
� 4/
�����) -� � ���
�� /��� t �����# 
����� �.*
/������ ���� ����! SAi(t) �� CAi(SAi , t)  ,����  ��������� 182 � 1E2 ��� .��#*���,�
����� Ai) �����#�� ������  ��/
��� μAi , σAi , rAi �

D ��+�,� .���) ���
�� �
�/���� ��
�
�����  ��/
��� μAi , σAi , rAi 
� ���� ���*
���  ����+�#�,� �
�
����-� � 
���� �#�,�  ��!�� ���������� ���� (���

!�#��,�
�
����� ��
���� C(S, t)� 0�.��) ��-�

r(t) =

n∑
i=1

rAipi, μ(t) =

n∑
i=1

μAipi, σ(t) =

n∑
i=1

σAipi,

�� ��
�
��
�� ���� ����! S(t)  �������#  ,����  �������" 1%2) � �
 ��(  ��,� �.*
/������ �������# �
����� C(S, t)�

7
�� ��+�� 
���� >  ��!�� �����)  � ���� ���������� ���� (���

!�#��,� �
���*
�� ��
����  ������#�����
 �������#

C(S, t) = p1CA1(SA1 , t) + p2CA2(SA2 , t) + · · ·+ pnCAn(SAn , t) 1G2

�.�)  � ���� ���� ���� �
����� �� ��
�
��
��� �� 
���� ��
�
��
���  .�,����
�#���
6������# 1G2 �����  �
����� � ������ ��,����F

SΦ(d1)−K exp

⎧⎨
⎩−

T∫
t

r(s)ds

⎫⎬
⎭Φ(d2) =

=

n∑
i=1

pi

⎛
⎝SAiΦ(d

Ai
1 )−K exp

⎧⎨
⎩−

T∫
t

rAi(s)ds

⎫⎬
⎭Φ(dAi

2 )

⎞
⎠ .

1H2

4/
�����) -� 1H2 ������(�#��) ��-�F

SΦ(d1) =

n∑
i=1

piSAiΦ(d
Ai
1 ), 1�2
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exp

⎧⎨
⎩−

T∫
t

r(s)ds

⎫⎬
⎭Φ(d2) =

n∑
i=1

pi exp

⎧⎨
⎩−

T∫
t

rAi(s)ds

⎫⎬
⎭Φ(dAi

2 ). 1�B2

<������"/�) -� S = S(0) exp {∑n
i=1 piXi}) �


Xi =

t∫
0

(μAi(s)−
1

2
σ2
Ai
(s))ds+

t∫
0

σAi(s)dWAi (s),

�� ����� 1�2 ��,�������
 ���F

exp

{
n∑

i=1

piXi

} d1∫
−∝

exp(−s2

2
)ds =

n∑
i=1

⎛
⎜⎝pi exp{Xi}

d
Ai
1∫

−∝
exp

(
−s2

2

)
ds

⎞
⎟⎠ . 1��2

;����� ��,
.��/��� 

�
����
�# ����� 1�B2 ����� �������� ���� �������#F

exp

⎧⎨
⎩−

n∑
i=1

⎛
⎝pi

T∫
t

rAi(s)ds

⎞
⎠
⎫⎬
⎭

d2∫
−∝

exp

(
−s2

2

)
ds =

=

n∑
i=1

⎛
⎜⎝pi exp

⎧⎨
⎩−

T∫
t

rAi(s)ds

⎫⎬
⎭

d
Ai
2∫

−∝
exp

(
−s2

2

)
ds

⎞
⎟⎠ .
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��� �� 
���� ��
�
��
���
 .�,����
�#�� ��+
 � �� � ��������� ���� 1��2 �� 1��2� 4��
) �� �������� ���

��
���
����

��
���� �� 4���5 6���7
8 μAi(t)9 rAi(t) 
 σAi(t) ���������
 �� [0, T ]� <=:
 �
��=��H�
�� 7
�� E��=��5���=F= =�7
=�� ���
�;
 >�:=�=;���E �
��
��� @�A9 ��I= ���=��B����
��=�� @��A9 @��A�

�� ����
���� D��!�
�� ����� ������������� ��� �� ������� ����������� ��*
�� (���

!�#��,� �
�����  ������������� � �,��#�
��� ���
�
! :�
��*;�����) �
���� 
����
���  ���""�#��  /����� 6� ,������ ������� ��� �./���
��� �����*
������ ���� ����!) ��� �� ������ � .
 �� ������ ������� � ������ �
�� ��/
������

������ �������	
��� 
�	��
	���

:$ .�
������ /�0� ;���� <�������� �#��������� ���=����� � !���
� ��!�� �� �����
> /�0� .�
������ >>8��<$ ?@���!�����
�� 
�	��� � 	����% ��#�����
� 	����% ������
	����� �	� ��	����
� ������� � �	�	��	�!� IIA� ���������� ��
=�	� 0$-$ ;������!���B
5��!� ���<����!�%$ C 8�%�� DEEF$ C G$ ::H$

D$ 1 �*" 2� IJK LM�N�OP QR QST�QOU VOW NQMSQMVTK X�VY�X�T�KU > 2� 1 �*"� 0� 3*)# �% >> ZQ[MOVX
QR LQX�T�NVX \NQOQ] $̂ C :_`a$ C bQX$ c: C L$ da`�dH_$

a$ 4�5$#6 7�8� IJKQM^ QR MVT�QOVX QST�QO SM�N�OP > 7�8� 4�5$#6 >> eKXX Z$ \NQOQ]$ fVOVPK$
gN�$ C :_`a$ C bQX$F$ C �$ :F:�:ca$

F$ 9��:�� ;�<� &����h �	� ��	������� <��������� 
�	�
�	���B I$ .. > ;�<� 9��:��� C
�$B @0i()� :__c$ C HFF N$
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H$ =�6� 7��>� j�OVON�VX ]VMkKTU �O NQOT�O[Q[U T�]K > 7��>� =�6�� 4� ?��6' �6*� C gSM�OPKM�
bKMXVP$ C DEEa$ C aaE S$

d$ 2#&@&� ?��A� lKM�mVT�mKU �O nOVON�VX ]VMkKTU o�TJ UTQNJVUT�N mQXVT�X�T^ > ?��A� 2#&@&��

B� A�C�6�*# �#&� D�7� 3�5*�5� C GV]YM�WPK pO�mKMU�T^ LMKUU� DEEE$ C DE: S$

������G ��:
5J;� := ��:��7
8 ����K����	
���5���� := :���� �L�������	

%&'%('&)�*+ *, )-. ,&�/ 0/�%. *, .(/*0.&+ *0)�*+
(+1./ (+%./)&�+)2

�345 6*)7�(8&

�E�6 25�6"# F�$�#6� G6�E�5%�$H #I JE�E�

G6�E�5%H$�$%"� 3$5�� �� JE�E� �����
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IJK VMT�NXK �U WKVXU o�TJ eXVNk�gNJQXKU ]QWKX oJKMK SVMV]KTKMU WKSKOWU QO
T�]K VOW KOm�MQO]KOT UTVTK� NQOW�T�QOU [OWKM oJ�NJ TJK RV�M SM�NK QR TJK QST�QO
YKRQMK VOW VRTKM VmKMVP�OP NQ�ON�WK VMK NQOU�WKMKW$

D�H K#5L%! QST�QO� UJVMK� RV�M SM�NK� mQXVT�X�T �̂ eXVNk�gNJQXKU ]QWKX$



���� ���9 

�������	 ��
���������
������
 � ������	: ����
�;���������

����< �����


��������� 	
���	

�	M� �	��������� ���	� N�
	
 ��
	���

�
� �	�����������
:� �� ������ �����

����� ! "#$%�&'�()#$��� �*#�

����
�	���� 
����
 ��q��������� � ���	��� � ����
�	��
�� ��	��h�
������	 �	 ���
��� � ���	����� ������� ����h� ��	�������h �������� ���
��	��h !��� ������������ ��!���� �� � ����� ���������� � ������ 
����
�� ��������	$

+
,-��M� �
��
! ��!���� ��!��� !��� ����������� ����	��
���	
� 
��
���
 ��q���������$


