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�����
 �������� � ��
� ��
���� ������ S ��
����� �� �� ����!��"
�
� ��
 �
��� �
�������� #�$�% S �&����� �� � ��
'��
( )�
�$ !���
 S = {1, 2, ..., N}�
�
'�
�� ����� i ∈ S ����
����� ����!���� ��
'��� Ki ��*�� +�&
 �
 ��������,�
�
������ ��
� �
���!��
 k = 1, 2, ...,Ki� -�
��
�
� �

���� K ������
 �����% �
&�"
�
� ��
'�� ��*�� � �
&�
 K = K1×K2× ...×KN � 	
��
����� �� ����!� ���%�����
�
�
��
���$ ��*�� � ��� �

���� � ��&
�� ��*�� ��� ��
�����'���� �� �
�
!����
������� � �
����� n = 0, 1, 2, ..�

.�/
 ������� ����&���� � ����� i ∈ S � ���%��� ��*���� k ∈ Ki� �
 �������

������ �
$�� rki � � � ���� � ��������% �
���� !��� �����!��� �� %�
��������� ���
"
�
� pkij (j ∈ S)� �� pkij 0 %�
������� �
�
� /
 ������� �� ����� i ��� ��&
�� ��*����
k �
������ � ���� j� -���������
� /
 �
$�� rki 
&��'���% ��� ���$ i ∈ S � k ∈ Ki�
���� �
�
� ∑

j∈S

pkij = 1, pkij � 0 ��� i, j ∈ S, k ∈ Ki. +�,
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)�� � ����
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(� #�$�% β, 0 � β < 1� 0 �
�1�)���� ����
)�����
2
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a = (a1, a2, ..., aN ), +�,

�� ∑
i∈S

ai = 1, ai � 0 ��� i ∈ S. +5,

6
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��
������ 
��)(�
� 7���
�� � ���&������ 8�9� 8�9�
�� 	
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�
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���� 6��������7 8��� 4
���*�� !������ &����
 
�������� !���� �
�� �
��%
A1, A2, . . . , Am� ��� ������(� �� �������� ���!
�� A1, A2, . . . , Am 0 ���
�((� �
�"
�� ����� �
����
 ���������$ �
��%�

-
���!��


P(Ai) = pi, pi � 0,

m∑
i=1

pi = 1. +:,

6�� pi 0 %�
������� �
����
���� � ����
����� �����
��/� Ai�
� �
'�
�� 1���
���
�� ����� �����
��/� �����
 ���������� ��&�� ��������% �

�

����� �
�1�)���� ����
)���� �� ����
�"��
���) �������$ �������$ ���&����� 8�9

Vβ(π) =

∞∑
n=0

βnPn(π)r(fn+1). +�,

-
���&�
 �
��$����� �������% �������% ���&��
�� ����� � ���� �������
-
��$���
 �������% ���&��
�

p1V
A1

β (πA1) + p2V
A2

β (πA2) + · · ·+ pmV Am

β (πAm) =

= p1

∞∑
n=0

βn
A1

PA1
n (πA1)r(fA1

n+1) + p2

∞∑
n=0

βn
A2

PA2
n (πA2)r(fA2

n+1) + · · ·+

+pm

∞∑
n=0

βn
Am

PAm
n (πAm)r(fAm

n+1) =

m∑
i=1

pi

∞∑
n=0

βn
Ai
PAi
n (πAi)r(fAi

n+1).

+;,

	���� �����!���
 �� ������ 
��������!�� ���$�
����

p1

(
V A1

β (πA1)
)2

+ p2

(
V A2

β (πA2)
)2

+ · · ·+ pm

(
V Am

β (πAm)
)2

−

−
(
p1V

A1

β (πA1) + p2V
A2

β (πA2) + · · ·+ pmV Am

β (πAm)
)2

=

=

m∑
i=1

pi

( ∞∑
n=0

βn
Ai
PAi
n (πAi)r(fAi

n+1)
)2

−
(

m∑
i=1

pi

∞∑
n=0

βn
Ai
PAi
n (πAi)r(fAi

n+1)

)2

.

+<,

6
�� ��
�!��� ������ ��&��� ���
�
 ���
���=√√√√ m∑
i=1

pi

( ∞∑
n=0

βn
Ai
PAi
n (πAi)r(fAi

n+1)
)2

−
(

m∑
i=1

pi

∞∑
n=0

βn
Ai
PAi
n (πAi)r(fAi

n+1)

)2

. +>,
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7��
( ������ ���'���
√
m∑
i=1

pi

( ∞∑
n=0

βn
Ai
PAi
n (πAi)r(fAi

n+1)
)2

−
(

m∑
i=1

pi
∞∑

n=0
βn
Ai
PAi
n (πAi)r(fAi

n+1)

)2

m∑
i=1

pi
∞∑
n=0

βn
Ai
PAi
n (πAi)r(fAi

n+1)
. +�,

���� 9���������7 8��� #�$�% ����� ����� �
���*� 
�
 �����
��/� A1, A2, ..., Am

����((� �� � !��
� �� ���
�((� ����
�� ��% ��
)�� x(t) �� ����!���
( ��
'��
(
������ A1, A2, ..., Am�

#�$�%� p1(t), p2(t), ..., pm(t)"%�
����
��� ����&������ �����
��/� � ����
�����$
�����$

p1(t) = P{x(t) = A1}, ..., pm(t) = P{x(t) = Am},
pi(t) = P{x(t) = Ai}. +�?,

� �
'�
�� 1���
���
�� ����� �����
 ���������� ��&�� ��������% � �

�����
�
�1�)���� ����
)���� �� ����
�"��
���) �������$ �������$ ���&����� 8�9

V Ai

β (πAi) =

∞∑
n=0

βn
Ai
PAi
n (πAi)r(fAi

n+1), �� i = 1, ...,m. +��,

6��&� �
��$����� �������% �������% ���&��
�� ����� � ���� �������
-
��$���
 �������% ���&��
�

p1(t)V
A1

β (πA1) + p2(t)V
A2

β (πA2) + · · ·+ pm(t)V Am

β (πAm) =

= p1(t)
∞∑

n=0

βn
A1

PA1
n (πA1)r(fA1

n+1) + p2(t)
∞∑

n=0

βn
A2

PA2
n (πA2)r(fA2

n+1) + · · ·+

+pm(t)

∞∑
n=0

βn
Am

PAm
n (πAm)r(fAm

n+1) =

m∑
i=1

pi(t)

∞∑
n=0

βn
Ai
PAi
n (πAi)r(fAi

n+1).

+��,

	���� ��$���
 �� ������ 
��������!�� ���$�
����

p1(t)
(
V A1

β (πA1)
)2

+ p2(t)
(
V A2

β (πA2)
)2

+ · · ·+ pm(t)
(
V Am

β (πAm)
)2

−

−
(
p1(t)V

A1

β (πA1) + p2(t)V
A2

β (πA2) + · · ·+ pm(t)V Am

β (πAm)
)2

=

=

m∑
i=1

pi(t)
( ∞∑
n=0

βn
Ai
PAi
n (πAi)r(fAi

n+1)
)2

−
(

m∑
i=1

pi(t)

∞∑
n=0

βn
Ai
PAi
n (πAi)r(fAi

n+1)

)2

.

+�5,

6
�� ��
�!��� ������ ��&��� ���
�
 ���
���=√√√√ m∑
i=1

pi(t)
( ∞∑
n=0

βn
Ai
PAi
n (πAi)r(fAi

n+1)
)2

−
(

m∑
i=1

pi(t)

∞∑
n=0

βn
Ai
PAi
n (πAi)r(fAi

n+1)

)2

. +�:,
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7��
( ������ ���'���
√
m∑
i=1

pi(t)
( ∞∑
n=0

βn
Ai
PAi
n (πAi)r(fAi

n+1)
)2

−
(

m∑
i=1

pi(t)
∞∑

n=0
βn
Ai
PAi
n (πAi)r(fAi

n+1)

)2

m∑
i=1

pi(t)
∞∑

n=0
βn
Ai
PAi
n (πAi)r(fAi

n+1)
. +��,

�� ��������  �����
�
!� ���"����� #�$�% x(t) ����
�� ��% ��
)�� �� ����"
!���
( ��
'��
( ������ {A1, A2, ..., Am}� -
���!��
 τ0 0 �
���� ���*
�
 ��$
��
� �
!���
�
�
 �����

τ0 = inf
t>0

{x(t) �= x(0)}. +�;,

6
�� τ1, τ2, . . . , τn, · · · − ����
�����% ���*�%� �����%� � � � � n"% �
����� ��$
�� �
�
������ 
�
 ������ x(τ1), x(τ2), . . . , x(τn), . . . 0 ���
�((� 
��
�����% 
��)(� 7��"
�
�� � ����$������ %�
����
������ P{x(τn) = Aj |x(τn−1) = Ai} = pij � pij 0 %�
���"
���� �
�
� /
 � �
���� τn ������� ����&���� � ����� Aj �� ��
��� /
 � �
���� !���
τn−1 �
�� ����&���
� � ����� Ai�

@�� ����&������ � �
'�
�� 1���
���
�� ����� �
��
��
���% �� �
������
���
�
��
��

� � ��
�'�� 
�*� ��� �
���� ) 
�
 ����� 8;9

P{τ > t | x(0) = Ai} = e−λit. +�<,

7����)� ����$����$ %�
����
���% �� 
��� ��
�

P = ‖pij‖mi,j=1 =

⎛
⎜⎜⎝

p11 p12 . . . p1m
p21 p22 . . . p2m
. . . . . . . . . . . .
pm1 pm2 . . . pmm

⎞
⎟⎟⎠ +�>,

� ���
��
���
( �� ��
$����!�
(� �
&�


pij � 0,
∑
j

pij = 1. +��,

6
�� ����� �����% ���)�
�����% �
��
��
 p1, p2, . . . , pm ����%� /
∑
pijpj = pi, limP{x(t) = Aj | x(0) = Ai} = pj . +�?,

#�
���
 � +A��
��!��,� 859 9���7 ���:��;���� ���
 ��:��< �� ����� ��=�>��

�:?: =��@;?� A���:�� ���:�;;�� :>�� >:>����7 �=�� 
B ���@
:������� 7�:�

�
��:����� pj C �� ��
 ����� =��@;?� A���:�� ��?�=���
D 
 �:�E
@
F��� qj B�>:�

�:=���;�� ��:��
∑

pjq
−2
j < ∞; �� E���@
� f(x) �� ������ =��@;?� ����D G:∑

f2(i)piq
−2
i < ∞� H:>
 B 7�:�
��
��; 1

lim
T→∞

1

T

T∫
0

f(x(t))dt =

∑
f(i)pi

1
qi∑

pi
1
qi

. +��,

3��
����
��(!� )( ��
����� �� �
'��
 ������'������ 
���
 �� 1���)�� V
x(t)
β

� ����!���
(� /
 ����������% �������% ���&��
� �� 
����)( !��� �&����� �� ��%'�
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������
 �
 ���
� ��
�!���=

1

t

t∫
0

V
x(u)
β du

����−−−→

m∑
i=1

V Ai

β pi
1
λi

m∑
i=1

pi
1
λi

+��,

�&


1

t

t∫
0

∞∑
n=0

βn
x(u)P

x(u)
n (πx(u))r(f

x(u)
n+1 )du =

m∑
i=1

pi
1
λi

∞∑
n=0

βn
Ai
PAi
n (πAi)r(fAi

n+1)

m∑
i=1

pi
1
λi

. +�5,

��
�� ���%*
�*� ����������% �������% ���&��
� �� 
����)( !���� �
'��

�
��$����� ����������% �������% ���&��
� �� ��� ����
� !��� t� 6
��

t∫
0

V
x(u)
β du

����−−−→ t

m∑
i=1

V Ai

β pi
1
λi

m∑
i=1

pi
1
λi

+�:,

�&

t∫

0

∞∑
n=0

βn
x(u)P

x(u)
n (πx(u))r(f

x(u)
n+1 )du = t

m∑
i=1

pi
1
λi

∞∑
n=0

βn
Ai
PAi
n (πAi)r(fAi

n+1)

m∑
i=1

pi
1
λi

. +��,
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)��� �
� ��
�
 !�� ����&������ � �
'�
��
����� � ������
�
( ��
�!��
(� � ���� ��*���� ���%��(� � ������
�� �
������
�
&�
 ��
)��� ���%����� ��*�� � ����������� !��
��

7� 
&��'��
� ���������
�� ���� ��
)����� ���%����� ��*�� � #�������"
�
�� ��% ��
)�� �
����� � �
&� �
�����
��� ����
�� ��$ ��
)���� � ��
)���� ���"
�
�
����� 6
&�
� ���������
�� ��% ��
)�� 0 )� ����% ������
��% ��
)��� ���% ��"
��$
��� �� 
��
�
 ����� � ��*�% ����
����
 �
 ������$ �
��
��
�� %�
����
���%�
� !�� ����&������ ��
)��� � &�� "��
�� ����� � ������
�
( ��
�!��
(� �
��
��

��
� ��
�'�� ��� ) 
�
 ����� �� ��� ������ � ���% &��� ��
&
��
 ��������% ����$��
��
)����

#�$�% ������
��% ��
)�� x(t)� ���% $����������� ��

()�( �
���*� 
�
 ����"
�
��/�� � ���������
�� ��� ������
��� ��
)��
�� 6
�� τ1, τ2, . . . , τn, . . . �
�
��
���
�
����� ��$
�� � �
!���
�
�
 ������

@�� ����&������ � 1���
���
�� ����� �� �
��
��
���% �� �
������
��� �
��
"
��

�� -
���!��


P{τ > t | x(0) = i} = Fi(t). +�;,

3��'���
� /
 �������% !�� ����&������ � ����� ����!����%� �
&�
 Ei(τ) < ∞� )�

���!��� /


∫∞
0 tdFi(t) = Ei(τ) < ∞ x(τ1), . . . , x(τn) 0 ���
�((� 
��)(� 7���
�� �

����$������ %�
����
����� pij � P{x(τn) = j | x(τn−1) = i} = pij 0 %�
������� �
�
�
/
 � �
���� τn ������� ����&���� � ����� j �� ��
��� /
 � �
���� !��� τn−1 �
��
����&���
� � ����� i�
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 �
��$����� ����������% �������% ���&��
� �� 
����"
)( !���� ���
������*� ���
��!�� ��
����� C���
 �� 1���)�� V

x(u)
β ����!����� �
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�������( � �
 ���
� ���
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�!���
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