
���� �����	�

� �
���� ���
�� ������ ���
� ��������� ���	� ������ ��� ��  �! "

#
$%&' () *+, -.
. /%
.� �,0
,$ 1,2+� 13*+� ���	� �$$4, ��� 5�  �! "

��� ����������

������� IF ��	
��� ��
�

������ 
���������� ������ ����
����

���������� 	
���	

�	�� �	��������� ���	� ��
	
 ��
	�
�

��
� �	������������
� �� ������ �����

����� ! "�#� �$%&'()*+�,�#

��������� �� �	�
��� IF ��
���� ���� � �	�
����	�����	���� 
 ����
���� ���

����� 	��� �� ��	������ �� �� �	�
��� IF ��
���� ���� � �
�����
��������	��� �
�����
� 

-
./��� �
��
! �
���� ����� IF ��
����� �	�
��� IF ��
����� ���

�����
	���� �
���� ��������	��� �
�����
� 

	
��
 P � �
��� �����
�� ������������ ������ � �� �!
 "�# �����
 R $ �%�&
'��� P ( ��)� �����*�
 �����
 �%�'�� Q(R/I) ������ R/I  �$ ����������� P ���
���������� ��
��+ I ������ R� ���%
 �( �
�
%��
 �����
 $ �%�'��� ��,���������
 �
����- �%�'��
 �����
 ��!�� .
�� ��!�/ ,%��� � ���� ���,����� �� ,������( �0�%&
 +������
 � "�# ,%� �%�'��
 IF &�����
 1
�+� ���
�
 �( )� �%�'��
 IF &�����
 1
�+ $
�%�'���&%
�+��%�� ( � ��)� 
��� ���'�����
 %��� ��%���2$ �( �� �%�'��
 IF &�����

1
�+ $ �����
 
�
 
���%��� ����������

	���
 � �� +������
 �����
 R �%�'���&%
�+��%�� ( ��)� ��� ���������� �
&
�+������� 
�
 
��� a ∈ R �����*�
 �����
 �%�'�� Q(R/rad(a)) ������ R/rad(a) $
%
�+��%�� ( �
 rad(a) � ����%������ 
�
 
��� a "�#�

	�����$ � �
�'����� ����*
��� �� 0�����
�����
 R �������� 
 � IF &�����
 ( ��)� ��������
 ��3$������
 R& ��+��

,�����
 "4#� � ����+,��� �
�%
 �� ��'%��� ��� ���� � 0���� ,%� IF &������� ���
�%+*����� � �
�%
 � � �'3$��+2���� %
�+������ ������� ����%���

������� � 5"�#( "4#( "�#( "6#( "7#( "8#9� 6���7 R ! �8��������� �
9�:�� ;8<
 ���

����<=���� ���
��9����
>

�9 R ! IF ��
9�:�?
�9 R ! �8@������� �
9�:� 
 <8�
9���7 ��
�A���8�8�8<=���7 
<��9 B ���9��8��

��� 
<��98�?
�9 R ! �8@������� �
9�:� 
 <8�
9���7 �98���7 R��8<�9� B FP �
�CB�������

�8<�9��?
49 R ! �8@������� 
 ���8 FP �
�CB������ �
9�:�?
�9 R ! �8@������� 
 98��9��� IF ��
9�:��

�© ��������	
 ��
 �������	� ��
 ����



�!"�"#$ IF �%&'()$ �$*+
���� �����	�

� �
���� ���
�� ������ ���
� ��������� ���	� ������ �� � 

������� 	 5"7#9� D8��������� 8E9���� R B ��FG��8�8F 8E9���F �8<
 
 �
9���
�8<
H �89� G���8��
9�:� R/I B IF ��
9�:�� <9� <8�
9��8@8 ����9�8�8@8 ��
�A���8�
�8�8<=��8@8 
<��9� I�

�����
 R �������� 
 � ��,�����
%
���� �����
 ( ��)� Hom(B,C) $ ,�� �&
�+�
 ,������� R& ��+��( �
 B,C � ��3$������ R& ��+�� "7#� :*
�����( )� �'�����
1
�+ �� �
�
%��
 �����
 ��,�����
%
����� �� +������
 �����
 R $ ���
%
���� ���� �
������ ����( ���� Hom(B,C) $ ,����� R& ��+�
 ��� ��������/ ,�%� B,C ��3$����&
��� R& ��+��� "7#� ;�)� R � �'����� ����������( � B,C � ��3$������ R& ��+��( ����
Hom(B,C) $  ��+�
 '
� �%+*
��� � Hom(B,C) ⊂ Q

⊗
Hom(B,C)( �
 Q � ,��


�%�'�� ������ R�

�
�����

� �� I�<��8���� �8��������� �
9�:� R B ���
��8@�������� �8<
 

�
9��� �8<
H �89� minR ! �8������

<
%

�
 � �� ��%���
%�����/ IF &���
��� :*
����� ,%������ IF &������  �-

��+�+���� %
�+��%�
 �����
( �������� ��� ���� �����
 ��������
  ��+�� ,�����
�
;�)� �����
 %
�+�����
( �� ,%������
 
 �'
%�
�
 ��
%�-
����

�
�����

� 	 5"7#9� 6���7 R ! �8��������� �
9�:�� ;8<
 ���
 ����<=���� ���
�
��9����
>

�J R ! ��@�9���� �
9�:�?
�J R ! ��<��8���� IF ��
9�:��
K8=�� �
<�
���� 
 ����7 ��L�9�����

�
�����

� � 5"7#9� 6���7 R ! IF ��
9�:�� ;8<
>

�9 Q(R) = R?
�9 ��M8 S ! ��9����9
������8 L������� ��8=��� � RH �8<
 RS B IF ��
9��

:���

=
 ��
%�-
��� �����%�$ 0+��� 
������+ %��� + ��!�� ������-
�����

�
�����

� � 5"7#9� N�M8 �
9�:� <�8E
� Q(R) �
9�:� R B IF ��
9�:��H �8<
 R
! ���
��8@������� 
 <8�
9���7 ��
�A���8�8�8<=���7 �98���7 �
<�8<�9� �
9��8@8
R��8<�9� B ��8���������

	
��
R � �� +������
 �����
 1
�+( ��
 $ �%�'��� IF &�����
 � >��� ��� ������&
���� �
�+������� ��
��+ I ������ R( �����
 �%�'�� Q(R/I) $ IF &�����
 � :�������
min(R/I) �� � �%0��
 min(R/radI)( �� '�*� �( )� �����
 R/radI � %
�+�����

�����
 1
�+ � �� ,����� ,%����%� minR� ������ � "?# Q(R/radI) $ %
�+��%�� 
�����
 ( � ��-
( R � �%�'��� %
�+��%�
 �����
� :�-
( ���
�
�� ���+ �
�%
 +�

������� �� O�8E8�� IF ��
9�:� P�L� B <�8E8�8���@�9������

�������� �� 6���7 R ! <�8E8�� IF ��
9�:� P�L�� ;8<
 <9� <8�
9��8@8 �9���8@8 
<��9�
I �
9�:� R ��8��
� min(R/I) ! �8������

������� �� 6���7 R ! <�8E8�� IF ��
9�:� P�L� L ����9�8��� ��<���98� O=��8E�
�8�� Q�
9���<���98�J� ;8<
 �����(R) � 2�

O8��<����� @������
 � 0����%�����
 R/J(R)� 	� ,������� �������+ � min(R/J(R))
� �� ,���� >��� R/J(R) � �����
 A% ���( ��'�� �����
 ���'������� %���+ � "�B#� ������
��
%-� �( )� ���%�(R) � 2 "��#� �



�!
������ ����	
��
�� ������ ������	
�

���� �����	�

� �
���� ���
�� ������ ���
� ��������� ���	� ������ ��

	
��
 R � ���
 �� +������
 �����
 1
�+( )� Q(R/rad(a) $ IF &�����
 ���
���������� �
�+������� 
�
 
��� a ∈ R� :������� IF &�����
 � �
 ���
%
���
 �� �
FP &��3$�����
 �����
( ���� Q(R/rad(a) � ���
%
���
 �����
� �%����+2*� "7( ��� ���#
��
%-� �( )� R/rad(a) � ��,�����
%
���
 %
�+�����
 �����
� ������ �� ,������� "7#(
min(R/rad(a) � �� ,���( � �
 ����*�$( )� Q(R/rad(a) � %
�+��%�
 �����
� :�-
(
���
�
�� ���� �
�%
 ��

������� �� 6���7 R ! ���� �8��������� �
9�:� P�L�H M8 Q(R/rad(a) B IF ��
9��
:�� <9� <8�
9��8@8 ����9�8�8@8 �9������ a ∈ R� ;8<
 R ! <�8E8�8 ��@�9���� �
9�:��

C�' �%��+ ��� ,
%
���+ �� 
 ����� ������-
��( %������
 � ��,���� ��
����&
���� ������ 1
�+ R� 	
��
 a � �
�+�����
 
�
 
�� ������ R� >��� ������ � "�4#
R/aR � �� +������
 �����
 1
�+( � ��� + �+�����
 
�
 
�� 0̄ ��
������
� ������ �
(R/aR)/(aR/rad(a)) ∼= R/rad(a) � %
�+��%�
 �����
( ��
 �'���$���� �� ���/ �����
 
�%�'�� Q(R/rad(a))� :������� %
�+��%�
 �����
 $ IF &�����
 ( �� ��
%-+$ � ����

%
�+������

������� �� R<������� �
9�:� B ��
�A���� <�8E8��� IF ��
9�:���

��+��-� �( )� � "��( ,%����� ���# ���
�
�� ,%����� ��
�������� ������( ��

�
 $ �%�'��� IF &�����
 + �
��� ����*
��� � ,%��� "�#�

������� �� O�8E8�8���@�9���� Q��
�A��� <�8E8�� IF ��
9�:�J �
9�:� P�L� ���E
9��
�8@8 ���@� � B �
9�:�� �9���������� <
9����
��

O8��<����� ��� ���
�
��� ��������� ���
���( )�  ��+��M ( ���
 ���,�����$  ��%�&

��

(
a 0
b c

)
( �
 aR+bR+cR = R $ ,%� �2 �+ �2 �����*��� ,�� ��+���� ��+��-� �(

)�  ��+��  �-�� %��������� �� R/acR& ��+��� 	
��
 P = rad(ac)� :������� �����

R $ �%�'��� %
�+��%�� ( �� �����
 R̄ = R/P $ ��,���,������ � >��� M̄ = M/PM $

 ��+�
 ( ���
 ���,�����$  ��%��� Ā =
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P̄1ēĀ =
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