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�* ����0����� ��7�
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�* 
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�* ���
�
( ��/�* ��������� -��
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� ��
 ��

� ����* ����0����� ����������� �����
�,�5 �
����� �
! �
������,�8 �� 9��(����
�� 	�7� ���,� ������)�(�� � ���* �����
:  �
�7�� �����
�
�+��� �(���
� ������ �� ��
��
�� �
� �(���. � � �� !�� % ��;� 
����
� ��
��
��
�
� �(����

�� 	
���
������ ������ �� 
��
��
�
 ����
������ 	
*�� n,m % 
�� �
���(
� ����� � M % ����
���
� �
���
� {0, 1, . . . , m} ����. /� {0,m} ⊂ M � 4��
�
����� �
�
� N ���(����( � �(���
�
���� ������
���� n "����������
�* 
������
α = (α1, . . . , αn) � ,���* 

���0)�
�* ���
�&. �����
� ���* "|α| = α1 + . . . + αn& )

�
�

���� �
���
� M . � �
�
� RN % ��
��
�� ������� ����������
�* 
������ � N

�© ������ ��	 
��
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� �
���� ���
�� ������ ���
� ��������� ���	� ������ �� � 

����
�* ���
� ξ = (ξ
̂0 , . . . , ξα, . . .) ≡ (ξα : |α| ∈ M). �����


�� ���* ���
 �
����
�

� �(���
�
����� ������
���� n. /� ��5�( �����
� � M � ����������
� �
�����!���
+��
� ",
 ��
���). /� α = (α1, . . . , αn) �
�
� ) β = (β1, . . . , βn). ���� ��� |α| < |β|.
��� |α| = |β| � αk > βk. �
 k = min

{
j : αj �= βj

}
&� < � � ���� 0̂ % � �(���
�
��.

�����

�� � 
 ���� 4����
�� |ξ| :=
( ∑
|α|∈M

|ξα|2
) 1

2

��� �����(
�!� ξ ∈ RN �

	
*�� Ω % ���
�

� ������( � �������� Rn. 
�
�

���� ���!� ) ����������
�

����� ����
�* ���
� x = (x1, . . . , xn). 
� ���� ��
�

� 
���� |x| = (x21+. . .+x

2
n)

1/2�
=�������
��. /� �
�� Γ := ∂Ω ������� Ω � ������!�����. � ���
����� �
�
� ν
���
��
�� �
���� ���
�7
(�8 
������ �� Γ� 	
*�� T > 0 % ��
�

� �( +������


������ 4����
�� Q := Ω× (0, T ), Σ := Γ× (0, T )�

4��� �����. /�
(B) b : Ω → [0,+∞) % �����
� � ���
�

� + 
�,��. ������ Ω0 := {x ∈ Ω

∣∣
b(x) > 0} % ������(�

>��!��

�� 5�6�7� : �
���� + 
�,�5 u : Q → R. ��� �������(
�) "� �
�
�� 
�

��& ���
�

�

(b(x)u)t +
∑

|α|∈M

(−1)|α|Dαaα(x, t, δu) =
∑

|α|∈M

(−1)|α|Dαfα(x, t), (x, t) ∈ Q, "�&

�������  ����
∂ju

∂νj

∣∣∣
Σ
= 0 , j = 0,m− 1, "2&

�� ��������  ��� 

u(x, 0) = u0(x) , x ∈ Ω0, "?&

�
 aα : Q × RN → R, fα : Q → R (|α| ∈ M), u0 : Ω → R % ����
� + 
�,�8. ���
�������(
�5�( �
�
�  ����. ��� /� � �
 �����
� ���
�7
� < � � ���� ��� + 
�,�8

v : Ω → R ���
���)�� �
�
� δv ����������
�� 
���� � ��*��
�* Dαv ≡ ∂α1+...+αn

∂x
α1
1 ...∂xαn

n
v

+ 
�,�8 v �������� |α| ∈M "������� ������� ��

� ���
 ���
. �� ��� �����


���
�
������ ξ ∈ RN &�

'+��� �(���
 ��/
 �
8��� 5�6�7� 69� �
������ "�& 5 ���:;���� ��;����
"2& 
 �;7���;�;< ��;�;< "?& ������� 
��������
�� 5�6�7�< "�& "?&�

6� ��������
��  ��!��(


� ����0���� ������ "�&%"?&. � ��� ,(�!� ��
�
�� 

���
*��
� ���
��


� �� ������� ��������
� ���� /


� /��� ��*��
�* ��
�* ,�)8 �������

'������ ��
�
�� ������
� 
�� + 
�,��
� ��������� 	
*�� r ∈ L∞(Ω). ����
��� r(x) � 1 ��� ����
 ���* x ∈ Ω� 4�� Lr(·)(Ω) ��� �����
�� ���������� �����

��� L1(Ω). 
�
�

�� ���!� �������(
�5�(  ��� 
∫
Ω

|v(x)|r(x) dx < +∞. � 
����5

‖v‖Lr(·)(Ω) := inf{λ > 0 :
∫
Ω

|v(x)/λ|r(x) dx � 1}� 4������ Lr(·)(Ω) ) ��
�*���� � 
����

��)�(��  ��!��(


�� ��������� @
�
!� "�
���(
�7
 ����. 
��������. #1$&� =�
�
��
/
 ������� Wm

s (Ω) := {v ∈ Ls(Ω)
∣∣Dαv ∈ Ls(Ω) ∀α, |α| � m}. ���� ) ��
�*���� �


����5 ‖v‖Wm
s (Ω) :=

∑
|α|�m

‖Dαv‖Ls(Ω). �
 s � 1 % ��
�

� �( ������

	
*�� p = (pα : |α| ∈ M) % ����������
�� 
���� �����
�* 
� Ω + 
�,�� pα
"���
 �
����
�* ��� ����. �� 
�
�

�� ������� RN &. ��� ���* ����
 )�(��  ����



�!
������ ��	
��

���� �����	�

� �
���� ���
�� ������ ���
� ��������� ���	� ������ ��

(P) p−
̂0
:= ABB inf

x∈Ω0

p
̂0(x) � 2, p−α := ABB inf

x∈Ω
pα(x) > 1, p+α := ABB sup

x∈Ω
pα(x) < +∞�

C
�
� p′ = (p′α : |α| ∈ M) ���
������
�� ����������
�� 
���� + 
�,�� ����*. /�
1/pα(x) + 1/p′α(x) = 1 (|α| ∈M) ��� ���� x ∈ Ω�

	
*�� Wm
p(·)(Ω) := {v ∈ L1(Ω)

∣∣Dαv ∈ Lpα(·)(Ω) ∀α, |α| ∈ M} % ��
�*�� �������

� 
����5 ‖v‖Wm
p(·)(Ω) :=

∑
|α|∈M

‖Dαv‖Lpα(·)(Ω)� 4��
◦
Wm

p(·)(Ω) ��� ��)�� ������

� ����

���� C∞
0 (Ω) �� 
����5 ‖v‖Wm

p(·)(Ω)� ��� �� �
���� � ��
���� ������


� ���
���� 

���� �����
�� Vp :=
◦
Wm

p(·)(Ω)� =�
�
�� /
 ������� Wm,0
p(·) (Q) �� ���������� �������

� L1(Q). �����

�� � ��* + 
�,�� h. ��� ���* Dαh ∈ Lpα(·)(Q). ��/� |α| ∈ M .

� 
����5 ‖h‖Wm,0
p(·) (Q) :=

∑
|α|∈M

‖Dαh‖Lpα(·)(Q)� C
�
�
◦
W

m,0
p(·) (Q) ���
����� ������

�

������� 

C̃m,0(Q) := {h ∈ C(Q)
∣∣Dαh ∈ C(Q) ∀α, |α| � m; Dαh|Σ = 0 ∀α, |α| � m− 1}

�� 
����5 ‖v‖Wm,0
p(·) (Q)�

	
*�� b̃(x) = b(x), q(x) = 2. ��/� x ∈ Ω0. � b̃(x) = 1, q(x) = 1. ��/�
x ∈ Ω \ Ω0� 4��
����� �
�
� Hb(Ω) ��
��
�� �������. 
�
�

���� ���!� ) + 
�,�8

w ����. /� w = b̃−1/2v. �
 v ∈ Lq(·)(Ω)� 4������ Hb(Ω) � ���
����5 ‖w‖Hb(Ω) =

= (
∫
Ω b(x)|w(x)|2dx)1/2 ) ���
�� ���
������
�� ���������� @
!�� �
�
��
�����. /�

Hb(Ω) ) �����



�� ��
��
�!� ������� Vp �� ���
����5 ‖ · ‖Hb(Ω) "���� #2. D�?�?$&�

=�
�
�� ������� C([0, T ];Hb(Ω)) �� ��
��
�� ������� + 
�,�� h : [0, T ] → Hb(Ω)
����*. /� b1/2h ∈ C([0, T ];L2(Ω)). � ���
��� ‖h‖C([0,T ];Hb(Ω)) := max

t∈[0,T ]
‖h(·, t)‖Hb(Ω)


� 
(�� . � ���5 ��
 ) ���
�� ���
������
�� ����������
=��
����� �������

U
b
p :=

◦
W

m,0
p(·) (Q) ∩ C([0, T ];Hb(Ω))

� 
��� ‖h‖U b
p
:= ‖h‖Wm,0

p(·) (Q) + ‖h‖C([0,T ];Hb(Ω)) 
� 
(�� . � ���5 ��
 ) ��
�*�����

4�� Ap ��� �����
�� �
���
 . 
�
�

���� ���8 ) ����������
� 
����� (aα :
|α| ∈ M) ���
��

�* 
� Q × R

N ����
��
��
�* + 
�,��. ��� ���
 �
����
� ���
����. �� �����


�� 
�
�

��� ������� RN . � + 
�,�8 � � �(����!� ����!� 
���� 
�������(
�5�( ���� ������  ����:

(A1) ��� ���
�!� α (|α| ∈ M) + 
�,�� aα(x, t, ξ). (x, t, ξ) ∈ Q× RN . ) �����
�
�������(��5. �����. ��� ����
 ���* (x, t) ∈ Q + 
�,�� aα(x, t, · ) : RN → R )


�
�
��
�5 � ��� ���* ξ ∈ RN + 
�,�� aα(·, · , ξ) : Q→ R �����
� �� @
�
!��E

(A2) ��� ���
�!� α (|α| ∈ M). � �(����* ξ ∈ RN �� ����
 ���* (x, t) ∈ Q
������)��

|aα(x, t, ξ)| � hα(x, t)
∑

|β|∈M

|ξβ |pβ(x)/p
′
α(x) + gα(x, t),

�
 hα ∈ L∞(Q). gα ∈ Lp′
α( · )(Q)E
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� �
���� ���
�� ������ ���
� ��������� ���	� ������ �� �"

(A3) ��� �����(
�* ξ, η ∈ R
N �� ����
 ���* (x, t) ∈ Q ����
 )�(�� 

���
���(∑

|α|∈M

(aα(x, t, ξ) − aα(x, t, η))(ξα − ηα) � 0,

������ � ,�� 

���
���� ���
� ����
��� �
�� F�G 
� �
�� F>G ��� ���� x ∈ Ω \Ω0.
��/� ξ

̂0 �= η
̂0E

(A4) ��
 5�( ����� K > 0 �� 

���0)�
� + 
�,�� g ∈ L1(Q) ����. /� ��� � �(�
���* ξ � RN �� ����
 ���* (x, t) ∈ Q ����
 )�(�� 

���
���(∑

|α|∈M

aα(x, t, ξ)ξα � K
∑

|α|∈M

|ξα|pα(x) − g(x, t).

	
*�� Fp′ % �
���
�. 
�
�

���� ���8 ) ����������
� 
����� (fα : |α| ∈M) � N
���
��

�* 
� Q ����
��
��
�* + 
�,��. ��� ���
 �
����
� ��� ����. �� 
�
�

��
������� R

N . � + 
�,�8 fα � � �(����!� ����!� 
���� 
��
���( ������� Lp′
α( · )(Q)

��� ���
�!� α, |α| ∈M �

��������� �� =���: (aα : |α| ∈ M) ∈ Ap> (fα : |α| ∈ M) ∈ Fp> u0 ∈ Hb(Ω)� ?5��
@�9������ �;5�A�5�;� 5�6�7
 "�& "?& ��5���B���� C���D
� u ∈ U b

p > ��� 5�6;�;9���B
E�;7���;��F ��;��

‖u(·, 0)− u0(·)‖Hb(Ω) = 0 "H&

�� �
��
���∫
Q

{ ∑
|α|∈M

aα(x, t, δu)D
αv ϕ− b(x)u v ϕ′

}
dxdt =

∫
Q

∑
|α|∈M

fα(x, t)D
αv ϕ dxdt "�&

69� G�6������ v ∈ Vp, ϕ ∈ C1
0 (0, T )�

I�
��
�� �
� �(����� 
�7�8 ���,� ) ���
 ��
���


��

��
���� �� =���: (aα : |α| ∈M) ∈ Ap> (fα : |α| ∈M) ∈ Fp> u0 ∈ Hb(Ω)� H;6
 5�6�7�
"�& "?& ��B B6���: �5�@�9�����: �;5�A�5;� 
 �
� 5�6;�;9���B ;D
���

max
t∈[0,T ]

∫
Ω

b(x)|u(x, t)|2 dx+

∫∫
Q

( ∑
|α|∈M

|Dαu(x, t)|pα(x)
)
dxdt �

� C1

( ∫∫
Q

(
g(x, t) +

∑
|α|∈M

|fα(x, t)|p′
α(x)

)
dxdt+

∫
Ω

b(x)|u0(x)|2 dx
)
, "J&

6� C1 > 0  ���9�> ��� 5�9�I��� �
9��� �
6 K 
 p−α (|α| ∈M)�

�� ������������� 
��
��
�
 ����
������ '������ �+��� �5)�� ������



�� �������

 ��
���


��

���� �� =���: b 5�6;�;9���B ��;�� EBF 
 w ∈ ◦
W

m,0
p(·) (Q) ����> J; ���;��B����

�;�;I�
���∫∫
Q

{( ∑
|α|∈M

gαD
αv

)
ϕ− bwvϕ′

}
dxdt = 0, v ∈ Vp, ϕ ∈ C1

0 (0, T ), "�&



�#
������ ��	
��

���� �����	�

� �
���� ���
�� ������ ���
� ��������� ���	� ������ ��

69� 6����� gα ∈ Lp′
α(·)(Q) E|α| ∈ MF� H;6
 w ∈ C

(
[0, T ];Hb(Ω)

)

 69� G�6������

θ ∈ C1([0, T ])> v ∈ Vp> �� t1, t2 ∈ [0, T ]> t1 < t2> ;�����B�;

θ(t2)

∫
Ω

b(x)w(x, t2)v(x) dx − θ(t1)

∫
Ω

b(x)w(x, t1)v(x) dx+

+

t2∫
t1

∫
Ω

{( ∑
|α|∈M

gαD
αv

)
θ − bwvθ′

}
dxdt = 0, "1&

1

2
θ(t2)‖w(·, t2)‖Hb(Ω) −

1

2
θ(t1)‖w(·, t1)‖2Hb(Ω) −

1

2

t2∫
t1

‖w(·, t)‖2Hb(Ω)θ
′(t) dt+

+

t2∫
t1

∫
Ω

( ∑
|α|∈M

gαD
αw

)
θ dxdt = 0. "�&

���
�


� ,�)8 �
�� �����

 �� ���
�


� �
�� � #�2$ � �� ��!� �� ���)���
���� ��� �� �
���� �� ������


� ������� � �
�� ���������� ���� ���
��


�

aα(w)(x, t) := aα(x, t, δw(x, t)), (x, t) ∈ Q, |α| ∈M.

K;��6���� ��;����� =��������)�� �����
�,�5 �
����� �
! ������,�8 �� K�
���
9��(����
�� 	
*�� {wj}∞j=1 % ���
� ��
��
� 

���
�
� ����
�� + 
�,��  ��������

Vp� ��� �����(
�!� k ∈ N ���
����� Vk := {d1w1 + . . . + dkwk

∣∣ d1, ..., dk ∈ R}� I�
�
���
�. /� ������

� ∪

k∈N

Vk �� 
����5 ������� Vp ���!�)�(�� � ,�� ���������. �

∪
k∈N

Vk ) /��(
�5 �
���
�5 � �������� Hb(Ω)�

=��
�
�� ��������
���(
{
u0,k

}∞
k=1

��� . /� u0,k ∈ Vk ∀k ∈ N �

‖u0 − u0,k‖Hb(Ω) −→
k→+∞

0. "�3&

-� ������. /� ��� ���
�* k ∈ N, η ∈ (0, 1] � ����
 ���* x ∈ Ω ��
�����∣∣∣b1/2(x)− (
b(x) + η

)1/2∣∣∣2∣∣∣u0,k(x)∣∣∣2 ≤ 4(b(x) + 1)
∣∣∣u0,k(x)∣∣∣2.

I���. ���*�� 5�� �
��
� ��� !��
��
�� �
�
*�� ��� �
���� �
�
!����. ��� ���
��
!� +������
�!� k ∈ N ���� ��)��∥∥∥b1/2u0,k − (

b+ η
)1/2

u0,k

∥∥∥
L2(Ω)

−→
η→0+

0.

-����� �������) ��
 ��

� ��������
���� �����
�* ���
�
{
ηk
}∞
k=1

����8. /�
ηk −→

k→+∞
0 �

∥∥b1/2u0,k − (
b + ηk

)1/2
u0,k

∥∥
L2(Ω)

−→
k→+∞

0. "��&

4����
��

bk(x) := b(x) + ηk, x ∈ Ω, k ∈ N. "�2&
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� �
���� ���
�� ������ ���
� ��������� ���	� ������ �� �$

I���. 
� �������� "�3&%"�2& ������)��

∥∥b1/2u0 − b
1/2
k u0,k

∥∥∥
L2(Ω)

−→
k→+∞

0. "�?&

��� ���
�!� k ∈ N 7 ��)�� !��(����
�(�
 
�����


� uk  ��!����

uk(x, t) =

k∑
i=1

ck,i(t)wi(x), (x, t) ∈ Q, "�H&

�
 ck,1, ck,2, . . . , ck,k % �����5�
� 

�
�
��
� 
� [0, T ] + 
�,�8 ����. /� ������(
� ����

���� ∫

Ω

{
bk(x)uk,twj +

∑
|α|∈M

aα(uk)D
αwj

}
dx =

=

∫
Ω

∑
|α|∈M

fαD
αwj dx, t ∈ [0, T ], j = 1, k, "��&

uk(x, 0) = u0,k(x), x ∈ Ω. "�J&

'������
�7


� "��&. "�J& ���
� ����� ���� �� ����� ��7� ��� ����
�� �������

�* ��+
�

,���(
�* ���
�
( � 

�������� + 
�,���� ck,1, ck,2, . . . , ck,k� '���
� 
���
�
( "��& ���
� ��
��� �� 
�����(
�8 +����� I���. 
� �������� �
��
�� ���
��
 ��

�. )��
���( � �������


� ����0��� ,�)8 ������ ��7� "����. 
��������. #2�$&
��
 ) )��
�� !�����(
�� 88 ����0���� c1,k, . . . .., ck,k � ��
 ���
��

�� 
� �
���� ����
���� [0, Tk〉. �
 Tk ≤ T � < � � ���� � ��� F〉G ��
���) ��� F&G ��� F$G� I��
. + 
�,��
uk ���
��

� 
� �
���
� Ω × [0, Tk〉� 4��
�7
 �� ���
�
�� �,�
��. � ���* � �
 ���
������� ���
���( [0, Tk〉 = [0, T ]�

<
�
� ������)�� ��������
� �,�
�� ��

�� ��������
���� {uk}∞k=1� ���
�����
��� ���
�!� j ∈ {1, . . . , k} ���
���( ����
�� "��& � 
��
��� j 
� ck,j � ���� � )�� ,�
���
����� I�����
 ���
���( ����
�
!� )�� �� t ∈ [0, τ ] ⊂ [0, Tk〉 �. ���������� 5��
"�H&. (16) �� +��� � �
�
!� ��

� �����
���. ��
�����

1

2

∫
Ω

bk(x)|uk(x, τ)|2 dx− 1

2

∫
Ω

bk(x)|u0,k(x)|2 dx+

+

τ∫
0

∫
Ω

{ ∑
|α|∈M

aα(uk)D
αuk

}
dxdt =

τ∫
0

∫
Ω

{ ∑
|α|∈M

fαD
αuk

}
dxdt. "��&

���� 
�� � �
 ������
� 

���
���( L
!�  +����:

ab ≤ ε|a|r(x) + ε
− 1

r−−1 |b|r′(x), a, b ∈ R, ε ∈ (0, 1), "�1&

��� ����
 ���* x ∈ Ω. �
 r ∈ L∞(Ω). r− := ABB inf
x∈Ω

r(x) > 1. r′(x) := r(x)/(r(x) − 1)

��� ����
 ���* x ∈ Ω�



%&
������ ��	
��

���� �����	�

� �
���� ���
�� ������ ���
� ��������� ���	� ������ ��

- "��&. ���������� 5��  ��� (A4) � 

���
���( "�1& � ������
(� ����� ε ∈ (0, 1)
"
��������. ε = 1

2 min{1,K} > 0&. ������)��

∫
Ω

bk(x)|uk(x, τ)|2 dx +K

τ∫
0

∫
Ω

{ ∑
|α|∈M

|Dαuk(x, t)|pα(x)
}
dxdt ≤

≤ C2

τ∫
0

∫
Ω

{ ∑
|α|∈M

|fα(x, t)|p′
α(x)

}
dxdt+ 2

τ∫
0

∫
Ω

g(x, t) dxdt+

+

∫
Ω

bk(x)|u0,k(x)|2 dx, τ ∈ [0, Tk〉, "��&

�
 C2 > 0 % �����. ��� ���
���( ��7
 ��� K � p−α (|α| ∈M)�
	� �������� "�?& ���
� ������� ���
����. /� ��������
���({ ∫

Ω
bk(x)|u0,k(x)|2 dx

}+∞
k=1

) ���
�

�5� I��
. � "��& ��
����� ���� �,�
��∫
Ω

bk(x)|uk(x, τ)|2 dx ≤ C3, "23&

τ∫
0

∫
Ω

{ ∑
|α|∈M

|Dαuk(x, t)|pα(x)
}
dxdt ≤ C4, "2�&

�
 τ ∈ [0, Tk〉 % �����(

. � C3, C4 % �����
� �����. ��� 

 ���
���( ��� τ �� k� 	�
�������� "23& ������)��. ����
��. /� [0, Tk〉 = [0, T ]� I��
. �,�
�� "23&. "2�& ����
���(
� ��� ���
�!� τ ∈ [0, T ]�

-  ���� (A2) �� �,�
�� "2�&. ���������� 5�� 

���
���( 9
�(�
��. ������)��
�,�
� ∫∫

Q

|aα(uk)(x, t)|p′
α(x) dxdt ≤ C5, |α| ∈M, "22&

�
 C5 > 0 % �����. ��� 

 ���
���( ��� k�
I����(�� �������� Lpα(·)(Q). Lp′

α(·)(Q) "|α| ∈M& �
+�
����
� "���� #1. M� J33$&.
�� � �,�
�� "23&. "2�& � "22& ����� )�� ��
 ��

� �����������
���� ��������
����
{uk} ",5 �����������
���( ���
������
�� ��� ���� �� � ��5 ��������
���(&. + 
�,��

u ∈ ◦
W

m,0
p(·) (Q). ũ ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) � χα ∈ Lp′

α(·)(Q) "|α| ∈M& ����*. /�

b
1/2
k uk −→

k→∞
ũ ∗ −������ � L∞(0, T ;L2(Ω)), "2?&

uk −→
k→∞

u ������ �
◦
W

m,0
p(·) (Q), "2H&

aα(uk) −→
k→∞

χα ������ � Lp′
α(·)(Q), |α| ∈M. "2�&
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� �
���� ���
�� ������ ���
� ��������� ���	� ������ �� %�

���
�
��. /� u )  ��!��(


�� ����0����� ������ "�&%"?&� ��� ,(�!� ������� 
���
�����. /�

b
1/2
k −→

k→∞
b1/2 ���(
� � L2(Ω) � ����
 ��5�� 
� Ω. "2J&

<
�
� ���
�
��. /�

ũ = b1/2u ����
 ��5�� 
� Q. "2�&

'������. ��� �����(
�8 + 
�,�8 ψ ∈ C(Q) 
� �������� "2?& ������)��∫∫
Q

b
1/2
k ukψdxdt −→

k→+∞

∫∫
Q

ũψ dxdt. "21&

N
� �� ��  ��!� "2J&. �
!�� ���
���. /� b
1/2
k ψ −→

k→+∞
b1/2ψ �O Lp

̂0
′(·)(Q)� I���. ����

*�� 5�� "2H&. ��
�����∫∫
Q

ukb
1/2
k ψ dxdt −→

k→+∞

∫∫
Q

ub1/2ψ dxdt. "2�&

'������
�7


� "21&. "2�& ��5�( ������� ���
��� ����. /� ��� � �(����8
ψ ∈ C(Q) ������(
� ���
���(∫∫

Q

ũψ dxdt =

∫∫
Q

b1/2uψ dxdt,

� ���
. ������(
�5 ) ���
���( "2�&�
=��
�
�� �����(
� � ��+��� )�� ����� j, k ∈ N ����. /� k ≥ j� ���
�����

���
���( ����
�� "��& � 
��
��� j 
� + 
�,�5 θ ∈ C1([0, T ]) ��� . /� θ(T ) = 0. �
����
�
!� )�� ������
 ���
���( �� t ∈ [0, T ]. ���������)�� +��� � �
�
!� ��

�
�����
���� <���. �
�
*����� �� !��
�,� ��� k → ∞ � ���*�� 5�� "�?&. "�J&. "2?&%
"2�&. ������)��

−θ(0)
∫
Q

b(x)u0(x)wj(x) dx−
∫∫
Q

(
buwj

)
θ′ dxdt+

+

∫∫
Q

( ∑
|α|∈M

(χα − fα)D
αwj

)
θ dxdt = 0. "?3&

- ,�)8 ���
���� �������). /� ��� ���
�* v ∈ Vp � θ ∈ C1([0, T ]). θ(T ) = 0. ������(
�
���
���(

−θ(0)
∫
Q

b(x)u0(x)v(x)dx −
∫∫
Q

(
buv

)
θ′dxdt+

∫∫
Q

( ∑
|α|∈M

(χα − fα)D
αv

)
θdxdt = 0. "?�&

-� ������ ���
: ��/� ����
��� θ = ϕ ∈ C1
0 (0, T ) � "?�&. �� ��
����� ���
���(∫∫

Q

{( ∑
|α|∈M

(χα − fα)D
αv

)
ϕ− (

buv
)
ϕ′
}
dxdt = 0 "?2&



%%
������ ��	
��

���� �����	�

� �
���� ���
�� ������ ���
� ��������� ���	� ������ ��

��� ���
�* v ∈ Vp � ϕ ∈ C1
0 (0, T )� 	� �������� �
�� � "?2& ������)��. /�

u ∈ C
(
[0, T ];Hb(Ω)

)
"??&

� ��� ���
�* v ∈ Vp � θ ∈ C1([0, T ]). θ(T ) = 0 ������(
� ���
���(

−θ(0)
∫
Ω

b(x)u(x, 0)v(x)dx −
∫∫
Q

buvθ′dxdt+
∫∫
Q

( ∑
|α|∈M

(χα − fα)D
αv

)
θdxdt = 0. "?H&

- "?�& � "?H& ����� )�� "H&� <��� 
� �������� "2H& � "??& ���
�� ������� ���
����
��� �
. /� u ∈ U b

p �
=��*�� 5�� "?2&. ��� ���
�


� �����
���� "�& ������
(� �0�� ����. /� ����

���(
� ���
���(∫
Ω

{ ∑
|α|∈M

χα(x, t)D
αv(x)

}
dx =

∫
Ω

{ ∑
|α|∈M

aα(u)(x, t)D
αv(x)

}
dx "?�&

��� � �(����* v ∈ Vp � ����
 ���* t ∈ (0, T )� ��� ,(�!� ���������)�� �
��� ��
��

��

���� "���� #22$&� 4����
�� �����(
 + 
�,�5 w ∈ Wm,0
p(·) (Q)� 	� ��������  ����

(A3) ��� ���
�!� k ∈ N ��
�����

Wk :=

∫∫
Q

{ ∑
|α|∈M

(aα(uk)− aα(w))(D
αuk −Dαw)

}
θ dxdt ≥ 0,

�
 θ(t) = 1− t/T, t ∈ R� -����� ������)��

Wk =

∫∫
Q

{ ∑
|α|∈M

aα(uk)D
αuk

}
θ dxdt−

−
∫∫
Q

{ ∑
|α|∈M

[
aα(uk)D

αw + aα(w)(D
αuk −Dαw)

]}
θdxdt ≥ 0, k ∈ N. "?J&

��� ���
�!� j ∈ {1, . . . , k} ���
����� ���
���( ����
�� "��& � 
��
��� j 
� ck,jθ
� ���� � )�� ������
� ���
���� �� j� >
� �(� 5� ���
���( �
�
!� )�� �� t ∈ [0, T ] �
���������� )�� +��� � �
�
!� ��

� �����
��� �� "�H& � (16)� � ���� �� �����
��)�� ∫∫

Q

{ ∑
|α|∈M

aα(uk)D
αuk

}
θ dxdt =

∫∫
Q

{ ∑
|α|∈M

fαD
αuk

}
θ dxdt−

− 1

2T

∫∫
Q

bk|uk|2 dxdt + 1

2

∫
Ω

bk|u0,k|2 dx, k ∈ N. "?�&

	� �������� "?J& � "?�& ��
�� )��

Wk =

∫∫
Q

{ ∑
|α|∈M

fαD
αuk

}
θ dxdt− 1

2T

∫∫
Q

bk|uk|2 dxdt+ 1

2

∫
Ω

bk|u0,k|2 dx −

−
∫∫
Q

{ ∑
|α|∈M

[
aα(uk)D

αw + aα(w)(D
αuk −Dαw)

]}
θ dxdt ≥ 0, k ∈ N. "?1&
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( "2?&. "2�& �������)

lim
k→∞

inf

∫∫
Q

bk|uk|2 dxdt �
∫∫
Q

b|u|2 dxdt. "?�&

	� �������� "�?&. "2H&. "2�& � "?�&. � "?1& ������)��

0≤ lim
k→∞

supWk≤
∫∫
Q

{ ∑
|α|∈M

fαD
αu

}
θdxdt − 1

2T

∫∫
Q

b|u|2dxdt+ 1

2

∫
Ω

b|u0|2dx−

−
∫∫
Q

{ ∑
|α|∈M

[
χαD

αw + aα(w)(D
αu−Dαw)

]}
θ dxdt. "H3&

- "?2&. ���������� 5�� �
� "���� "�&& � "H&. ��
�����∫∫
Q

{ ∑
|α|∈M

χαD
αu

}
θ dxdt =

∫∫
Q

{ ∑
|α|∈M

fαD
αu

}
θ dxdt −

− 1

2T

∫∫
Q

b|u|2 dxdt+ 1

2

∫
Ω

b|u0|2 dx. "H�&

<��� 
� �������� "H3& � "H�& ����� )��∫∫
Q

{ ∑
|α|∈M

(χα − aα(w))(D
αu−Dαw)

}
θ dxdt ≥ 0. "H2&

4��������7� w = u − λvϕ � "H2&. �
 v ∈ Vp. ϕ ∈ C1
0 (0, T ). λ > 0. � �������7�

������
 

���
���( 
� λ. ��
�����∫∫
Q

{ ∑
|α|∈M

(χα − aα(u − λvϕ))Dαv
}
θϕ dxdt ≥ 0. "H?&

4
�
*����� � "H?& �� !��
�,� ��� λ → 0+ 
� ��������  ��� (A1) � (A2) �� �
��
��
��� !��
��
�� �
�
*�� ��� �
���� �
�
!����. "���� #2?. �� JH1$&. ����� )��∫∫

Q

{ ∑
|α|∈M

(χα − aα(u))D
αv

}
θϕ dxdt = 0,

�
 v ∈ Vp � ϕ ∈ C1
0 (0, T ) % �����(
� + 
�,�8� I���. ���
���( "?�& ������(
��

- "?2&. �
� �� ��  ��!� "?�&. ������)�� "�&� I��
. �� ���
��. /� u )  ��!��(�



�� ����0����� ������ "�&%"?&�

<
�
� ���
�
�� �,�
� "J&� 	
*�� u )  ��!��(


�� ����0����� ������ "�&%"?&�
- "�&. ���������� 5�� �
� � θ ≡ 1. t1 = 0. t2 = τ ∈ (0, T ] "���� "�&&. ������)��

1

2

∫
Ω

b(x)|u(x, τ)|2 dx+

τ∫
0

∫
Ω

{ ∑
|α|∈M

aα(u)D
αu

}
dxdt =

=

τ∫
0

∫
Ω

{ ∑
|α|∈M

fαD
αu

}
dxdt+

∫
Ω

b(x)|u0(x)|2 dx.



%(
������ ��	
��

���� �����	�

� �
���� ���
�� ������ ���
� ��������� ���	� ������ ��

-����� �����
� �� ��!� �� �� �������� 

���
���( "��&. ���*�� 5�� (A4). "�1&. ��
��
� )�� "J&�

<
�
� ���
�
�� )��
���(  ��!��(


�!� ����0��� ������ "�&%"?&� -������ ,

�
����� ��� � ������
�!�� 	
*�� u1 � u2 % ���  ��!��(


� ����0���� ,�)8 �������
>��!��

�� ���
�,5 ��� ���
���5 "�& � u = u2 � ���
���5 "�& � u = u1� 	� ��������
�
�� � w = u1 − u2. θ ≡ 1. t1 = 0. t2 = τ ∈ (0, T ]. ��
�� )�� "���� "�&&

1

2

∫
Ω

b(x)|u1(x, τ) − u2(x, τ)|2 dx +

+

τ∫
0

∫
Ω

{ ∑
|α|∈M

(aα(u1)− aα(u2))(D
αu1 −Dαu2)

}
dxdt = 0, τ ∈ (0, T ].

P� ���
���( �  ���� (A3) ��5�( �������� ���
��� ����. /� ������(
� ���� ��� ����

����:

b|u1 − u2|2 = 0,
∑

|α|∈M

(aα(u1)− aα(u2))(D
αu1 −Dαu2) = 0 ����
 �����( 
� Q.

- �
�7�8 ���
���� �������). /� w(x, t) = 0 ��� ����
 ���* (x, t) ∈ Ω0 × (0, T )� �� !�
���
���( �  ���� (A3) ��5�( ���! ������� ���
����. /� w(x, t) = 0 ��� ����
 ���*
(x, t) ∈ (Ω \ Ω0)× (0, T )� I���. w(x, t) = 0 ��� ����
 ���* (x, t) ∈ Q. ����� u1 = u2�
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