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Дослiджено збiжнiсть методу лiнiйної iнтерполяцiї Курчатова для
розв’язування нелiнiйних операторних рiвнянь у банахових просторах за
узагальненої умови Лiпшиця для подiлених рiзниць першого та другого
порядку. Доведено умови та швидкiсть збiжностi цього методу, знайдено
область єдиностi розв’язку задачi.
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1. Вступ. Нехай задано рiвняння

F (x) = 0, (1)

де F : D ⊆ X → Y – нелiнiйний оператор; X,Y – банаховi простори.
Нехай x, y двi фiксованi точки з D. Лiнiйний оператор F (x, y) з X в Y нази-

ватимемо подiленою рiзницею першого порядку для оператора F за точками x i y,
якщо правильна рiвнiсть [1]

F (x, y)(x − y) = F (x)− F (y). (2)

Вважатимемо, що iснує похiдна Фреше оператора F в D, причому F (x, x) = F ′(x).
Подiленою рiзницею другого порядку вiд функцiї F за точками x, y та z нази-

ватимемо оператор F (x, y, z), який задовольняє умову

F (x, y, z)(y − z) = F (x, y)− F (x, z). (3)

Вiдомим рiзницевим методом розв’язування нелiнiйних рiвнянь є метод хорд

xn+1 = xn − (F (xn, xn−1))
−1F (xn), n = 0,1,2, . . . , (4)

де F (xn, xn−1) – подiлена рiзниця першого порядку, x0, x−1 – заданi.
Метод хорд для розв’язування нелiнiйних операторних рiвнянь у банаховому

просторi дослiджували автори [1, 2, 3, 4, 5] за умови, що подiленi рiзницi нелiнiйного
оператора F задовольняють умову Лiпшиця (Гьольдера) з невiд’ємною постiйною L.
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У [9] дослiджено метод Курчатова за звичайних умов Лiпшиця на подiленi рiзницi
першого та другого порядкiв i доведено квадратичну збiжнiсть його. Iтерацiйна
формула методу Курчатова набула вигляду

xn+1 = xn − (F (2xn − xn−1, xn−1))
−1F (xn), n = 0,1,2, . . . , (5)

де F (u, v) – подiлена рiзниця першого порядку; x0, x−1 – заданi.
У працi [6] для дослiдження методу Ньютона запропонували узагальненi умови

Лiпшиця для оператора похiдної, в яких замiсть константи L використано деяку
додатну iнтегровну функцiю. У нашiй працi [10] введено аналогiчну узагальнену
умову Лiпшиця для оператора подiленої рiзницi першого порядку i за цiєї умови
дослiджено збiжнiсть методу хорд, знайдено порядок збiжностi (1 +

√
5)/2. Ми вво-

димо узагальнену умову Лiпшиця також для подiленої рiзницi другого порядку i
вивчаємо збiжнiсть методу Курчатова (5).

Позначимо B(x0, r) = {x : ‖x − x0‖ < r} ⊂ D – вiдкриту кулю радiуса r з
центром в точцi x0.

Умову на оператор подiленої рiзницi F (x, y)

‖F (x, y)− F (u, v)‖ 6 L(‖x− u‖+ ‖y − v‖) ∀x, y, u, v ∈ D (6)

називають умовою Лiпшиця в областi D з постiйною L.
Якщо виконується умова

‖F (x, y)− F ′(x0)‖ 6 L(‖x− x0‖+ ‖y − x0‖) ∀x, y ∈ B(x0, r), (7)

то ми називаємо її центральною умовою Лiпшиця в кулi B(x0, r) з константою L.
Проте L в умовах Лiпшиця не обов’язково має бути константою, а може бути

додатною iнтегровною функцiєю. У цьому випадку (6 ) i (7) для x0 = x∗ будуть
замiненi, вiдповiдно, на

‖F ′(x∗)−1(F (x, y) − F (u, v))‖ 6

‖x−u‖+‖y−v‖
∫

0

L(u)du ∀x, y, u, v ∈ D (8)

та

‖F ′(x∗)−1(F (x, y)− F ′(x∗))‖ 6

‖x−x∗‖+‖y−x∗‖
∫

0

L(u)du ∀x, y ∈ B(x∗, r). (9)

Водночас умови Лiпшиця (8) i (9) називаються узагальненими умовами Лiпшиця.
Аналогiчно вводимо узагальнену умову Лiпшиця для подiленої рiзницi другого

порядку

‖F ′(x∗)−1(F (u, x, y)− F (v, x, y))‖ 6

‖u−v‖
∫

0

N(u)du ∀x, y, u, v ∈ B(x∗, r), (10)

де N – додатна iнтегровна функцiя.
2. Збiжнiсть методу Курчатова. З радiусу областi збiжностi та порядоку

збiжностi методу Курчатова випливає теорема.
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Теорема 1. Нехай F – нелiнiйний оператор, визначений у вiдкритiй опуклiй облас-
тi D банахового простору X зi значеннями у банаховому просторi Y . Припустимо,
що: 1) F (x) = 0 має розв’язок x∗ ∈ D, у якому iснує похiдна Фреше F ′(x∗) i вона
оборотна; 2) F має подiленi рiзницi першого та другого порядку в B(x∗, 3r) ⊂ D,
якi задовольняють узагальненi умови Лiпшиця

‖F ′(x∗)−1(F (x, y)− F (u, v))‖ 6

‖x−u‖+‖y−v‖
∫

0

L(u)du, (11)

‖F ′(x∗)−1(F (u, x, y)− F (v, x, y))‖ 6

‖u−v‖
∫

0

N(u)du, (12)

де x, y, u, v ∈ B(x∗, 3r), L i N – неспаднi функцiї. Нехай r задовольняє рiвняння

r
∫

0

L(u)du+ 2r

2r
∫

0

N(u)du

1−
(

2r
∫

0

L(u)du+ 2r

2r
∫

0

N(u)du
)

= 1. (13)

Тодi для всiх x0, x−1 ∈ B(x∗, r) iтерацiйний процес (5) коректно визначений i
генерована ним послiдовнiсть {xn}n>0 належить B(x∗, r), збiгається до x∗ i задо-
вольняє нерiвнiсть

‖xn+1 − x∗‖ 6

6

ρ(xn)
∫

0

L(u)du+
‖xn−xn−1‖

∫

0

N(u)du‖xn − xn−1‖

1−
( 2ρ(xn)

∫

0

L(u)du+
‖xn−xn−1‖

∫

0

N(u)du‖xn − xn−1‖
)

‖xn − x∗‖, (14)

де ̺(y) = ‖y − x∗‖. Порядок збiжностi iтерацiйної процедури (5) квадратичний.

Доведення. Доведемо, що функцiї g(t) = 1
t

∫ t

0 L(u)du та h(t) = 1
t

∫ t

0 N(u)du монотон-
но неспаднi стосовно t. Справдi, при монотонностi L отримаємо

( 1

t2

t2
∫

0

− 1

t1

t1
∫

0

)

L(u)du =
( 1

t2

t2
∫

t1

+
( 1

t2
− 1

t1

)

t1
∫

0

)

L(u)du >

> L(t1)
( 1

t2

t2
∫

t1

+
( 1

t2
− 1

t1

)

t1
∫

0

)

du = L(t1)
( t2 − t1

t2
+ t1

( 1

t2
− 1

t1

))

= 0

для 0 < t1 < t2. Отже, g(t) – неспадна стосовно t. Аналогiчно отримуємо для h(t).
Позначимо через An лiнiйний оператор An = F (2xn − xn−1, xn−1). Легко пере-

конатися в такому: якщо xn, xn−1 ∈ B(x∗, r), то 2xn − xn−1, xn−1 ∈ B(x∗, 3r). Тодi
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An – оборотний i виконується нерiвнiсть

‖A−1
n F

′

(x∗)‖ = ‖[I − (I − F
′

(x∗)−1An))
−1‖ 6

6

(

1−
( 2ρ(xn)

∫

0

L(u)du+
‖xn−xn−1‖

∫

0

N(u)du‖xn − xn−1‖
))−1

.
(15)

Справдi, з формул (11) i (12) отримаємо

‖I − F
′

(x∗)−1An‖ = ‖F ′

(x∗)−1(F (x∗, x∗)− F (xn, xn) + F (xn, xn)−

−F (2xn − xn−1, xn−1)‖) = ‖F ′

(x∗)−1(F (x∗, x∗)− F (xn, xn)+

+F (xn, xn)− F (xn, xn−1) + F (xn, xn−1)− F (2xn − xn−1, xn−1))‖ 6

6

2ρ(xn)
∫

0

L(u)du+

+‖F ′

(x∗)−1(F (xn, xn−1, xn)− F (2xn − xn−1, xn−1, xn))(xn − xn−1)‖ 6

6

2ρ(xn)
∫

0

L(u)du+
‖xn−xn−1‖

∫

0

N(u)du‖xn − xn−1‖ <
2r
∫

0

L(u)du+ 2r
2r
∫

0

N(u)du.

З означення r одержуємо

2r
∫

0

L(u)du+ 2r

2r
∫

0

N(u)du = 1−
r

∫

0

L(u)du− 2r

2r
∫

0

N(u)du < 1. (16)

Використовуючи теорему Банаха про обернений оператор [7], отримуємо формулу
(15).

Далi можна записати

‖xn+1 − x∗‖ = ‖xn − x∗ −A−1
n (F (xn)− F (x∗))‖ = ‖ −A−1

n (F (xn, x
∗)−

−An)(xn − x∗)‖ 6 ‖A−1
n F

′

(x∗)‖F ′

(x∗)−1(F (xn, x
∗)−An)‖‖xn − x∗‖.

(17)

Згiдно з умовами (11) i (12) теореми одержуємо

‖F ′

(x∗)−1(F (xn, x
∗)−An)‖ =

= ‖F ′

(x∗)−1(F (xn, x
∗)− F (xn, xn) + F (xn, xn)− F (2xn − xn−1, xn−1)‖) =

= ‖F ′

(x∗)−1(F (xn, x
∗)− F (xn, xn) + F (xn, xn)− F (xn, xn−1)+

+F (xn, xn−1)− F (2xn − xn−1, xn−1))‖ 6

6 ‖F ′

(x∗)−1(F (xn, x
∗)− F (xn, xn))‖+

+‖F ′

(x∗)−1(F (xn, xn−1, xn)− F (2xn − xn−1, xn−1, xn))(xn − xn−1)‖ 6

6

ρ(xn)
∫

0

L(u)du+
‖xn−xn−1‖

∫

0

N(u)du‖xn − xn−1‖.
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З (15) i (17) видно, що виконується (14).
Далi з (14) i (13) отримаємо

‖xn+1 − x∗‖ < ‖xn − x∗‖ < ... < max{‖x0 − x∗‖, ‖x−1 − x∗‖} < r.

Тому iтерацiйний процес (5) коректно визначений i послiдовнiсть, яку вiн породжує,
належить B(x∗, r). З останньої нерiвностi й оцiнки (14) отримуємо lim

n→∞
‖xn−x∗‖ = 0.

Оскiльки послiдовнiсть {xn}n>0 збiгається до x∗, то

‖xn − xn−1‖ 6 ‖xn − x∗‖+ ‖xn−1 − x∗‖ 6 2‖xn−1 − x∗‖,

отже, lim
n→∞

‖xn − xn−1‖ = 0.

Позначимо ρmax = max{ρ(x0), ρ(x−1)}. Оскiльки g(t) i h(t) монотонно неспаднi,
то, враховуючи вирази

ρ(xn)
∫

0

L(u)du =

ρ(xn)
∫

0

L(u)duρ(xn)

ρ(xn)
6

ρmax
∫

0

L(u)duρ(xn)

ρmax

= Aρ(xn),

‖xn−xn−1‖
∫

0

N(u)du =

‖xn−xn−1‖
∫

0

N(u)du‖xn − xn−1‖

‖xn − xn−1‖
<

<

‖x0−x−1‖
∫

0

N(u)du‖xn − xn−1‖

‖x0 − x−1‖
= G‖xn − xn−1‖

та
(

1−
( 2ρ(xn)

∫

0

L(u)du+
‖xn−xn−1‖

∫

0

N(u)du‖xn − xn−1‖
))−1

<

<
(

1−
( 2ρmax

∫

0

L(u)du+
‖x0−x−1‖

∫

0

N(u)du‖x0 − x−1‖
))−1

= H ,

з нерiвностi (14) випливає

‖xn+1 − x∗‖ 6 H(Aρ(xn) +G‖xn − xn−1‖2)‖xn − x∗‖

або

‖xn+1 − x∗‖ 6 C3‖xn − x∗‖2 + C4‖xn − xn−1‖2‖xn − x∗‖. (18)

Очевидно, порядок збiжностi iтерацiйного процесу (5) не перевищує 2, тобто iснують
C5 > 0 i N > 0, що для всiх n > N виконується нерiвнiсть

‖xn − x∗‖ > C5‖xn−1 − x∗‖2.

Оскiльки

‖xn − xn−1‖2 6 (‖xn − x∗‖+ ‖xn−1 − x∗‖)2 6 4‖xn−1 − x∗‖2,
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то з (18) одержимо

‖xn+1 − x∗‖ 6 C3‖xn − x∗‖2 + 4C4‖xn−1 − x∗‖2‖xn − x∗‖ 6

6 (C3 + 4C4/C5)‖xn − x∗‖2 = C6‖xn − x∗‖2.
(19)

З нерiвностi (19) випливає квадратичний порядок збiжностi послiдовностi {xn}n>0

до x∗. Теорему доведено. �

3. Область єдиностi розв’язку рiвняння.

Теорема 2. Припустимо, що: 1) F (x) = 0 має розв’язок x∗ ∈ D, в якому iснує
похiдна Фреше F ′(x∗) i вона оборотна; 2) F має подiленi рiзницi першого порядку
F (x, x∗) в B(x∗, 3r) ⊂ D, якi задовольняють узагальнену умову Лiпшиця

‖F ′(x∗)−1(F (x, x∗)− F ′(x∗)‖ 6

ρ(x)
∫

0

L(u)du ∀x ∈ B(x∗, 3r),

де ρ(x) = ‖x− x∗‖ i L – додатна iнтегровна функцiя. Нехай r задовольняє

r
∫

0

L(u)du 6 1.

Тодi рiвняння F (x) = 0 має єдиний розв’язок x∗ в B(x∗, r).

Доведення. Аналогiчне [10]. �

4. Наслiдки. При вивченнi рiзницевих методiв традицiйними є припущення,
що подiленi рiзницi задовольняють умови Лiпшиця. Вважаючи, що L i N є констан-
тами, отримаємо з теорем 1 та 2 такi наслiдки.

Наслiдок 1. Припустимо, що: 1) F (x) = 0 має розв’язок x∗ ∈ D, в якому iснує
похiдна Фреше F ′(x∗) i вона оборотна; 2) F має подiленi рiзницi першого та другого
порядку F (x, y) i F (x, y, z) в B(x∗, 3r) ⊂ D, якi задовольняють умови Лiпшиця

‖F ′(x∗)−1(F (x, y) − F (u, v))‖ 6 L(‖x− u‖+ ‖y − v‖),
‖F ′(x∗)−1(F (u, x, y)− F (v, x, y))‖ 6 N‖u− v‖,

де x, y, u, v ∈ B(x∗, r), L, N – додатнi числа i r є додатним коренем рiвняння
8Nr2+3Lr−1 = 0. Тодi метод Курчатова (5) збiгається для всiх x−1, x0 ∈ B(x∗, r)
i виконується (14).

Зауважимо, що отримане r збiгається зi значенням, наведеним в [9, 8].

Наслiдок 2. Припустимо, що: 1) F (x) = 0 має розв’язок x∗ ∈ D, в якому iснує
похiдна Фреше F ′(x∗) i вона оборотна; 2) F має подiленi рiзницi першого порядку
F (x, x∗) в B(x∗, 3r) ⊂ D, якi задовольняють умову Лiпшиця

‖F ′(x∗)−1(F (x, x∗)− F ′(x∗))‖ 6 L‖x− x∗‖ ∀x ∈ B(x∗, 3r),

де L – додатне число i r = 1
L
. Тодi рiвняння F (x) = 0 має єдиний розв’язок x∗ у

вiдкритiй кулi B(x∗, r). Таке r залежить тiльки вiд L i не залежить вiд F .
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5. Висновки. У працях [1, 3, 5, 8, 9] дослiджено локальну збiжнiсть мето-
дiв хорд i Курчатова у разi виконання умов Лiпшиця для подiлених рiзниць, якi
мiстять деякi постiйнi Лiпшиця. Ми дослiдили локальну збiжнiсть методу Курчато-
ва за загальнiших умов Лiпшиця, в яких замiсть сталих Лiпшиця використовують
деякi додатнi iнтегровнi функцiї. Отриманi результати мiстять вiдомi як частиннi
випадки.
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KURCHATOV METHOD OF LINEAR INTERPOLATION UNDER
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Stepan SHAKHNO

Ivan Franko National University of L’viv,

Universytetska Str., 1, L’viv, 79000

e-mail: shakhno@is.lviv.ua

Convergence of the Kurchatov’s method for solving nonlinear operator
equations in the Banach spaces under the generalized Lipschitz condition for
the first- and second-order divided differences is investigated. The conditions
and speed of convergence of this method are found. The uniqueness ball for
solution of operator equations is determined.
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МЕТОД ЛИНЕЙНОЙ ИНТЕРПОЛЯЦИИ КУРЧАТОВА ПРИ
ОБОБЩЕННЫХ УСЛОВИЯХ ДЛЯ РАЗДЕЛЕННЫХ
РАЗНОСТЕЙ ПЕРВОГО И ВТОРОГО ПОРЯДКОВ
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Исследовано сходимость метода линейной интерполяции Курчатова для
решения нелинейных операторных уравнений в банаховых пространствах
при обобщенных условиях Липшица для разделенных разностей первого
и второго порядков. Определены условия и скорость сходимости этого ме-
тода, найдено область единственности решения задачи.

Ключевые слова: нелинейное уравнение, итерационный метод, раз-
деленная разность, порядок сходимости.


