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Дослiджено скiнченнi 2-групи, в яких усяка максимально циклiчна пiд-
група має доповнення (DM -групи). Знайдено низку структурних власти-
востей таких груп. Отримано повну характеристику скiнченних DM -груп
експоненти 4.

Ключовi слова: скiнченнi 2-групи, доповнювальнi пiдгрупи, максималь-
но циклiчнi пiдгрупи.

1. Вступ. Нехай G – скiнченна 2-група i S(G) – система усiх її максимально
циклiчних пiдгруп. Якщо усяка пiдгрупа A ∈ S(G) має в G доповнення, то згiдно
з [1] група G називається DM -групою. Суттєвi результати з опису скiнченних DM -
груп отримано в [1-3]. Зокрема, в [2] знайдено необхiднi та достатнi умови того, щоб
скiнченна група G експоненти 2n, n > 4, була DM -групою. Зауважимо, що харак-
теристику DM -груп в [1] подаємо на пiдставi поняття базисної системи циклiчних
пiдгруп, яке фактично є частинним випадком поняття рiвномiрного добутку цик-
лiчних пiдгруп ([4, с. 159-179]). Однак будову скiнченних DM -груп ще не повнiстю
з’ясовано. Зокрема, вiдкритим залишається питання про будову DM -груп експонен-
ти 4 i 8.

Ми отримали низку важливих тверджень стосовно скiнченних DM -груп, а та-
кож знайшли повний опис DM -груп експоненти 4. Крiм того, започатковано дослiд-
ження DK-груп, тобто скiнченних DM -груп, у яких усякий гомоморфний образ є
DM -групою.

Результати дослiджень доповiдали на 7-й Мiжнароднiй алгебричнiй конферен-
цiї в Українi [5].

Усi невизначенi поняття та позначення можна знайти в [1], [2] i [4].
2. Основна частина. Розглядатимемо два класи скiнченних 2-груп: L i H , де

L – клас усiх скiнченних DM -груп, H – множина усiх груп iз L, для яких усякий
гомоморфний образ є DM -групою.

2.1. Загальнi твердження про скiнченнi DM -групи. Нехай G – довiльна скiн-
ченна 2-група. Циклiчна пiдгрупа A = 〈a〉 називається максимально циклiчною в
G, якщо з умови 〈a〉 6 〈b〉 6 G випливає, що 〈a〉 = 〈b〉. Пiдгрупа M називається
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доповнювальною в групi G (має доповнення в G), якщо iснує така пiдгрупа T , що
G =M ·T i M ∩ T = 1 ([1]). Якщо група G є добутком попарно переставних пiдгруп
Mi, тобто G =M1 ·M2 · · ·Mk, то кажуть ([4]), що група G факторизується попарно
переставними пiдгрупами Mi. Згiдно з [4] факторизацiя G = M1 ·M2 · · ·Mk нази-
вається точною, якщо перетин кожної пiдгрупи Mi з добутком усiх iнших пiдгруп
Mj є одиничною пiдгрупою.

Вiдомо [1], що усяка групаG iз L має точну факторизацiю циклiчними пiдгрупа-
ми. Вагомi результати про групи, якi факторизуються своїми попарно переставними
циклiчними пiдгрупами, можна знайти у монографiї М.С. Чернiкова [4]. Оскiльки
клас L не замкнений стосовно гомоморфних образiв [1], то доцiльно провести дослiд-
ження DK-груп, тобто груп iз класу H .

Теорема 1. Нехай G – скiнченна 2-DM-група, яка мiстить власну циклiчну нор-
мальну пiдгрупу T , що збiгається зi своїм централiзатором. Тодi G є групою дiедра
i T – максимальна в G.

Доведення. Нехай T = 〈t〉, |t| = 2n, де n > 1. Зрозумiло, що T – максимально
циклiчна в G, тому G = TλA. Розглянемо довiльну iнволюцiю u ∈ G \ T i доведемо,
що utu = tα, де α = −1 або α = 1 + 2n−1, де n > 3. Оскiльки пiдгрупа T � G, то
utu = tα, де α – непарне число. Для n = 2 отримаємо |t| = 4, тому utu = t3 = t−1.
Припустимо тепер, що n > 3. Приймемо α = 1 + 2l ·m, де m – непарне, а 1 6 l < n,
оскiльки за умовою CG(T ) = T .

За умовою t = u2 · t · u2 = tα
2

, тодi α2 ≡ 1(mod 2n). Отже, одержимо 2l+1 ·

m(1 + 2l−1 ·m) ≡ 0(mod 2n). Припустимо l > 1, тодi n = l + 1, а тому utu = t1+2n−1

.
Нехай тепер l = 1. У цьому випадку α = 1 + 2m, тому α2 = 1 + 4m + 4m2, звiдси
4m(1+m) ≡ 0(mod 2n). Отже, m = −1+2n−2θ, для деякого числа θ. Якщо θ – парне,
то α = 1 + 2m ≡ −1(mod 2n), тому utu−1 = t−1. Нехай тепер θ – непарне число, тодi

α = 1 + 2m ≡ −1 + 2n−1(mod 2
n

), тому utu = t−1+2n−1

, де n > 3.
Доведемо, що для групи G остання рiвнiсть приводить до суперечностi. Нехай

для групи G ця рiвнiсть виконується. Розглянемо пiдгрупу 〈ut〉 = M . Припустимо,
що ut = z2, для деякого z ∈ G. Iз розвинення G = TλA отримаємо z = atα, де a ∈ A.
Оскiльки u не належить T , то a 6= 1. Далi знаходимо ut = atαatα = a2(a−1tαa)tα =
= a2tαstα = a2tα(s+1), де s – непарне число. Звiдси випливає u = a2 i t = tα(s+1),
що неможливо, оскiльки s + 1 парне число. Отож, доведено, що M – максимально

циклiчна пiдгрупа в G. Отримали рiвнiсть (ut)2 = t2
n−1

, тому |ut| = 4. З iншого
боку, максимально циклiчнi пiдгрупи M i T мають нетривiальний перетин, тому
вони мають однаковий порядок ([1], лема 1.2). Оскiльки |ut| = 4, а |t| = 2n, n > 3,

то отримали суперечнiсть. Отже, рiвнiсть utu = t−1+2n−1

для групи G неможлива.
Отож, доведено, що для усякої iнволюцiї u, яка не належить T , одержуємо одну з

рiвностей utu = t−1 або utu = t1+2n−1

.
Доведемо тепер, що A – циклiчна пiдгрупа. За умовою G = TλA i CG(T ) = T ,

тому A iзоморфна деякiй пiдгрупi з групи автоморфiзмiв L = Aut T . Оскiльки L –
абелева група, то i пiдгрупа A – абелева. Припустимо, що A – нециклiчна пiдгрупа. У
цьому випадку в A є три рiзнi iнволюцiї. Нехай це iнволюцiї u, v i w, якi визначають
автоморфiзми ϕ(t) = utu = tα, ψ(t) = vtv = tβ i f(t) = wtw = tγ . Звiдси випливає,
що числа α, β, γ ∈ {−1; 1 + 2n−1}, тому отримаємо суперечнiсть, оскiльки ϕ, ψ i f –
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попарно рiзнi автоморфiзми. Отож, доведено, що A – циклiчна пiдгрупа. Приймемо
A = 〈a〉, |a| = 2m, де m > 1. Оскiльки T � G, то a−1ta = tλ, де λ – непарне число.
Нехай v – iнволюцiя з A.

Припустимо m = 1, тодi a = v. Якщо λ = −1, то at = t−1a, тому G = TλA

– група дiедра, i все доведено. Нехай тепер ata = t1+2n−1

. Пiдгрупа K = 〈at2〉 є
максимально циклiчною в G. Оскiльки (at2)2 = (ata)2 · t2 = t2+2n · t2 = t4 6= 1,
то 〈at2〉 ∩ T 6= {1}. З одного боку, |at2| = 2n−1, а з iншого – |at2| = 2n. Отримали
суперечнiсть, тому випадок λ = 1 + 2n−1 неможливий.

Припустимо тепер m > 2 i iнволюцiя v = a2
m−1

. Одержали vtv = tλ, де λ =
= 1+ 2lw, w – непарне i 1 6 l < n. Розглянемо випадок, коли l = 1, тодi λ = 1+ 2w.
Оскiльки елемент a2 ·t2 ∈ Φ(G), то для деякого елемента z ∈ G отримаємо a2 ·t2 = z2.
Iз рiвностi G = TλA одержимо h = ai ·tj , тому z2 = ai ·tj ·ai ·tj = a2i ·(a−i ·t ·ai)j ·tj =
= a2i · tθ, де θ = (1 + 2w)i · j + j = 2j(1 + wi + 2h), для деякого цiлого h. Оскiльки
T ∩A = {1}, то a2 = a2i, t2 = tθ. Звiдси випливає, що i – непарне, тому число θ = 4ρ.
Отримали суперечнiсть. Отож, доведено, що λ = 1 + 2l · w, де l > 2, (2, w) = 1.

Доведемо рiвнiсть |a| = 2n−l. Iндукцiєю по k > 1 отримуємо рiвнiсть a−2kta2
k

=

= t1+2l+k·θk , де θk – непарне число, l + k 6 n.

Якщо l + k < n, то a2
k

6= 1. Далi, для θ = n − l одержуємо a−2θ · t · a2
θ

= t,

тому a2
θ

∈ CG(T ) ∩A = {1}. Отже, a2
n−l

= 1 i |a| = 2n−l, n− l > 2, a2 6= 1, оскiльки

a2
n−l−1

6= 1.

Iндукцiєю по k доводимо рiвнiсть (at2)2
k

= a2
k

· t2
k+1·θk , де θk – непарне число.

Оскiльки l > 2, то для k = n− l отримаємо (at2)2
n−l

= t2
n−l+1·θk 6= 1. Отримали, що

двi максимально циклiчнi пiдгрупи T i K = 〈at2〉 мають нетривiальний перетин, але
мають рiзнi порядки |T | = 2n, |K| 6 2n−1. Одержали суперечнiсть. Отож, випадок
m > 2 неможливий.

Отже, доведено, що A = 〈a〉 i ata = t−1, |a| = 2, тому G = Tλ〈a〉 – група
дiедра. �

Означення 1. Нехай G – довiльна скiнченна 2-група. Згiдно з [1] система її не-
одиничних пiдгруп S = {M1, ...,Mk} називається базисною системою пiдгруп для
групи G, якщо виконуються такi умови:

1) пiдгрупи Mi попарно переставнi;
2) справджується факторизацiя G =M1 · · ·Mk;
3) факторизацiя є точною, тобто для довiльного i ∈ {1, ..., k} отримаємо
Mi

⋂∏
j 6=iMj = {1}.

В [1] доведено, що для всякої скiнченної DM -групи G експоненти 2n, де n > 2,
знайдеться базисна система циклiчних пiдгруп узгоджених порядкiв. А для експо-
ненти 2n, n > 4, знайдено необхiднi та достатнi умови того, щоб скiнченна група G
була DM -групою. Однак для експоненти 4 i 8 питання про будову DM -груп зали-
шалось вiдкритим.

Позначимо через ℜ клас усiх скiнченних 2-груп G, якi мають базиснi систе-
ми циклiчних пiдгруп. Отже, правильнi включення H ⊂ L ⊂ ℜ. У зв’язку з цим,
доцiльно розглянути такi приклади груп.
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Приклад 1. Групи 16-го порядку: G1 = 〈a, b||a| = |b| = 4; [a, b] = a2 · b2, [a2, b] = 1,
[b2, a] = 1〉, G2 = 〈a, b||a| = 8; |b| = 2; [a, b] = a4〉 мають базиснi системи циклiчних
пiдгруп, однак вони не є DM -групами. Отже, клас L 6= ℜ, оскiльки G1, G2 ∈ ℜ\L.

Приклад 2. (Приклад скiнченної DM -групи G експоненти 8, в якiй усяка макси-
мальна циклiчна пiдгрупа не є нормальною в G). Розглянемо групу R1 = 〈a, b, c〉,
яка визначається такою системою спiввiдношень: Σ = {|a| = |b| = |c| = 8, [a, b] = a4,
[b, c] = b4, [c, a] = c4}. Безпосередньо перевiряється, що така група R1 iснує i
|R1| = 512. Крiм того, R1 є DM -групою, але не є DK-групою.

Теорема 2. Нехай G – довiльна скiнченна 2-DM -група i T – максимально циклiчна
пiдгрупа iз G. Приймемо N = NG(T ) = TλE i M = CE(T ). Тодi виконуються
твердження:

а) централiзатор CG(T ) = T ×M ;
б) пiдгрупа M �N ;
в) якщо пiдгрупа N є DK-групою, то фактор-група N = N�M = TλE

– група дiедра, де |T | = 2m, E = 〈b〉, |b| = 2 i btb = t
−1

, m > 2.

Доведення. Оскiльки за умовою G є DM -групою i T – максимально циклiчна в G,
то у пiдгрупi N є доповнення E до T , тому N = TλE. Для доведення рiвностi а
достатньо довести, що CG(T ) 6 T ×M . Розглянемо елемент v ∈ CG(T ). Тодi v ∈ N ,
тому v = tαu, де u ∈ E. Звiдси випливає, що u = t−αv ∈ CG(T ) ∩ E = M , отже,
елемент v ∈ T ×M . Рiвнiсть а доведено.

Розглянемо елементи a ∈ N i b ∈ M . Тодi [a−1ba, t] = a−1[b, t]a = 1. Доведемо,
що елемент a−1ba ∈ E. Справдi, a ∈ N = TλE, тому a = t1h, де t1 ∈ T , h ∈ E.
Отже, a−1ba = h−1t−1

1 bt1h = h−1bh ∈ E, оскiльки елемент b централiзує T . Звiдси

випливає, що a−1ba ∈M , тому пiдгрупа M �N . Доведемо, що пiдгрупа T збiгається
зi своїм централiзатором у фактор-групi N = N�M = TλE. Для елементiв u ∈ E
i t ∈ T з рiвностi [u, t] = 1 одержимо [u, t] ∈ M , тому [u, t] ∈ E ∩ T = {1}. Звiдси
випливає, що u ∈ M , отже, u = 1. Отримали CN (T ) = T . Група N задовольняє

усi умови теореми 1, тому N = TλE – група дiедра, де |E| = 2, |t| = 2m, E = 〈b〉,

btb = t
−1

. �

У зв’язку з доведеними теоремами 1,2 доцiльно зауважити, що не у всякiй скiн-
ченнiй DM -групi iснує максимально циклiчна пiдгрупа T , для якої CG(T ) = T .
Група R1 (приклад 2) за доведеним не мiстить нормальної максимально циклiчної
пiдгрупи T . Звiдси випливає, що комутант R′

1 * T . Оскiльки R′
1 6 Z(G), то iснує

центральний елемент w ∈ R′
1\T , тому CR1

(T ) 6= T для всякої максимально циклiчної
T iз R1.

Розглянемо скiнченну 2-групу G. Згiдно з [1] базисна система циклiчних пiд-
груп S = {〈a1〉, ..., 〈ak〉} є системою пiдгруп узгоджених порядкiв, якщо iснує на-
туральне число n > 2, що |ai| ∈ {2n−1, 2n}, для усiх i = 1, n (надалi S називається
U -системою). Зауважимо, що наявнiсть U -системи не є необхiдною умовою для DM -
групи G. Наприклад, група дiедра 16-го порядку G = 〈a〉λ〈b〉, де |a| = 8, |b| = 2 i
ab = ba−1, є DM -групою, однак G не мiстить жодної U -системи S.

Теорема 3. Нехай G – скiнченна 2-група i G = D × 〈w〉, де |w| = 2. Група G ∈ ℜ
тодi i тiльки тодi, коли пiдгрупа D ∈ ℜ.
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Доведення. 1. Нехай для пiдгрупи D отримаємо базисну систему циклiчних пiдгруп
Σ = {〈d1〉, ..., 〈ds〉}. Доведемо, що Σ1 = {〈d1〉, ..., 〈ds〉, 〈w〉} – базисна система циклiч-
них пiдгруп для групи G. Рiвностi G = 〈d1〉 · · · 〈ds〉 · 〈w〉 = D · 〈w〉 i D ∩ 〈w〉 = {1}
виконуються за умовою. Очевидно, що для довiльних A,B ∈ Σ1 одержуємо
A ·B = B ·A. Залишається довести, що факторизацiя групи G є точною.

Розглянемо двi пiдгрупи 〈d1〉 i T = 〈d2〉 · · · 〈ds〉 · 〈w〉. Припустимо, що 〈d1〉 ∩T 6=
6= {1}. Якщо |d1| = 2, то d1 ∈ T , тому d1 = dα2

2 · · · dαs

s · wε, де ε ∈ {0, 1}. У випадку
ε = 0 отримуємо суперечнiсть з умовою для пiдгрупи D. Нехай ε = 1, тодi w ∈ D, що
неможливо. Отже, 〈d1〉 ∩ T = {1}. Аналогiчно доводимо, що для довiльного iндексу
1 6 m 6 s одержимо 〈dm〉 ∩K = {1}, де K = 〈d1〉 · · · 〈dm−1〉 · 〈dm+1〉 · · · 〈ds〉 · 〈w〉.
Отже, доведено, що Σ1 – базисна система циклiчних пiдгруп для групи G.

2. Нехай тепер група G має базисну систему циклiчних пiдгруп σ = {〈g1〉, ...,
〈gn〉}. За умовою G = D × 〈w〉 = 〈g1〉 · 〈g2〉 · · · 〈gn〉. Приймемо gi = di · wi, де
di ∈ D, wi ∈ 〈w〉, i = 1, n. Розглянемо множину σ1 усiх неодиничних пiдгруп 〈di〉 iз
множини {〈d1〉, ..., 〈dn〉}. Очевидно, можна вважати, що σ1 = {〈d1〉, 〈d2〉, ..., 〈ds〉}, де
1 6 s 6 n. Доведемо, що 〈di〉 · 〈dj〉 = 〈dj〉 · 〈di〉. За умовою 〈gi〉 · 〈gj〉 = 〈gj〉 · 〈gi〉, звiдси
gi · gj = gαj · gγi , для деяких чисел α, γ. Звiдси di · wi · dj · wj = dαj · wα

j · dγi · wγ
i , тому

di · dj = dαj · dγi ·w
γ+1
i ·wα+1

j . Оскiльки D∩ 〈w〉 = {1}, то wγ+1
i ·wα+1

j ∈ D∩ 〈w〉 = {1},

тому отримали di · dj = dαj · dγi . Отож, 〈di〉 · 〈dj〉 6 〈dj〉 · 〈di〉. Звiдси випливає рiвнiсть
〈di〉 · 〈dj〉 = 〈dj〉 · 〈di〉.

Для довiльного елемента d ∈ D одержимо, що

d = gγ1

1 · · · gγn

n = dγ1

1 · · · dγn

n · wγ1

1 · · · wγn

n ∈ D,

тому wγ1

1 · · ·wγn

n = 1. Звiдси випливає, що d = dγ1

1 · · ·dγn

n , отже, D = 〈d1〉 · · · 〈ds〉. Якщо
s = n, то |G| = |g1|···|gn| = |d1|···|dn| = |D|, що неможливо. Отже, обов’язково s < n.
Можна вважати, що dn = 1, тому gn = w. Отримаємо: |G| = |g1| · · · |gn−1| · |w| = 2 · |D|,
звiдси |g1| · · · |gn−1| = |D| = |〈g1〉 · · · 〈gs〉| = |d1| · · · |dn−1| = |〈d1〉 · · · 〈ds〉|. Оскiльки
s 6 n− 1, то |d1| · · · |ds| = |〈d1〉 · · · 〈ds〉|. Звiдси випливає, що факторизацiя пiдгрупи
D = 〈d1〉 · · · 〈ds〉 є точною. �

Iз доведення теореми 3 безпосередньо випливає наслiдок.

Наслiдок 1. Нехай G – довiльна скiнченна 2-група i G = D× 〈w〉, де |w| = 2. Тодi:
1) якщо Σ = {〈d1〉, ..., 〈dn〉} – базисна система циклiчних пiдгруп для пiдгрупи

D, то σ = Σ ∪ {〈w〉} є базисною системою циклiчних пiдгруп групи G;
2) нехай σ1 = {〈g1〉, ..., 〈gk〉} – базисна система циклiчних пiдгруп групи G i

gi = diwi, де di ∈ D, wi ∈ 〈w〉, i = 1, k, тодi Σ1 = {〈b1〉, ..., 〈bs〉}, де 〈bj〉 усi неодинич-
нi пiдгрупи з системи {〈d1〉, ..., 〈dk〉} є базисною системою циклiчних пiдгруп для
пiдгрупи D.

2.2. Будова DM -груп експоненти 4.
Позначимо через L4 клас усiх скiнченних DM -груп експоненти 4. Як вiдомо [1],

скiнченна 2-група G ∈ L4 тодi i тiльки тодi, коли виконуються такi двi умови:
а) усяка циклiчна пiдгрупа 4-го порядку 〈g〉 має доповнення в групi G;
б) усяка iнволюцiя f ∈ Φ(G) є квадратом деякого елемента z ∈ G.
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Зауважимо, що умови а i б незалежнi. Наприклад, група 16-го порядку
G3 = 〈a, b|a4 = b4, ab = ba−1〉 задовольняє умову а i не задовольняє умову б, оскiль-
ки 〈a2b2〉 – максимально циклiчна в G i не має в G доповнення. З iншого боку, група
кватернiонiв 8-го порядку Q, очевидно, задовольняє умову б i не задовольняє умову
а. Клас L4 достатньо широкий. Зокрема, до класу L4 належать такi групи:

1) усяка скiнченна абелева 2-група R2 експоненти 4;
2) група R3 = D ×B, де B – абелева група експоненти 6 4, а D – група дiедра

8-го порядку;
3) група 32-го порядку

R4 = 〈g, a, b||g| = |a| = 4, |b| = 2, [g, a] = g2a2, [g, b] = g2, [a, b] = a2〉;

4) група типу R5 = Aλ〈w〉, де A = R2, |w| = 2 i комутатор [a, w] = a2, для
всякого a ∈ A.

Правильна така теорема.

Теорема 4. Клас груп L4 замкнений стосовно прямих добуткiв скiнченної кiль-
костi груп i не замкнений стосовно гомоморфних образiв.

Доведення. Розглянемо двi групи A,B iз L4 i доведемо, що група G = A × B є
DM -групою. Нехай 〈g〉 довiльна максимально циклiчна пiдгрупа з G. За умовою
g = a1 · b1, де a1 ∈ A i b1 ∈ B. Обов’язково |a1| = 4 або |b1| = 4. Можна вважати
|a1| = 4. У цьому випадку для пiдгрупи 〈a1〉 iснує доповненняM у групi A. Очевидно,
M · B – пiдгрупа групи G, яка не мiстить iнволюцiю a21, тому 〈a1〉 ∩ (M · B) = {1}.
Звiдси випливає, що G = 〈a1〉 · (M ·B), тобто M ·B – доповнення до 〈a1〉 у групi G,
тому G = 〈g〉 · (M ·B). Залишилось довести, що 〈g〉 ∩ (M · B) = {1}. Справдi, нехай
h ∈ 〈g〉 ∩ (M · B) тодi h = gl = u · b2, де u ∈M , b2 ∈ B, тому (a1 · b1)

l = u · b2, отже,

al1 · b
l
1 = u · b2. Отож, u−1 · al1 = b2 · b

−l
1 ∈ A∩B = {1} звiдси випливає, що u = al1 = 1,

тому l
...4, i отже, h = 1.

Нехай iнволюцiя f ∈ Φ(G). Одержимо f = f1 · f2, де f1 ∈ Φ(A), f2 ∈ Φ(B),
тому f1 = a2, f2 = b2, де a ∈ A, b ∈ B. Звiдси f = (ab)2. Отже, доведено, що G –
DM -група.

Розглянемо групу 32-го порядку G = 〈g〉 · 〈a〉 · 〈w〉, де |g| = |a| = 4, |w| = 2,
[a, w] = 1, [g, a] = [g, w] = g2. Безпосередньо перевiряється, що G є DM -групою i для
iнволюцiї z = g2 · a2 фактор-група G = G/〈z〉 не є DM -групою.

�

Безпосередньо з доведених теорем 2-4 випливають такi твердження.

Наслiдок 2. Нехай G – скiнченна група експоненти 4 i G = A×B. Для того, щоб
G була DM -групою необхiдно i достатньо, щоб пiдгрупи A,B були DM -групами.

Наслiдок 3. Нехай G – скiнченна DM -група експоненти 4. Якщо у групi G iснує
циклiчна пiдгрупа T = 〈t〉 4-го порядку, яка збiгається зi своїм централiзатором,
то G – група дiедра 8-го порядку.

Теорема 5. Усяка скiнченна DM -група G експоненти 4, яка має базисну систему
циклiчних пiдгруп 4-го порядку, є абелевою групою.
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Доведення. Нехай G задовольняє умови теореми i Σ = {A1, ..., Ak} – базисна сис-
тема циклiчних пiдгруп Ai = 〈ai〉 4-го порядку. Доведемо, що пiдгрупа Фраттiнi
Φ(G) = 〈a21〉 · · · 〈a

2
k〉. Оскiльки exp G = 4 i для довiльного елемента f 6= 1 iз Φ(G)

одержимо f = z2, для деякого z ∈ G, то f2 = 1. Отже, Φ(G) – елементарна абелева
пiдгрупа групи G. Звiдси випливає, що M = 〈a21〉 · · · 〈a

2
k〉 нормальна пiдгрупа в G i

на групi G виконується тотожнiсть [x2, y2] = 1. Комутатор [ai, aj ] ∈ 〈a2i 〉 · 〈a
2
j〉, тому

комутант G′ 6M �G. Оскiльки фактор-група G = G/M – елементарна абелева, то
M = Φ(G) = Φ.

Iз доведеного випливає, що |Φ(G)| = 2k i |G/Φ(G)| = 2k, оскiльки для групи G
система елементiв {a1, ..., ak} – мiнiмальна система твiрних. Розглянемо вiдображен-
ня ψ : G→ Φ, яке визначається так: для класу сумiжностi gΦ приймемо ψ(gΦ) = g2.
Очевидно, що ψ не залежить вiд елемента z ∈ gΦ. Справдi, якщо z = gf , то z2 = g2.
Iз доведеного випливає, що ψ – взаємно однозначне вiдображення G/Φ на Φ. Звiдси
випливає, що з рiвностi x2 = y2 отримаємо xΦ = yΦ, для x, y ∈ G.

Припустимо тепер, що G – неабелева група. Iснують елементи ai, aj такi, що
комутатор [ai, aj ] 6= 1. Одержуємо [ai, aj ] = bi · bj, де bi ∈ 〈a2i 〉, bj ∈ 〈a2j〉. Крiм того,
bi 6= 1 або bj 6= 1. Розглянемо такi випадки.

Нехай bi = 1, bj = a2j . Тодi (aiaj)
2 = a2i a

2
j · [ai, aj] = a2i . Звiдси отримаємо

ψ(aiajΦ) = ψ(aiΦ), тому aiajΦ = aiΦ. Iз останньої рiвностi випливає aj ∈ Φ, що не-
можливо, оскiльки за умовою aj – твiрний елемент групи G. Аналогiчно отримуємо
суперечнiсть i у випадку bi = a2i , bj = 1.

Нехай тепер bi = a2i , bj = a2j . Тодi (aiaj)
2 = 1, тому aiajΦ = Φ, звiдси aiaj ∈ Φ,

що неможливо, оскiльки aiaj 6= 1.
Отож, доведено, що [ai, aj ] = 1. Отже, доведено, що G – абелева група. �

Теорема 6. Для довiльної скiнченноїDM -групи G експоненти 4 виконуються такi
твердження:

1) якщо |g| = 4 i B – доповнення до пiдгрупи 〈g〉 у групi G, то Φ(G) = 〈g2〉 ·
(Φ(G) ∩B) i пiдгрупа Φ(G) ∩B �G;

2) пiдгрупа Фраттiнi Φ = Φ(G) елементарна абелева i мiститься в центрi
групи G;

3) якщо група G – неабелева, то система Σ = {x4 = 1, [x, y, z] = 1, [x2, y] = 1}
задає базис тотожностей на групi G;

4) нехай S = {〈a1〉, ..., 〈am〉, 〈v1〉, ..., 〈vl〉} – базисна система циклiчних пiдгруп,
де |ai| = 4, |vj | = 2, тодi пiдгрупа Фраттiнi Φ(G) = 〈a21〉× ...×〈a2m〉. Крiм того, для
всякого i ∈ {1, ...,m} пiдгрупа Mi = 〈ai〉 · E, де E = 〈v1〉 × ...× 〈vl〉 є DM -групою.

Доведення. 1. За умовою exp G = 4 i |g| = 4, тому 〈g〉 – максимально циклiчна
в G. Отже, iснує доповнення B до пiдгрупи 〈g〉, тобто G = 〈g〉B, 〈g〉 ∩ B = {1}.
За теоремою Вiланда [4] (лема 1.26) пiдгрупа Фраттiнi Φ = Φ(G) факторизується
стосовно розкладу G = 〈g〉 · B, тобто одержуємо рiвнiсть

Φ = (Φ ∩ 〈g〉) · (Φ ∩B) = 〈g2〉 · (Φ ∩B).

Доведемо, що пiдгрупа Φ∩B�G. НехайM =
⋂

z∈G z
−1Bz, тобтоM – найбiльша

нормальна пiдгрупа з G, яка мiститься в B. Розглянемо фактор-групу G = G/M =
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= 〈g〉 · B, де 〈g〉 ∩ B = {1}, B = B/M i |g| = |g|. Якщо G – абелева, то комутант
G′ 6M 6 B, тому Φ ∩B �G.

Припустимо, що G – неабелева група. Доведемо, що пiдгрупа 〈g〉 збiгається зi
своїм централiзатором у групi G. Припустимо, що iснує елемент c 6= 1 iз B такий,
що [g, c] = 1, де c ∈ B\M . Розглянемо пiдгрупу B1 = 〈b−1cb|b ∈ B〉. Очевидно, M1 =
=M ·B1�G. ОскiлькиM < M1 6 B, то отримали суперечнiсть. Отож, CG(〈g〉) = 〈g〉.

Очевидно, exp G = 4, оскiльки |g| = |g| = 4. Одержимо центр Z(G) 6 〈g〉. За
наслiдком 3, G = 〈g〉λB – група дiедра 8-го порядку. Припустимо, що iнволюцiя
f ∈ (Φ ∩ B)\M , тодi для деякого елемента h 4-го порядку iз G, отримаємо f = h2,

тому 〈h〉∩M = {1}. Оскiльки |f | = 2, то |h| = 4. Звiдси випливає, що 〈g〉 = 〈h〉, тому
f ∈ 〈g〉 ∩B, що суперечить умовi. Отож, Φ ∩B 6M , тому Φ ∩B = Φ ∩M �G.

Доведемо тепер, що пiдгрупа Фраттiнi Φ(G) 6 Z(G). Розглянемо елемент
f ∈ Φ(G)\Z(G). Iснує такий елемент u ∈ G, що [f, u] = v 6= 1. Оскiльки v ∈ Φ(G), то
iснує елемент 4-го порядку g ∈ G такий, що v = g2. Нехай G = 〈g〉 ·B, 〈g〉 ∩B = {1}.
За доведеним, пiдгрупа Φ(G) = 〈v〉 × (B ∩ Φ), оскiльки Φ = Φ(G) елементарна
абелева пiдгрупа та елемент v не належить B. Очевидно, M = 〈v〉 · B – пiдгрупа
групи G. Оскiльки 〈v〉 ∩B = {1} i v2 = 1, то B �M . Для елементiв f, u одержуємо:
f = vγ · b, u = gα · t, де b ∈ Φ ∩ B, t ∈ B. Тодi v = [f, u] = [vγ , t] · w, для деякого
w ∈ B ∩ Φ, тому елемент v ∈ B, що суперечить умовi 〈g〉 ∩B = {1}.

Iз доведеного випливає, що пiдгрупа Фраттiнi Φ(G) 6 Z(G).
Оскiльки, за доведеним, комутант G′ 6 Φ(G) 6 Z(G), то на всякiй скiнченнiй

DM -групi G виконуються тотожностi з системи Σ = {x4 = 1, [x, y, z] = 1, [x2, y] = 1}.
Нехай G – неабелева група i w(x1, ..., xl) = 1 – довiльна тотожнiсть, яка виконує-
ться на групi G. За вiдомою теоремою Х.Нейман ([8], теорема 12.12) тотожнiсть
w(x1, ..., xl) = 1 рiвносильна системi тотожностей σ = {xm = 1, t(x1, ..., xk) = 1},
де m > 0, а t(x1, ..., xk) – деяке комутаторне слово ([8], с.16). Очевидно, з систе-
ми Σ випливають тотожностi: [x, y]2 = 1; [xy, z] = [x, z][y, z], тому на групi G слово
t(x1, ..., xk) рiвносильне 1 або [x1, x2]. Оскiльки G′ 6= {1}, то на G отримаємо рiвнiсть

t(x1, ..., xk) = 1. Зрозумiло також, що показник m
...4.

Отже, доведено, що Σ – базис тотожностей на групi G.
Доведення твердження 4. Нехай S = {〈a1〉, ..., 〈am〉, 〈v1〉, ..., 〈vl〉} – базисна сис-

тема циклiчних пiдгруп DM -групи G. За лемою 3.2 iз [1] одержуємо Φ(G) = 〈a21〉 ×
...× 〈a2m〉. Доведемо тепер, що Mi = 〈ai〉E є DM -групою.

Очевидно, усяка пiдгрупа 〈h〉 4-го порядку з Mi має доповнення у пiдгрупi Mi.
Розглянемо iнволюцiю f ∈ Φ(Mi) i доведемо, що iснує елемент z ∈ Mi такий, що
f = z2. Оскiльки Φ(Mi) 6 Φ(G), то iнволюцiя f ∈ Φ(G)∩Mi 6 〈a2i 〉. Отже, отримали
f = a2i . �

Зауваження 1. 1. Iз теореми 6 випливає, що усяка скiнченна неабелеваDM -група G
експоненти 4 породжує многовид груп γ, який визначається системою тотожностей
Σ = {x4 = 1, [x, y, z] = 1, [x2, y] = 1}.

2. Надалi будемо вважати, що група G ∈ γ∩L4 i не мiстить центральних твiрних
елементiв (теорема 4).

Правильне таке твердження.
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Теорема 7. Нехай скiнченна група G ∈ γ i G = 〈g〉λD. Група G є DM -групою тодi
i тiльки тодi, коли виконуються умови:

1) пiдгрупа D є DM -групою;
2) для всякого елемента d ∈ D iснує такий елемент d1 ∈ D, що d2 = d21 i

[g, d1] = 1.

Доведення. Нехай скiнченна група G є DM -групою i G = 〈g〉⋋D. Якщо |g| = 2, то
G = 〈g〉 ×D. Звiдси випливає, що D є DM -групою. Припустимо тепер, що |g| = 4.
Очевидно, що всяка циклiчна пiдгрупа 〈d〉 4-го порядку з D має в D доповнення.
Нехай iнволюцiя f ∈ Φ(D) 6 Φ(G). За умовою iснує елемент z ∈ G такий, що z2 = f .
Далi, нехай z = gα·d, де d ∈ D. Звiдси, f = z2 = g2α·d2·[gα, d], тому f ·d2 ∈ 〈g〉∩D = 1.
Отже, f = d2 i все доведено.

Розглянемо тепер елемент d ∈ D. Для iнволюцiї w = g2d2 iснує елемент
z ∈ G такий, що w = z2. Приймемо z = gγd1, де d1 ∈ D. Тодi w = z2 = (gγd1)

2 =
= g2γd21[g

γ , d1] = g2d2, звiдси одержуємо рiвностi d21 = d2 i g2 = g2γ [gγ , d1]. Оскiльки
g2 6= 1, то γ – непарне, тому [g, d1] = 1. Отож, необхiднiсть умов 1 i 2 доведено.

Доведемо тепер обернене твердження. Нехай група G задовольняє умови 1 i
2. Доведемо, що G є DM -групою. Розглянемо циклiчну пiдгрупу 4-го порядку 〈z〉
iз групи G = 〈g〉λD. Отримали z = gαd, де d ∈ D. Якщо z2 не належить D, то
доповненням до 〈z〉 є пiдгрупа D.

Припустимо, що z2 ∈ D. У цьому випадку d 6= 1 i z2 = g2αd2α[g2α, d], тому
z2 = d2 i |d| = 4. За умовою до пiдгрупи 〈d〉 iснує доповнення D1 у пiдгрупi D.
Оскiльки 〈g〉�G, то M = 〈g〉D1 – пiдгрупа групи G i |D| = |M |. Якщо z2 = d2 ∈M ,
то d2 = gεd1, де d1 ∈ D1. Звiдси одержуємо gε = 1 i d2 = d1 ∈ D1, що неможливо.
Отже, 〈z〉 ∩M = {1}, тому G = 〈z〉M . Отже, доведено, що для 〈z〉 iснує доповнення
M у групi G.

Розглянемо тепер iнволюцiю f ∈ Φ(G). За умовою f = gγd, де d ∈ D. Якщо
γ – непарне, то g ∈ D · Φ(G) = G, тому D = G, що неможливо. Отож, доведено
γ ∈ {0, 2}. Якщо γ = 0, то f = d ∈ D. За умовою D є DM -групою, отже, f = h2 для
деякого h ∈ D.

Припустимо, що γ = 2, тобто f = g2d. Оскiльки елемент d ∈ Φ(G), то
d = y21 · · · y2k, для деяких yi ∈ G, i = 1, k. За умовою yi = giθi, де gi ∈ 〈g〉, θi ∈ D.
Звiдси d = (g1θ1)

2 · · · (gkθk)
2 = gmθ21θ

2
2 · · · θ2k, для деякого m ∈ {0, 1, 2, 3}. Оскiльки

〈g〉 ∩ D = {1}, то gm = 1, тому d = θ21 · · · θ2k = h2, де h ∈ D. Отримали iнволюцiю
f = g2h2. За умовою iснує елемент d1 ∈ D такий, що h2 = d21, [g, d1] = 1. Звiдси
отримаємо f = g2d21 = (gd1)

2. Отже, доведено, що G є DM -групою. �

Наслiдок 4. Усяка скiнченна група G ∈ γ вигляду G = 〈g〉λE, де |g| = 4, а E –
елементарна абелева, є DM -групою.

Теорема 8. Для того, щоб скiнченна неабелева група експоненти 4 була DM -
групою, необхiдно i достатньо, щоб виконувалися умови:

1) для групи G iснує базисна система циклiчних пiдгруп S = {〈a1〉, ..., 〈am〉,
〈v1〉, ..., 〈vl〉}, де |ai| = 4, |vj | = 2, i ∈ {1, ...,m}, j ∈ {1, ..., l};

2) для довiльних елементiв b1, ..., bs ∈ {a1, ..., am} iснує елемент v ∈ E = 〈v1〉×
· · · × 〈vl〉 такий, що b21 · · · b

2
s = (b1 · · · bs · v)

2;
3) група G ∈ γ.
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Доведення. Необхiднiсть. Нехай G – довiльна скiнченна група експоненти 4 i
|G| = 2n. За теоремою 6, група G належить многовиду γ. Iснування базисної систе-
ми циклiчних пiдгруп для групи G доведено в [1] (теорема 4.1). За умовою група
G – неабелева. Зрозумiло, що у цьому випадку базисна система S мiстить циклiчнi
пiдгрупи 〈ai〉 4-го порядку та пiдгрупи 〈vi〉 2-го порядку. Розглянемо випадки.

а) Для n = 3; 4 або 5 твердження перевiряється безпосередньо. Справдi, якщо
n = 3 або 4, то група G = D8 або G = D8 × 〈u〉, де u2 = 1, D8 – група дiедра
8-го порядку. Оскiльки для такої групи G пiдгрупа Фраттiнi Φ(G) = {1, a2}, то
твердження очевидне.

Нехай n = 5, тобто G – неабелева група 32-го порядку. У цьому випадку група
G ∈ {G1, G2, G3, G4}, де

G1 = D8 × 〈b〉, |b| = 4;
G2 = (〈g〉 × 〈a〉)λ〈u〉, де |g| = |a| = 4, |u| = 2, [g, u] = g2, [a, u] = a2;
G3 = D8 ×A∗

4, де A∗
4 – група Клейна 4-го порядку;

G4 = R = 〈g〉〈a〉〈v〉, де |g| = |a| = 4, |v| = 2, [g, a] = g2a2, [g, v] = g2, [a, v] = a2.
Для груп G1, G2 i G3 усе очевидно.
Нехай G = G4 = R. Пiдгрупа Фраттiнi Φ(G) = {1, g2, a2, g2a2}. Одержуємо, що

g2a2 = (gav)2, тому для n = 5 твердження доведено.
б) Припустимо тепер, що твердження правильне для фiксованого числа n > 5.

Розглянемо довiльну неабелеву групу G порядку |G| = 2n+1 i нехай S = {〈a1〉, ...,

〈am〉, 〈v1〉, ..., 〈vl〉}, де |ai| = 4, |vj | = 2, i = 1,m, j = 1, l.

Приймемо 〈w〉 = 〈a2m〉 i розглянемо фактор-групу G = G/〈w〉 = 〈a1, ..., am−1,
am, v1, ..., vl〉, де |a1| = ... = |am−1| = 4; |am| = |v1| = ... = |vl| = 2. Оскiльки G є
DM -група i |G| = 2n, то твердження виконується для групи G.

Розглянемо iнволюцiю f = b1 · · · bs, де 1 6 s < m, b1, ..., bs ∈ {a1, ..., am−1},

тодi b1, ..., bs ∈ {a1, ..., am−1} i b1
2
· · · bs

2
= (b1 · · · bsv)

2, звiдси отримаємо рiвнiсть
b21 · · ·b

2
s = (b1 · · ·bsv)

2wγ , де γ ∈ {0, 1} i v ∈ E. Якщо γ = 1, то iнволюцiя w мiститься у
пiдгрупi Dm = 〈a1〉 · · · 〈am−1〉 ·E, що суперечить умовi. Отож, γ = 0, тому одержуємо
необхiдну рiвнiсть b21 · · · b

2
s = (b1 · · · bsv)

2.
Нехай тепер s = m. У цьому випадку отримаємо, що f = a21 · · · a

2
m. Оскiльки

G є DM -групою, то f = (a1 · · · amv)
2, де v ∈ E i все доведено. Отже, необхiднiсть

доведено.
Достатнiсть. За умовою для скiнченної неабелевої групи G справджуються

твердження 1, 2 i 3. Оскiльки G ∈ γ, то пiдгрупа M = 〈a21〉 × ... × 〈a2m〉 6 Z(G)
i фактор-група G/M – елементарна абелева. Звiдси випливає, що пiдгрупа Фраттiнi
Φ(G) =M .

Розглянемо циклiчну пiдгрупу 〈z〉 4-го порядку з групи G. Тодi z2 ∈ Φ(G) i
нехай z2 = b21 · · · b

2
s, для деяких b1, ..., bs ∈ {a1, ..., am}. Можна вважати, що b1 = a1.

ПриймемоD1 = 〈a2〉···〈am〉·E. Тодi 〈z〉∩D1 = {1} i 〈z〉D1 = G, тобтоD1 – доповнення
до пiдгрупи 〈z〉. Для довiльної iнволюцiї f ∈ Φ(G) одержуємо f = d21 · · · d2r , де
d1, ..., dr ∈ {a1, ..., am}. За умовою 2 iснує елемент v ∈ E = 〈v1〉 × ...× 〈vl〉 такий, що
f = (d1 · · · dr · v)

2. Отож, доведено, що G – DM -група. �
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Наслiдок 5. Нехай G – скiнченна DM -група експоненти 4 i S = {〈a1〉, ..., 〈am〉,
〈v1〉, ..., 〈vl〉} – базисна система циклiчних пiдгруп групи G. Для усякого i ∈ {1, ..,m}
пiдгрупа Gi = 〈ai〉 · · · 〈am〉 ·E є DM -групою.

Наслiдок 6. Нехай G – скiнченна DM -група експоненти 4 i S = {〈a1〉, ..., 〈am〉,
〈v1〉, ..., 〈vl〉} – базисна система циклiчних пiдгруп групи G. Розглянемо довiльну
iнволюцiю v ∈ E i нехай [a1, v] = 1. Тодi для a∗1 = a1v система S1 = {〈a∗1〉, 〈a2〉, ...,
〈am〉, E} – є базисною системою циклiчних пiдгруп.

Сформулюємо проблеми подальших дослiджень.

Проблема 1. Знайти необхiднi та достатнi умови того, щоб скiнченна група G
експоненти 8 була DM -групою.

Проблема 2. Нехай G – мiнiмальна неабелева DM -група експоненти 8. Знайти
базис тотожностей групи G.

3. Висновки. 1. Доведено твердження, якi стосуються будови скiнченних DM -
груп довiльної експоненти (теореми 1, 2, 3).

2. Проведено детальне дослiдження скiнченних DM -груп експоненти 4 (теореми
6, 7). Знайдено необхiднi та достатнi умови того, щоб скiнченна група G експоненти
4 була DM -групою.
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Исследовано конечные 2-группы, у которых всякая максимальная ци-
клическая подгруппа имеет дополнение (DM -группы). Установлено ряд
структурных свойств таких групп. Получено полную характеристику ко-
нечных DM -групп экспоненты 4.
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