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1. Вступ. Для степеневих рядiв f(z) =
∞
∑

k=0

fkz
k i g(z) =

∞
∑

k=0

gkz
k з радiусами

збiжностiR[f ] i R[g] ряд (f∗g)(z) =
∞
∑

k=0

fkgkz
k називається адамаровою композицiєю.

Добре вiдомо [1-2], що R[f ∗ g] ≥ R[f ]R[g]. Отриманi Ж. Адамаром властивостi цiєї
композицiї знайшли застосування [2-3] в теорiї аналiтичного продовження функцiй,
зображених степеневими рядами. За умови R[f ] > 0 i 0 ≤ r < R[f ] нехай µf (r) =
= max{|fk|r

k : k ≥ 0} – максимальний член степеневого розвинення функцiї f .
Дослiдженню асимптотичного поводження функцiй µf(n)∗g(n)(r) i µ(f∗g)(n)(r) у ви-

падку, коли f i g – цiлi функцiї, присвятив свої працi М. Сен [4-5]. Зокрема вiн довiв
[5] таке: якщо функцiя (f ∗ g) має порядок ̺ i нижнiй порядок λ, то для будь-якого
ε > 0 i всiх r ≥ r0(ε)

µ(f∗g)(n)(r)r(n+2)λ−1−ε ≤ µf(n+1)∗g(n+1)(r) ≤ µ(f∗g)(n)(r)r(n+2)̺−1+ε.

Безпосереднiм узагальненням степеневих рядiв є ряди Дiрiхле з невiд’ємними зрос-
таючими до +∞ показниками. Тому задача про властивостi адамарової композицiї
таких рядiв Дiрiхле є природною i їй ми присвячуємо нашу статтю.

c© Мулява О., Шеремета М., 2012
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2. Збiжнiсть адамарової композицiї. Нехай (λn) – зростаюча до +∞
послiдовнiсть невiд’ємних чисел (λ0 = 0), а ряди Дiрiхле

F (s) =

∞
∑

k=0

fk exp{sλk}, s = σ + it, (1)

i

G(s) =

∞
∑

k=0

gk exp{sλk}

мають абсциси абсолютної збiжностi σa[F ] i σa[G]. Адамаровою композицiєю цих
рядiв будемо називати ряд Дiрiхле

(F ∗G)(s) =

∞
∑

k=0

fkgk exp{sλk}. (2)

Твердження 1. Якщо σa[F ] > −∞ i σa[G] > −∞, то σa[F ∗G] ≥ σa[F ] + σa[G].

Доведення. Справдi,
∞
∑

k=0

|gk| exp{σ
∗λk} < +∞ для довiльного σ∗ < σa[G], а

∞
∑

k=0

|fk| exp{(σ − σ∗)λk} < +∞ для довiльного σ < σa[F ] + σ∗. Тому

∞
∑

k=0

|fk||gk|e
σλk =

∞
∑

k=0

|fk|e
(σ−σ∗)λk |gk|e

σ∗λk ≤

∞
∑

k=0

|fk|e
(σ−σ∗)λk

∞
∑

k=0

|gk|e
σ∗λk < +∞,

для довiльного σ < σa[F ]+σ∗, тобто σa[F ∗G] ≥ σa[F ]+σ∗, а з огляду на довiльнiсть
σ∗ отримуємо потрiбну нерiвнiсть. �

Зауважимо, що нерiвнiсть σa[F ∗ G] ≥ σa[F ] + σa[G] правильна також, коли
σa[F ] = −∞ i σa[G] < +∞, якщо σa[F ] = −∞ i σa[G] = +∞, то σa[F ∗ G] мо-
же дорiвнювати будь-якому c ∈ [−∞,+∞]. Зауважимо ще, що обернена нерiвнiсть
σa[F ∗G] ≤ σa[F ] + σa[G] загалом не є правильною.

Твердження 2. Рiвностi σa[F ∗G] = σa[(F ∗G)(n)] = σa[F
(n) ∗G(n)] правильнi для

будь-якого n ∈ N.

Доведення. Оскiльки

(F ∗G)(n)(s) =
∞
∑

k=1

λn
kfkgk exp{sλk} (3)

i

(F (n) ∗G(n))(s) =

∞
∑

k=1

λ2n
k fkgk exp{sλk}, (4)

то

(F (n) ∗G(n))(s) = (F ∗G)(2n)(s). (5)

Звiдси випливає, що достатньо довести рiвнiсть σa[F ∗ G] = σa[(F ∗G)′], тобто, що
для кожного ряду Дiрiхле (1) σa[F ] = σa[F

′].
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Оскiльки F ′(s) =
∞
∑

k=1

λkfk exp{sλk}, то зрозумiло, що σa[F
′] ≤ σa[F ] i σa[F ] =

= σa[F
′], якщо σa[F ] = −∞. Якщо ж σa[F ] > −∞, то для довiльного числа σ < σa[F ]

iснує таке натуральне число k0(σ), що
ln λk

λk

≤
σa[F ]− σ

2
для k ≥ k0(σ), i отже,

∞
∑

k=k0(σ)

λk|fk| exp{σλk} =

∞
∑

k=k0(σ)

|fk| exp

{

λk

(

σ +
ln λk

λk

)}

≤

≤
∞
∑

k=k0(σ)

|fk| exp

{

λk

σa[F ] + σ

2

}

< +∞.

З огляду на довiльнiсть σ звiдси випливає, що σa[F
′] ≥ σa[F ], i отже,

σa[F
′] = σa[F ]. �

3. Нижнiй R-порядок i R-порядок адамарової композицiї рядiв Дiрi-

хле. Для цiлого (σa[F ] = +∞) ряду Дiрiхле (1) величини

λR[F ] = lim
σ→+∞

ln ln M(σ, F )

σ
, ̺R[F ] = lim

σ→+∞

ln ln M(σ, F )

σ
,

де M(σ, F ) = sup{|F (σ+it)| : t ∈ R}, називаються [6] вiдповiдно нижнiм R-порядком
i R-порядком. Добре вiдомо (див., наприклад, [7, c. 176-178], [8, c. 30]) таке: якщо

ln k = o(λk ln λk), k → ∞, (6)

то правильна формула Рiтта ̺R[F ] = lim
k→+∞

λk ln λk

− ln |fk|
, причому для кожної зростаю-

чої до +∞ послiдовностi (λk) додатних чисел, для якої умова (6) не виконується,
iснує [9] цiлий ряд Дiрiхле з цiєю послiдовнiстю показникiв, для якого формула
Рiтта неправильна. Якщо F i G – цiлi ряди Дiрiхле, то за твердженням 1 їхня
композицiя F ∗ G – також цiлий ряд Дiрiхле. Неважко довести, що за умови (6)

1

̺R[F ∗G]
≥

1

̺R[F ]
+

1

̺G[F ]
i, зрозумiло, обернена нерiвнiсть не завжди правильна.

Твердження 3. Рiвностi λR[F ∗G] = λR[(F ∗G)(n)] = λR[F
(n) ∗G(n)] i ̺R[F ∗G] =

= ̺R[(F ∗G)(n)] = ̺R[F
(n) ∗G(n)] правильнi для будь-якого n ∈ N.

Доведення. З огляду на (5), як у доведеннi твердження 2, достатньо довести, що
для цiлого ряду Дiрiхле (1) λR[F ] = λR[F

′] i ̺R[F ] = ̺R[F
′]. Для цього розглянемо

спочатку ряд (1) з σa[F ] > −∞. За формулою Кошi для σ < σa[F ] i δ(σ) ∈ (0,
σa[F ]− σ) – отримаємо

|F ′(σ + it)| =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

1

2πi

∫

|τ−σ−it|=δ(σ)

F (τ)dτ

(τ − σ − it)2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤
max{|F (τ)| : |τ − σ − it| = δ(σ)}

δ(σ)
,

звiдки

M(σ, F ′) ≤
M(σ + δ(σ), F )

δ(σ)
. (7)
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З iншого боку, якщо s = σ + it, s0 = σ0 + it i σ0 < σ, то

|F (s)| ≤ |F (s0)|+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

s
∫

s0

F ′(τ)dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ |s− s0|max{|F ′(τ)| : τ ∈ [s0, s]},

звiдки

M(σ, F ) ≤ (σ − σ0)M(σ, F ′) +M(σ0, F ). (8)

Якщо σa[F ] = +∞, то виберемо δ(σ) = 1 i σ0 = 0. Тодi для σ > 0 отримаємо нерiв-
ностi M(σ, F ′) ≤ M(σ + 1, F ) i M(σ, F ) ≤ σM(σ, F ′) +M(0, F ), з яких випливають
потрiбнi рiвностi.

Для ряду Дiрiхле (1) з нульовою абсцисою абсолютної збiжностi нижнiй R-по-
рядок i R-порядок вводяться [10] за формулами

λ0
R[F ] = lim

σ↑0
|σ| ln ln M(σ, F ), ̺0R[F ] = lim

σ↑0
|σ| ln ln M(σ, F ).

Вiдомо [10] таке: якщо

ln k = o(λk/ ln λk), k → ∞, (9)

то правильна формула ̺0R[F ] = lim
k→+∞

ln λk

λk

ln+ |fk|. �

За твердженням 1 з рiвностей σa[F ]=σa[G]=0 випливає тiльки, що σa[F ∗G]≥0.
Рiвнiсть σa[F ∗G] = 0 може не виконуватись. Легко довести також, що за умови (9)
̺0R[F ∗G] ≤ ̺0R[F ] + ̺0R[G], обернена нерiвнiсть не завжди правильна.

Твердження 4. Якщо σa[F ∗ G] = 0, то рiвностi λ0
R[F ∗ G] = λ0

R[(F ∗ G)(n)] =

= λ0
R[F

(n) ∗ G(n)] i ̺0R[F ∗G] = ̺0R[(F ∗ G)(n)] = ̺0R[F
(n) ∗ G(n)] правильнi для будь-

якого n ∈ N.

Доведення. Як у доведеннi твердження 3, достатньо довести, що для ряду Дiрiхле
(1) з нульовою абсцисою абсолюної збiжностi λ0

R[F ] = λ0
R[F

′] i ̺0R[F ] = ̺0R[F
′].

Виберемо δ(σ) = |σ|/2 i σ0 = −1. Тодi з (7) i (8) отримуємо нерiвностi

M(σ, F ′) ≤
2

|σ|
M

(σ

2
, F

)

i M(σ, F ) ≤ M(σ, F ′)+M(−1, F ), звiдки легко випливають

потрiбнi рiвностi. �

Для ряду Дiрiхле (1) з σa[F ]>−∞ i для σ < σa[F ] нехай µ(σ, F ) =max{|fn|×
× exp{σλn} : n ≥ 0} – максимальний член, ν(σ, F )=max{n : |fn| exp{σλn}=µ(σ, F )}
– центральний iндекс, а Λ(σ, F ) = λν(σ,F ) – центральний показник. Вiдомо ([7, c. 182],
[8, c. 17]), що за умови зростання µ(σ, F )

ln µ(σ, F ) = ln µ(σ0, F ) +

σ
∫

σ0

Λ(x, F )dx. (10)

Якщо в означеннях R-порядку ̺R[F ] i нижнього R-порядку λR[F ] цiлого ряду
Дiрiхле (1) замiсть ln M(σ, F ) поставимо ln µ(σ, F ), то отримаємо величини, якi поз-
начимо вiдповiдно через ̺R[ln µ] i λR[ln µ]. Замiною ln M(σ, F ) на Λ(σ, F ) подiбно
визначаємо ̺R[Λ] i λR[Λ].
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Лема 1. За умови (6) для цiлого ряду Дiрiхле (1) правильнi рiвностi ̺R[F ] =
= ̺R[ln µ] = ̺R[Λ], якщо, крiм того, ̺R[F ] < +∞, то λR[F ] = λR[ln µ] = λR[λ].

Доведення. З нерiвностi Кошi µ(σ, F ) ≤ M(σ, F ) випливає, що ̺R[ln µ] ≤ ̺R[F ] i
λR[ln µ] ≤ λR[F ].

Для доведення протилежних нерiвностей через Ω позначимо клас додатних
необмежених на (−∞,+∞) функцiй Φ таких, що похiдна Φ′ додатна, неперервна
i зростає до +∞ на (−∞,+∞). Для Φ ∈ Ω нехай φ – функцiя, обернена до Φ′, а
Ψ(σ) = σ − Φ(σ)/Φ′(σ) – функцiя, асоцiйована з Φ за Ньютоном. Тодi [11], якщо
ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ) для σ ≥ σ0 i ln k = o(λkΨ(φ(λk))) при k → ∞, то для кожного
ε > 0

M(σ, F ) ≤ µ((1 + ε)σ, F ), σ ≥ σ1(ε). (11)

Якщо тепер ̺R[ln µ] < +∞, то для кожного ̺ > ̺R[ln µ] i всiх σ ≥ σ0(̺) правильна

нерiвнiсть ln µ(σ, F ) ≤ exp{̺σ}. Якщо виберемо Φ(σ) = exp{̺σ}, то Ψ(σ) = σ −
1

̺
,

φ(x) =
1

̺
ln

x

̺
i λkΨ(φ(λk)) =

λk

̺
ln

λk

e̺
, а з наведеного вище твердження з [11]

випливає, що за умови (6) правильна нерiвнiсть (11), звiдки з огляду на довiль-
нiсть ε > 0 легко отримуємо нерiвностi ̺R[F ] ≤ ̺R[ln µ] i λR[F ] ≤ λR[ln µ]. Якщо
̺R[ln µ] = +∞, то нерiвнiсть ̺R[F ] ≤ ̺R[ln µ] очевидна. Рiвностi ̺R[F ] = ̺R[ln µ] i
λR[F ] = λR[ln µ] доведено.

Рiвностi ̺R[ln µ] = ̺R[Λ] i λR[ln µ] = λR[Λ] легко випливають з таких отри-
маних з (10) оцiнок ln µ(σ, F ) ≤ σΛ(σ, F ) + ln µ(0, F ) i

ln µ(σ, F ) ≥
εσ

1 + ε
Λ

(

σ

1 + ε
, F

)

+ ln µ(0, F ).

Лему 1 доведено. �

З твердження 3 i леми 1 випливає таке твердження.

Твердження 5. Нехай σa[F ] = σa[G] = +∞. Тодi за умови (6) для будь-якого
n ∈ N

lim
σ→+∞

ln Λ(σ, F (n) ∗G(n))

σ
= lim

σ→+∞

ln Λ(σ, (F ∗G)(n))

σ
= ̺R[F ∗G],

якщо, крiм того, ̺R[F ∗G] < +∞, то

lim
σ→+∞

ln Λ(σ, F (n) ∗G(n))

σ
= lim

σ→+∞

ln Λ(σ, (F ∗G)(n))

σ
= λR[F ∗G].

Перейдемо до рядiв Дiрiхле з нульовою абсцисою абсолютної збiжностi. На
вiдмiну вiд цiлих рядiв Дiрiхле у випадку, коли σa[F ] = 0, максимальний член може
бути обмеженою функцiєю, а центральний показник може прямувати до +∞. У
цьому випадку послiдовнiсть коефiцiєнтiв обмежена, тому з огляду на тривiальнiсть
ми його не розглядатимемо. Отже, надалi будемо вважати, що

lim
k→∞

|fk| = +∞. (12)
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Величини ̺0R[ln µ], λ0
R[ln µ], ̺0R[Λ] i λ0

R[Λ] визначимо, як вище, замiнивши в озна-
ченнях R-порядку ̺0R[F ] i нижнього R-порядку λ0

R[F ] ряду Дiрiхле (1) з нульовою
абсцисою абсолютної збiжностi ln M(σ, F ), вiдповiдно, на ln µ(σ, F ) i Λ(σ, F ).

Лема 2. За умов (9) i (12) для ряду Дiрiхле (1) з нульовою абсцисою абсолютної
збiжностi правильнi рiвностi ̺0R[F ] = ̺0R[ln µ] = ̺0R[Λ] i λ0

R[F ] = λ0
R[ln µ] = λ0

R[Λ].

Доведення. З нерiвностi Кошi випливає, що ̺0R[ln µ] ≤ ̺0R[F ] i λ0
R[ln µ] ≤ λ0

R[F ].
Для доведення протилежних нерiвностей використаємо такий результат з [12]: якщо
ln k = o(λkγ(λk)) при k → ∞, де γ – додатна, неперевна i спадна до 0 на [0, +∞)
функцiя, то для кожного ε > 0 i всiх σ < 0

ln M(σ, F ) ≤ ln µ

(

σ

1 + ε
, F

)

+
ε|σ|

1 + ε
γ−1

(

|σ|

ε(1 + ε)2

)

+K(ε),

де K(ε) – додатна стала, залежна тiльки вiд ε > 0. Вибравши γ(x) = 1/ ln x
(x ≥ 2), звiдси за умови (9) отримуємо оцiнку

ln M(σ, F ) ≤ ln µ

(

σ

1 + ε
, F

)

+ exp

{

ε(1 + ε)2

σ

}

+K(ε),

тобто

|σ| ln ln M(σ, F ) ≤ max

{

|σ| ln ln µ

(

σ

1 + ε
, F

)

, ε(1 + ε)2, |σ|K(ε)

}

,

звiдки з огляду на довiльнiсть ε > 0 легко отримуємо нерiвностi ̺0R[F ] ≤ ̺0R[ln µ] i
λ0
R[F ] ≤ λ0

R[ln µ]. Рiвностi ̺0R[F ] = ̺0R[ln µ] i λ0
R[F ] = λ0

R[ln µ] доведено.
З умови (12) випливає зростання функцiї ln µ(σ, F ), а з (10) легко отримуємо

оцiнки

ln µ(σ, F ) ≤ ln µ(−1, F ) + (1 − |σ|)Λ(σ, F ) i ln µ(σ, F ) ≥ |σ|Λ(2σ, F ) + ln µ(−1, F ),

з яких випливають рiвностi ̺0R[ln µ] = ̺0R[Λ] i λ0
R[ln µ] = λ0

R[Λ]. Лему 2 доведено. �

Аналогом твердження 5 є таке твердження.

Твердження 6. Нехай σa[F ] = σa[G] = 0 i lim
k→∞

|fk||gk| = +∞. Тодi за умови (9)

для будь-якого n ∈ N

lim
σ↑0

|σ| ln Λ(σ, F (n) ∗G(n)) = lim
σ↑0

|σ| ln Λ(σ, (F ∗G)(n)) = ̺0R[F ∗G],

i

lim
σ↑0

|σ| ln Λ(σ, F (n) ∗G(n)) = lim
σ↑0

|σ| ln Λ(σ, (F ∗G)(n)) = λ0
R[F ∗G].

Це твердження випливає з твердження 4 i леми 2, якщо зауважити, що з умов
σa[F ] = σa[G] = 0 i lim

k→∞
|fk||gk| = +∞ випливає, що σa[F ∗G] = 0.

4. Зв’язок мiж зростанням максимальних членiв адамарової компо-

зицiї похiдних i похiдної адамарової композицiї. Цей результат є основним у
нашiй статтi.
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Теорема 1. Нехай n ∈ R+, m ∈ N i m > n. Якщо σa[F ] = σa[G] = +∞ i виконуєть-
ся умова (6), то

lim
σ→+∞

1

σ
ln

µ(σ, (F ∗G)(m))

µ(σ, (F ∗G)(n))
= (m− n)̺R[F ∗G]

i (за умови ̺R[F ∗G] < +∞)

lim
σ→+∞

1

σ
ln

µ(σ, (F ∗G)(m))

µ(σ, (F ∗G)(n))
= (m− n)λR[F ∗G].

Якщо ж σa[F ] = σa[G] = 0, lim
k→∞

|fk||gk| = +∞ i виконується умова (9), то

lim
σ↑0

|σ| ln
µ(σ, (F ∗G)(m))

µ(σ, (F ∗G)(n))
= (m− n)̺0R[F ∗G]

i

lim
σ↑0

|σ| ln
µ(σ, (F ∗G)(m))

µ(σ, (F ∗G)(n))
= (m− n)λ0

R[F ∗G].

Доведення. Оскiльки

µ(σ, (F ∗G)(m)) = λm
ν(σ,(F∗G)(m))|fν(σ,(F∗G)(m))||gν(σ,(F∗G)(m))| exp{σλν(σ,(F∗G)(m))} =

= λm−n

ν(σ,(F∗G)(m))
λn
ν(σ,(F∗G)(m))|fν(σ,(F∗G)(m))||gν(σ,(F∗G)(m))| exp{σλν(σ,(F∗G)(m))} ≤

≤ λm−n

ν(σ,(F∗G)(m))
µ(σ, (F ∗G)(n))

i, подiбно,

µ(σ, (F ∗G)(n)) ≤ λn−m

ν(σ,(F∗G)(n))
µ(σ, (F ∗G)(m)),

то

Λm−n(σ, (F ∗G)(n)) ≤
µ(σ, (F ∗G)(m))

µ(σ, (F ∗G)(n))
≤ Λm−n(σ, (F ∗G)(m)),

тобто

(m− n) ln Λ(σ, (F ∗G)(n)) ≤ ln
µ(σ, (F ∗G)(m))

µ(σ, (F ∗G)(n))
≤ (m− n) ln Λ(σ, (F ∗G)(m)).

Звiдси, використовуючи твердження 5, отримуємо першу частину теореми. Другу її
частину отримаємо, якщо використаємо твердження 6. Теорему доведено. �

З огляду на (5) з теореми для m = 2n випливає такий наслiдок.

Наслiдок 1. Нехай n ∈ N. Якщо σa[F ] = σa[G] = +∞ i виконується умова (6), то

lim
σ→+∞

1

σ
ln

µ(σ, F (n) ∗G(n))

µ(σ, (F ∗G)(n))
= n̺R[F ∗G]

i (за умови ̺R[F ∗G] < +∞)

lim
σ→+∞

1

σ
ln

µ(σ, F (n) ∗G(n))

µ(σ, (F ∗G)(n))
= nλR[F ∗G].
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Якщо ж σa[F ] = σa[G] = 0, lim
k→∞

|fk||gk| = +∞ i виконується умова (9), то

lim
σ↑0

|σ| ln
µ(σ, F (n) ∗G(n))

µ(σ, (F ∗G)(n))
= n̺0R[F ∗G], lim

σ↑0

|σ| ln
µ(σ, F (n) ∗G(n))

µ(σ, (F ∗G)(n))
= nλ0

R[F ∗G].

Якщо ж виберемо m = 2(n+1), то отримаємо такий наслiдок, який є аналогом
наведеного результату М. Сена.

Наслiдок 2. Нехай n ∈ N. Якщо σa[F ] = σa[G] = +∞ i виконується умова (6), то

lim
σ→+∞

1

σ
ln

µ(σ, F (n+1) ∗G(n+1))

µ(σ, (F ∗G)(n))
= (n+ 2)̺R[F ∗G]

i (за умови ̺R[F ∗G] < +∞)

lim
σ→+∞

1

σ
ln

µ(σ, F (n+1) ∗G(n+1))

µ(σ, (F ∗G)(n))
= (n+ 2)λR[F ∗G].

Якщо ж σa[F ] = σa[G] = 0, lim
k→∞

|fk||gk| = +∞ i виконується умова (9), то

lim
σ↑0

|σ| ln
µ(σ, F (n+1) ∗G(n+1))

µ(σ, (F ∗G)(n))
= (n+ 2)̺0R[F ∗G],

i

lim
σ↑0

|σ| ln
µ(σ, F (n+1) ∗G(n+1))

µ(σ, (F ∗G)(n))
= (n+ 2)λ0

R[F ∗G].

5. Властивостi адамарових композицiй похiдних Салагена аналi-

тичних в одиничному крузi функцiй. Нехай S – клас аналiтичних в крузi
D = {z : |z| < 1} функцiй вигляду

f(z) = z +

∞
∑

k=2

fkz
k, z = reiθ. (13)

Для f ∈ A похiднi Салагена визначаються [13] рiвностями D(1)f(z) = zf ′(z) i
D(n)f(z) = D(1)D(n−1)f(z), тобто

D(n)f(z) = z +
∞
∑

k=2

knfkz
k, (14)

i отже, D(n)f ∈ A. Якщо в рядi (13) зробимо замiну z = es, то отримаємо ряд Дiрiхле

F (s) = f(es) = es +

∞
∑

k=2

fk exp{sk}, (15)

показники λk = k якого задовольняють умову (9). Зрозумiло, що

F (n)(s) = f(es) = es +

∞
∑

k=2

knfk exp{sk} = D(n)f(z)
∣

∣

z=es
. (16)

Тому з теореми можемо одержати вiдповiдний результат для адамарових композицiй
похiдних Салагена аналiтичних в одиничному крузi функцiй.
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Для функцiї (13) приймемо Mf (r) = max{|f(z)| : |z| = r}, 0 ≤ r < 1, i нехай
µf (r) – максимальний член ряду (13). За умови (12) Mf (r) ≥ µf (r) → +∞ при r ↑ 1.
Порядок ̺0[f ] i нижнiй порядок λ0[f ] визначимо формулами

λ0[f ] = lim
r↑0

(1− r) ln ln Mf(r), ̺0[f ] = lim
r↑1

(1− r) ln ln Mf (r).

Оскiльки 1 − r = (1 + o(1))| ln r| при r ↑ 1, то в цих формулах замiсть 1 − r можна
поставити | ln r|, оскiльки F (s) = f(es) i r = eσ, то |σ| = | ln r|, Mf (r) = M(ln r, F ),
µf (r) = µ(ln r, F ), λ0[f ] = λ0

R[F ] i ̺0[f ] = ̺0R[F ]. Тому з теореми з огляду на (16)
випливає такий наслiдок.

Наслiдок 3. Нехай n ∈ R+, m ∈ N i m > n. Якщо f ∈ A, g ∈ A i lim
k→∞

|fk||gk| = +∞,

то

lim
r↑1

(1 − r) ln
µD(m)(f∗g)(r)

µD(n)(f∗g)(r)
= (m− n)λ0[f ∗ g]

i

lim
r↑1

(1− r) ln
µD(m)(f∗g)(r)

µD(n)(f∗g)(r)
= (m− n)̺0[f ∗ g].

Список використаної лiтератури

1. Hadamard J. Theoreme sur le series entieres / J. Hadamard // Acta math. – 1899. – Bd. 22.
– P. 55-63.

2. Hadamard J. La serie de Taylor et son prolongement analitique / J. Hadamard // Scientia
phys.-math. – 1901. – №12. – P. 1-100.

3. Бибербах Л. Аналитическое продолжение / Л. Бибербах – М.: Наука, 1967.
4. Sen M.K. On some properties of an integral function f ∗ g / M.K. Sen //Riv. Math. Univ.

Parma (2). – 1967. – Vol. 8. – P. 317-328.
5. Sen M.K. On the maximum term of a class of integral functions and its derivatives

/ M.K. Sen //Ann. Pol. Math. – 1970. – Vol. 22. – P. 291-298.
6. Ritt J. On certain points in the theory of Dirichlet series / J. Ritt //Amer. J. of Math. –

1928. – Vol. 50, №1. – P. 73-86.
7. Леонтьев А.Ф. Ряды экспонент / А.Ф. Леонтьев – М.: Наука, 1976.
8. Шеремета М.М. Цiлi ряди Дiрiхле / М.М. Шеремета – К.: IСДО, 1993.
9. Гече Ф.И. Замечания о формулах для определения линейного порядка целой функции,

представленной рядом Дирихле / Ф.И. Гече //Укр. мат. журн. – 1964. – Т. 16, №5. –
C. 7-12.

10. Гайсин А.М. Оценки роста функции, представленной рядом Дирихле, в полуплоскости
/ А.М. Гайсин //Матем. сб. – 1982. – Т. 117, №3. – C. 412-424.

11. Мулява О.М. Оцiнки максимуму модуля цiлого ряду Дiрiхле / О.М. Мулява, Я.Я. При-

тула //Вiсн. Львiв. ун-ту. Сер. мех.-мат. – 1998. – Вип. 49. – С. 65-70.
12. Мулява О.М. Про класи збiжностi рядiв Дiрiхле / О.М. Мулява //Укр. мат. журн. –

1999. – T. 51, №11. – C. 1485-1494.
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The convergence and the growth of Hadamard’s compositions of Dirichlet
series with nonnegative and increasing to +∞ exponents and arbitrary abscissa
of absolute convergence are investigated. A connection between the growth
of the maximal term of the derivative of Hadamard’s composition and the
growth of the maximal term of Hadamard’s composition of the derivatives is
established.
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Исследованы сходимость и рост адамаровских композиций рядов Ди-
рихле с неотрицательными возрастающими к +∞ показателями и произ-
вольной абсциссой абсолютной сходимости. Установлена связь между рос-
том максимального члена производной адамаровской композиции и ростом
максимального члена адамаровской композиции производных.

Ключевые слова: адамаровская композиция, ряды Дирихле, макси-
мальный член.


