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Доведено теорему iснування та єдиностi, одержано зображення за до-
помогою вектор-функцiї Грiна розв’язку задачi Кошi

u
(β)
t + a

2(−∆)α/2
u = F (x, t), (x, t) ∈ R

n × (0, T ], a = const,

u
(j)(x, 0) = Fj(x), x ∈ R

n
, j = 1, 2,

з похiдною Рiмана-Лiувiлля u
(β)
t порядку β ∈ (1, 2) та F , F1, F2 iз просторiв

узагальнених функцiй D′. Тут (−∆)α/2 визначено за допомогою перетво-

рення Фур’є F((−∆))α/2ψ(x) = |λ|αF[ψ(x)].

Ключовi слова: похiдна дробового порядку, узагальнена функцiя, за-
дача Кошi, вектор-функцiя Грiна.

1. Вступ. В [1]-[4] було доведено теореми iснування та єдиностi, а також одер-
жано зображення за допомогою функцiї Грiна класичних розв’язкiв задач Кошi для
рiвняння

Dβ
t u(x, t) = A(x,D)u(x, t), (x, t) ∈ Rn × [0, T ],

з регуляризованою похiдною ([4], [5]) функцiї u порядку β ∈ (m− 1;m), m = 1, 2, . . .

Dβ
t u(x, t) =

1
Γ(m−β)

t
∫

0

u(m)
τ (x,τ)

(t−τ)β−m+1dτ , (x, t) ∈ Rn × [0, T ], m = 1, 2, . . . ,

де A(x,D) = ∆ у [4], A(x,D) – елiптичний диференцiальний оператор другого по-
рядку з гладкими коефiцiєнтами, залежними вiд просторової змiнної x ∈ R

n та
β ∈ (0, 1) у [1], [2], A(x,D) = −(−∆)

α
2 , β ∈ (0, 1) у [3]. Крайовi задачi для рiвнянь iз

декiлькома дробовими похiдними вивчали у [6]-[8] та iнших працях.
У працi [9] було показано однозначну розв’язнiсть задачi Кошi для рiвняння

u
(β)
t − uxx = F (x, t), (x, t) ∈ QT = R× (0, T ],

з дробовою похiдною Рiмана-Лiувiлля u
(β)
t порядку β ∈ (0, 1) у випадку даних –

узагальнених функцiй повiльного зростання.
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Наша мета – довести однозначну розв’язнiсть задачi Кошi з даними – узагаль-
неними функцiями з просторiв типу D′ для рiвняння

u
(β)
t + a2(−∆)α/2u = F (x, t), (x, t) ∈ QT = R

n × (0, T ], (1)

з дробовою похiдною Рiмана-Лiувiлля u
(β)
t порядку β ∈ (1, 2), де оператор

J−α = (−∆)α/2 є оберненим до згорткового оператора Jα = (−∆)−α/2:

(Jαg)(x) = Jα(x) ∗ g(x) ∀g ∈ S(Rn),

Jα(x) = 2−απn/2 Γ(n−α
2 )

Γ(α
2 ) |x|α−n, Γ(λ) – гамма-функцiя, S(Rn) – простiр нескiнченно

диференцiйовних швидкоспадаючих на безмежностi функцiй.
Оскiльки J−αψ = g <=> ψ = Jαg, то за властивiстю перетворення Фур’є F

згортки F[ψ] = F[Jα]F[g], а за формулою

F[|x|p] = 2p+nπ−n
2
Γ( p+n

2 )

Γ(− p
2 )

|λ|−p−n ([10, c. 156])

одержуємо F[Jα] = |λ|−α. Тодi

F[J−αψ] = F[g] = |λ|αF[ψ], а отже, F[(−∆)α/2g(x)] = |λ|αF[g(x)].
2. Основнi позначення. Надалi використовуємо такi позначення:

γ = (γ1, . . . , γn) – мультиiндекс, |γ| = γ1 + · · ·+ γn, Dγ
x = ∂|γ|

∂
γ1
x1

...∂γn
xn

,

Dγ̄ = Dγ̄
x,t = Dγ

xD
γ0

t , |γ̄| = |γ|+ [αβ ]γ0, де p – цiла частина числа p,

QT = R
n × (0, T ], n = 1, 2, . . . ,

E(Rn) = C∞(Rn),
C∞,(0)(Q̄T ) = {ϕ ∈ C∞(Q̄T ) : D

l
tϕ|t=T = 0, l = 0, 1, 2, . . .},

D(Rn) = C∞
0 (Rn) та D(QT ) – простори нескiнченно диференцiйовних функцiй

з компактними носiями вiдповiдно в Rn та QT ([10, c. 13]),

D(Q̄T ) = C
∞,(0)
0 (Q̄T ) – простiр нескiнченно диференцiйовних функцiй з ком-

пактними носiями в Q̄τ , τ < T ;
E′(Rn), D′(Rn) – простори лiнiйних неперервних функцiоналiв (узагальнених

функцiй), вiдповiдно, на E(Rn), D(Rn), (f, ϕ) – значення f ∈ E′(Rn) (f ∈ D′(Rn))
на основнiй функцiї ϕ ∈ E(Rn) (вiдповiдно ϕ ∈ D(Rn));

D′(Q̄T ) – простiр лiнiйних неперервних функцiоналiв на D(Q̄T ), (f, ϕ)QT – зна-
чення f ∈ D′(Q̄T ) на ϕ ∈ D(Q̄T ).

Позначаємо через ∗̂ операцiю згортки узагальненої функцiї g та основної функ-
цiї ϕ ([10], с. 111): (g∗̂ϕ)(x) = (g(ξ), ϕ(x + ξ)), через ∗ позначаємо операцiю згортки
узагальнених функцiй f i g, тобто узагальнену функцiю f ∗ g

(f ∗ g, ϕ) = (f, g∗̂ϕ) для кожної основної функцiї ϕ.

Використовуємо функцiю fλ ∈ D′
+(R) = {f ∈ D′(R) : f = 0 при t < 0}:

fλ(t) =
θ(t)tλ−1

Γ(λ) при λ > 0 i fλ(t) = f ′
1+λ(t) при λ 6 0,

де θ(t)– одинична функцiя Хевiсайда. Правильнi такi спiввiдношення:

fλ ∗ fµ = fλ+µ, fλ∗̂fµ = fλ+µ,

f−β(t)∗̂v(x, t) = f ′
1−β(t)∗̂v(x, t) = −f1−β(t)∗̂vt(x, t) = − 1

Γ(1−β)
∂
∂t

T
∫

t

v(x,η)
(η−t)β dη,
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(x, t) ∈ QT , β ∈ (0; 1), v ∈ D(Q̄T ).

Нагадаємо, що похiдна Рiмана-Лiувiлля функцiї v(x, t) порядку β > 0 визна-
чається формулою

v
(β)
t (x, t) = f−β(t) ∗ v(x, t),

похiдна Капуто (регуляризована дробова похiдна) порядку β ∈ (1, 2) визначена так:

Dβ
t v(x, t) = f2−β(t) ∗ vtt(x, t).

Позначаємо через Cα,β(QT ) = Cα,β
x,t (QT ) клас неперервних обмежених функцiй

v(x, t), (x, t) ∈ Q̄T , якi дорiвнюють нулю при t ≥ T та з неперервними функцiями

(−∆)α/2v, Dβ
t v в QT .

Введемо оператори

L̂: (L̂v)(x, t) ≡ f−β(t)∗̂v(x, t) + (−∆)α/2v(x, t), (x, t) ∈ QT , v ∈ D(Q̄T ),

L: (Lv)(x, t) ≡ f−β(t) ∗ v(x, t) + (−∆)α/2v(x, t), (x, t) ∈ QT , v ∈ D′(Q̄T ),

Lreg: (Lregv)(x, t) ≡ Dβ
t v(x, t) + (−∆)α/2v(x, t), (x, t) ∈ QT , v ∈ Cα,βx, t(QT )

та функцiйний простiр
X(Q̄T ) = {ϕ ∈ C∞,(0)(Q̄T ) : L̂ϕ ∈ D(Q̄T )}.

За аналогiєю з результатами працi [9] можна довести, що X(Q̄T ) непорожний.

3. Формула Грiна.

Лема 1. Для v ∈ Cα,β(QT ), ψ ∈ D(Q̄T ) правильна формула Грiна
∫

QT

v(x, t)(L̂ψ)(x, t)dxdt =

∫

QT

(Lregv)(x, t)ψ(x, t)dxdt+ (2)

+
∫

Rn

v(x, 0)dx
T
∫

0

f1−β(t)ψ(x, t)dt +
∫

Rn

vt(x, 0)dx
T
∫

0

f2−β(t)ψ(x, t)dt.

Доведення. Перетворимо
∫

QT

(Lregv)(x, t)ψ(x, t)dxdt, iнтегруючи частинами. Отри-

маємо
∫

QT

Dβ
t v(x, t)ψ(x, t)dxdt =

∫

QT

(

f2−β(t) ∗ vtt(x, t)
)

ψ(x, t)dxdt =

= 1
Γ(2−β)

∫

QT

( t
∫

0

(t− τ)1−βvττ (x, τ)dτ
)

ψ(x, t)dxdt =

= 1
Γ(2−β)

∫

Rn

dx
T
∫

0

( T
∫

τ

(t− τ)1−βψ(x, t)dt
)

vττ (x, τ)dτ =

= 1
Γ(2−β)

∫

Rn

dx
T
∫

0

( T−τ
∫

0

η1−βψ(x, η + τ)dη
)

vττ (x, τ)dτ =

=
∫

Rn

dx
T
∫

0

(

f2−β(τ)∗̂ψ(x, τ)
)

vττ (x, τ)dτ =
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=
∫

Rn

(

vτ (x, τ)(f2−β(τ)∗̂ψ(x, τ))
)∣

∣

∣

τ=T

τ=0
dx−

∫

Rn

dx
T
∫

0

(

vτ (x, τ)(f2−β(τ)∗̂ψ(x, τ))τdτ
)

dt =

= −
∫

Rn

vτ (x, 0)(f2−β ∗̂ψ)(x, 0)dx+
∫

Rn

v(x, 0)(f2−β ∗̂ψ)τ (x, 0)dx+

+
∫

Rn

dx
T
∫

0

(

v(x, τ)(f2−β(τ)∗̂ψ(x, τ))ττdτ
)

dt =

= −
∫

Rn

vτ (x, 0)(f2−β ∗̂ψ)(x, 0)dx −
∫

Rn

v(x, 0)(f1−β ∗̂ψ)(x, 0)dx+

+
∫

Rn

dx
T
∫

0

(

v(x, τ)(f−β(τ)∗̂ψ(x, τ))dτ
)

dt,

∫

QT

(−∆)α/2v(x, t)ψ(x, t)dxdt =
∫

QT

v(x, t)(−∆)α/2ψ(x, t)dxdt,

звiдки й випливає потрiбна формула. �

4. Формулювання задачi. Вважатимемо надалi, що справджується припу-
щення.

Припущення (L): β ∈ (1, 2), α 6= β, F1, F2 ∈ E′(Rn), F ∈ X ′(Q̄T ).

За припущення (L) вивчаємо задачу Кошi

(Lu)(x, t) = F (x, t), (x, t) ∈ QT , u(x, 0) = F1(x), ut(x, 0) = F2(x), x ∈ R
n. (3)

Означення 1. Функцiя u ∈ D′(Q̄T ), що задовольняє тотожнiсть

(u(x, t), (L̂ψ)(x, t))QT = (F, ψ)QT +

2
∑

j=1

(Fj(x),

T
∫

0

fj−β(t)ψ(x, t)dt), ∀ψ ∈ X(Q̄T ), (4)

називається розв’язком задачi (3).

Враховуючи формулу Грiна, задачу (3) можна вважати узагальненням задачi
Кошi

Lregu = g0(x, t), (x, t) ∈ QT , (5)

u(x, 0) = g1(x), ut(x, 0) = g2(x), x ∈ R
n, (6)

з регулярними даними g0, g1, g2. З одержаної нижче теореми 1 можна вивести, що
при достатньо гладких i фiнiтних F = g0, F1 = g1, F2 = g2 розв’язки задач (3) та
(5), (6) збiгаються.

5. Вектор-функцiя Грiна.

Означення 2. Вектор-функцiєю Грiна задачi Кошi (3) називається така трiйка
функцiй (G0(x, t), G1(x, t), G2(x, t)), що при достатньо гладких i фiнiтних g0, g1,
g2 функцiя

u(x, t) =

t
∫

0

dτ

∫

Rn

G0(x−y, t−τ)g0(y, τ)dy+

2
∑

j=1

∫

Rn

Gj(x−y, t)gj(y)dy, (x, t) ∈ QT , (7)

є класичним (класу Cα,β(QT )) розв’язком задачi (5), (6).
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З означення вектор-функцiї Грiна випливає, що

LG0(x, t) = δ(x, t), (x, t) ∈ QT , LregGj(x, t) = 0, (x, t) ∈ QT , j = 1, 2,

G1(x, 0) = δ(x), (G2)t(x, 0) = δ(x), x ∈ R
n.

Тут δ – дельта-функцiя Дiрака.

Лема 2. Для кожної функцiї ψ ∈ X(Q̄T )

T
∫

τ

∫

Rn

G0(x− y, t− τ)(L̂ψ)(x, t)dx = ψ(y, t), (y, t) ∈ Q̄T , (8)

∫

QT

Gj(x− y, t)(L̂ψ)(x, t)dxdt =

T
∫

0

fj−β(t)ψ(y, t)dt, (y, t) ∈ Q̄T , j = 1, 2, (9)

Gj(x, t) = fj−β(t) ∗G0(x, t) майже всюди в QT , j = 1, 2. (10)

Доведення. Якщо пiдставимо розв’язок (7) класичної задачi Кошi (5), (6) в формулу
(2) (замiсть функцiї v), то при довiльнiй ψ ∈ X(Q̄T ) одержимо

∫

QT

( t
∫

0

dτ
∫

Rn

G0(x− y, t− τ)g0(y, τ)dy
)

(L̂ψ)(x, t)dxdt+

+
2
∑

j=1

∫

QT

(

∫

Rn

Gj(x− y, t)gj(y)dy
)

(L̂ψ)(x, t)dxdt =

=
∫

QT

g0(x, t)ψ(x, t)dxdt +
2
∑

j=1

∫

QT

gj(x)fj−β(t)ψ(x, t)dxdt,

тобто
∫

QT

( T
∫

τ

dt
∫

Rn

G0(x− y, t− τ)(L̂ψ)(x, t)dx
)

g0(y, τ)dydτ+

+
2
∑

j=1

∫

Rn

(

∫

QT

Gj(x− y, t)(L̂ψ)(x, t)dxdt
)

gj(y)dy =

=
∫

QT

ψ(y, τ)g0(y, τ)dydτ +
2
∑

j=1

∫

QT

( T
∫

0

fj−β(t)ψ(y, t)dt
)

gj(y)dy.

За довiльнiстю g0, g1, g2 отримуємо правильнiсть формул (8), (9).
Для виведення формули (10) домножимо обидвi частини (8) на fj−β та проiн-

тегруємо за QT . Одержимо

T
∫

0

fj−β(t)ψ(y, t)dt =
T
∫

0

fj−β(τ)
( T
∫

τ

∫

Rn

G0(x− y, t− τ)(L̂ψ)(x, t)dxdt
)

dτ =

=
T
∫

0

∫

Rn

( t
∫

0

fj−β(τ)G0(x− y, t− τ)dτ
)

(L̂ψ)(x, t)dxdt =

=
∫

QT

(

fj−β(t) ∗G0(x− y, t)
)

(L̂ψ)(x, t)dxdt.

Замiнивши
T
∫

0

fj−β(t)ψ(y, t)dt за формулою (9), отримаємо
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∫

QT

Gj(x− y, t)(L̂ψ)(x, t)dxdt =
∫

QT

(

fj−β(t) ∗G0(x− y, t)
)

(L̂ψ)(x, t)dxdt.

За лемою 3 з [9] для кожної ϕ ∈ D(Q̄T ) iснує така ψ ∈ X(Q̄T ), що L̂ψ = ϕ в Q̄T .
Тодi з попередньої рiвностi

∫

QT

(

Gj(x− y, t)− fj−β(t) ∗G0(x− y, t)
)

ϕ(x, t)dxdt = 0 ∀ϕ ∈ D(Q̄T ), j = 1, 2,

а звiдси за лемою Дюбуа-Реймона ([11], c. 95) одержуємо формулу (10).

Нехай (Ĝ0ϕ)(y, τ) =
T
∫

τ

∫

Rn

G0(x − y, t− τ)ϕ(x, t)dx,

(Ĝjϕ)(y, τ) =
∫

QT

Gj(x− y, t)ϕ(x, t)dxdt, ϕ ∈ D(Q̄T ), j = 1, 2. �

Лема 3. При β ∈ (1, 2), α 6= β

Ĝ0 : D(Q̄T ) → C∞,(0)(Q̄T ), Ĝj : D(Q̄T ) → C∞(Rn), j = 1, 2.

Доведення. У [12] побудовано фундаментальний розв’язок G0(x, t) рiвняння (1). Вiн
набув вигляду

G0(x, t) =
πn/2tβ−1

|x|n
H2,1

2,3

(

|x|α

2αa2tβ

∣

∣

∣

(1, 1) (β, β)
(1, 1) (n/2, α/2) (1, α/2)

)

, (11)

де Hm,n
p,q

(

z
∣

∣

∣

(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq)

)

–H-функцiя Фокса ([13]).

Використовуємо позначення з [13] для Hm,n
p,q :

a∗ =
∑n

i=1 αi −
∑p

i=n+1 αi +
∑m

i=1 βi −
∑q

i=m+1 βi, ∆∗ =
∑q

i=1 βi −
∑p

i=1 αi.

Для функцiї G0 одержимо a∗ = 2 − β, ∆∗ = α − β. Тому за теоремою 1.1 [13]
при β 6= α (∆∗ 6= 0) функцiя G0 iснує для всiх x 6= 0, t > 0.

Функцiї Gj(x, t), j = 1, 2 знаходимо, враховуючи лему 2 (формули (10)) та
властивостi H-функцiй Фокса з [13].

Властивiсть 2.1. H-функцiя симетрична на кожнiй iз множин пар: (a1, α1),
. . . , (an, αn); (an+1, αn+1), . . . , (ap, αp); (b1, β1), . . . , (bm, βm); (bm+1, βm+1), . . . , (bq, βq).

Властивiсть 2.2. При n ≥ 1, q ≥ m

Hm,n
p,q

(

z
∣

∣

∣

(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq−1, βq−1) (a1, α1)

)

=.

= Hm,n−1
p−1,q−1

(

z
∣

∣

∣

(a2, α2) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq−1, βq−1)

)

.

Властивiсть 2.3.

Hm,n
p,q

(

1
z

∣

∣

∣

(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq)

)

= Hn,m
q,p

(

z
∣

∣

∣

(1− b1, β1) . . . (1 − bq, βq)
(1− a1, α1) . . . (1 − ap, αp)

)

.

Властивiсть 2.8. Для ω, c ∈ C, σ > 0, k = 0, 1, . . .

( d
dz )

k
[

zωHm,n
p,q

(

czσ
∣

∣

∣

(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq)

)

]

=
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= zω−kHm,n+1
p+1,q+1

(

czσ
∣

∣

∣

(−ω, σ) (a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq) (k − ω, σ)

)

=

= (−1)kzω−kHm+1,n
p+1,q+1

(

czσ
∣

∣

∣

(a1, α1) . . . (ap, αp) (−ω, σ)
(k − ω, σ) (b1, β1) . . . (bq, βq)

)

.

За теоремою 2.1 iз [13] для довiльних λ ∈ C, m > 0 та у разi виконання умови
(1.1.6)

Hm,n
p,q

(

λz
∣

∣

∣

(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq)

)

=

= λ
b1
β1

∞
∑

k=0

1
k! (1 − λ

1
β1 )kHm,n

p,q

(

z
∣

∣

∣

(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1 + kβ1, β1) . . . (bq, βq)

)

.

Перетворимо функцiю G0 за властивiстю 2.3 та теоремою 2.1 iз [13]

G0(x, t) =
πn/2tβ−1

|x|n H1,2
3,2

(

2αa2tβ

|x|α

∣

∣

∣

(0, 1) (1− n/2, α/2) (0, α/2)
(0, 1) (1− β, β)

)

=

= πn/2tβ−1

|x|n

∞
∑

k=0

1
k! (1 −

2αa2

|x|α )kH1,2
3,2

(

tβ
∣

∣

∣

(0, 1) (1 − n/2, α/2) (0, α/2)
(k, 1) (1− β, β)

)

.

За теоремою 2.7 iз [13] про дробове диференцiювання H-функцiй при a∗ > 0,

σ min
1≤j≤m

[
Rebj
βj

] +Reω > −1, ̺ > 0

f̺(z) ∗
[

zωHm,n
p,q

(

zσ
∣

∣

∣

(a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq)

)

]

=

= zω+̺Hm,n+1
p+1,q+1

(

zσ
∣

∣

∣

(−ω, σ) (a1, α1) . . . (ap, αp)
(b1, β1) . . . (bq, βq) (−ω − ̺, σ)

)

.

Оскiльки 2− β > 0, то, використовуючи цей факт та формулу (10), отримаємо

G2(x, t) = f2−β(t) ∗G0(x, t) =

= πn/2

|x|n

∞
∑

k=0

1
k! (1−

2αa2

|x|α )kf2−β(t) ∗
[

tβ−1H1,2
3,2

(

tβ
∣

∣

∣

(0, 1) (1− n/2, α/2) (0, α/2)
(k, 1) (1 − β, β)

)

]

=

= πn/2t
|x|n

∞
∑

k=0

1
k! (1−

2αa2

|x|α )kH1,3
4,3

(

tβ
∣

∣

∣

(1− β, β) (0, 1) (1 − n/2, α/2) (0, α/2)
(k, 1) (1 − β, β) (−1, β)

)

.

Використовуючи властивiсть 2.2 i знову теорему 2.1 [13], одержуємо

G2(x, t) =
πn/2t
|x|n

∞
∑

k=0

1
k! (1−

2αa2

|x|α )kH1,2
3,2

(

tβ
∣

∣

∣

(0, 1) (1− n/2, α/2) (0, α/2)
(k, 1) (−1, β)

)

=

= πn/2t
|x|n H1,2

3,2

(

2αa2tβ

|x|α

∣

∣

∣

(0, 1) (1− n/2, α/2) (0, α/2)
(0, 1) (−1, β)

)

.

За властивiстю 2.3 остаточно отримаємо

G2(x, t) =
πn/2t
|x|n H2,1

2,3

(

|x|α

2αa2tβ

∣

∣

∣

(1, 1) (2, β)
(1, 1) (n/2, α/2) (1, α/2)

)

.
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Оскiльки

G1(x, t) = f1−β(t) ∗G0(x, t) = f ′
2−β(t) ∗G0(x, t) =

∂

∂t
(f2−β(t) ∗G0(x, t)) =

∂

∂t
G2(x, t),

то подiбно до попереднiх перетворень, але використовуючи властивiсть 2.8 iз [13]
про диференцiювання H-функцiй замiсть теореми 2.7 iз [13], одержуємо

G1(x, t) =
πn/2

|x|n
∂
∂t

[

tH2,1
2,3

(

|x|α

2αa2tβ

∣

∣

∣

(1, 1) (2, β)
(1, 1) (n/2, α/2) (1, α/2)

)

]

=

= πn/2

|x|n
∂
∂t

[

tH1,2
3,2

(

2αa2tβ

|x|α

∣

∣

∣

(0, 1) (1 − n/2, α/2) (0, α/2)
(0, 1) (−1, β)

)

=

= πn/2

|x|n H
1,3
4,3

(

2αa2tβ

|x|α

∣

∣

∣

(−1, β) (0, 1) (1− n/2, α/2) (0, α/2)
(0, 1) (−1, β) (0, β)

)

=

= πn/2

|x|n H
1,2
3,2

(

2αa2tβ

|x|α

∣

∣

∣

(0, 1) (1− n/2, α/2) (0, α/2)
(0, 1) (0, β)

)

=

= πn/2

|x|n H
2,1
2,3

(

|x|α

2αa2tβ

∣

∣

∣

(1, 1) (1, β)
(1, 1) (n/2, α/2) (1, α/2)

)

.

Отже,

Gj(x, t) =
πn/2tj−1

|x|n
H2,1

2,3

(

|x|α

2αa2tβ

∣

∣

∣

(1, 1) (j, β)
(1, 1) (n/2, α/2) (1, α/2)

)

, j = 1, 2. (12)

Зауважимо, що вигляд функцiї G1(x, t) збiгається з одержаним у [3] для випад-
ку β ∈ (0, 1).

Для функцiй G1, G2 отримаємо a∗ = 2 − β, ∆∗ = α − β. Тому за теоремою 1.1
[13] при β 6= α (∆∗ 6= 0) функцiї G1, G2 iснують для всiх x 6= 0, t > 0.

У [13] побудована асимптотика для H-функцiй Фокса. Враховуючи, що вико-
нуються умови (1.1.6) та (1.3.2) iз [13], за теоремою 1.7 iз [13] одержуємо оцiнки

|G0(x, t)| ≤
C0t

β−1

|x|n
, |Gj(x, t)| ≤

Cjt
j−1

|x|n
, j = 1, 2 при |x|α > tβ . (13)

За наслiдком з теореми 1.12 [13] отримуємо оцiнки при |x|α < tβ :

|G0(x, t)| ≤
C∗

0

t|x|n−α
ln

tβ

|x|α
, якщо α < n, (14)

|G0(x, t)| ≤
C∗

0

t1−β+nβ/α
ln

tβ

|x|α
для α ≥ n, (15)

|Gj(x, t)| ≤
C∗

j t
j−1−β

|x|n−α
ln

tβ

|x|α
, якщо α < n, j = 1, 2 (16)

|Gj(x, t)| ≤
C∗

j

t1−j+nβ/α
ln

tβ

|x|α
для α ≥ n, j = 1, 2. (17)

Тут Cj , C
∗
j , j = 0, 1, 2 – певнi додатнi сталi. У випадку

α 6=
n+ 2l

σ
, l = 0, 1, . . . , σ = 1, 2, . . . (18)

правильнi такi самi оцiнки без логарифмiв.
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З одержаних вище оцiнок випливає iнтегровнiсть функцiй Gj в QT , j = 0, 1, 2,

а звiдси – неперервнiсть функцiй (Ĝ0ϕ)(y, τ) в QT та (Ĝjϕ)(y) в R
n, j = 1, 2.

Оскiльки ∂
∂yi

Gj(x− y, t) = − ∂
∂xi

Gj(x− y, t), i = 1, . . . , n, j = 0, 1, 2 i подiбно для

похiдних вищих порядкiв, функцiя ϕ ∈ D(Q̄T ), то для всiх γ

Dγ(Ĝjϕ)(y) =
∫

QT

Gj(x− y, t)Dγϕ(x, t)dxdt

за умови рiвномiрної збiжностi iнтегралiв

wj,γ(y) =
T
∫

0

∫

Rn

Gj(x− y, t)Dγϕ(x, t)dxdt, j = 0, 1, 2, ϕ ∈ D(Q̄T ).

За цих умов з попередньої рiвностi одержимо, що Dγ(Ĝjϕ) ∈ C(Rn) для довiль-

ного мультиiндексу γ, а отже, Ĝjϕ ∈ C∞(Rn) при ϕ ∈ D(Q̄T ).
Доведемо рiвномiрну збiжнiсть iнтегралiв wjγ(y) для кожного γ. Розглядати-

мемо для простоти випадок (18).
Враховуючи оцiнки (13), (16) функцiй Gj(x− y, t), j = 1, 2, фiнiтнiсть та обме-

женiсть функцiй Dγϕ(x, t) в QT , у випадку α < n отримаємо

|wj,γ(y)| ≤ |
T
∫

0

dt
∫

x:|x−y|α<tβ
Gj(x− y, t)Dγϕ(x, t)dx+

+
T
∫

0

dt
∫

x:|x−y|α>tβ
Gj(x − y, t)Dγϕ(x, t)dx| ≤

≤ dj,γ,0
T
∫

0

[

tj−1−β
∫

x:|x−y|α<tβ

|Dγϕ(x,t)|
|x−y|n−α dx+ tj−1

∫

x:|x−y|α>tβ

|Dγϕ(x,t)|
|x−y|n dx

]

dt ≤

≤ dj,γ,1

[ T
∫

0

tj−1−βdt
tβ/α
∫

0

rα−1dr +
T
∫

0

tj−1dt
+∞
∫

tβ/α

|Dγϕ(x, t)|r−1dr
]

≤

≤ dj,γ,2
T
∫

0

tj−1[1 + | ln tβ/α|]dt < +∞.

Тут i далi dj,γ,k, j = 1, 2, k = 0, 1, . . . – додатнi сталi.
У випадку α ≥ n з врахуванням оцiнок (13), (17) одержуємо

|wj,γ(y)| ≤ dj,γ,3
T
∫

0

tj−1
[

∫

x:|x−y|α<tβ

|Dγϕ(x,t)|

tnβ/α dx +
∫

x:|x−y|α>tβ

|Dγϕ(x,t)|
|x−y|n dx

]

dt ≤

≤ dj,γ,4
T
∫

0

tj−1[1 + | ln tβ/α|]dt < +∞, j = 1, 2.

Ми довели, що Ĝj : D(Q̄T ) → C∞(Rn), j = 1, 2.

Оскiльки ∂
∂τG0(x− y, t− τ) = − ∂

∂tG0(x− y, t− τ) i подiбно для похiдних вищих

порядкiв, функцiя ϕ ∈ D(Q̄T ), то для всiх γ̄

Dγ̄(Ĝ0ϕ)(y, τ) =
∫

QT

G0(x− y, t− τ)Dγ̄ϕ(x, t)dxdt та Dγ̄(Ĝ0ϕ)(y, T ) = 0

за умови рiвномiрної збiжностi iнтегралiв
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w0,γ̄(y, τ) =
T
∫

τ

∫

Rn

G0(x− y, t− τ)Dγ̄ϕ(x, t)dxdt, ϕ ∈ D(Q̄T ).

За цiєї умови з попередньої рiвностi одержимо, що Dγ̄(Ĝ0ϕ) ∈ C(QT ) для до-

вiльного мультиiндексу γ̄, а отже, Ĝ0ϕ ∈ C∞,(0)(Q̄T ) при ϕ ∈ D(Q̄T ).
Доведемо рiвномiрну збiжнiсть iнтегралiв w0,γ̄(y, τ) для кожного γ̄. Розгляда-

тимемо для простоти випадок (18).
Враховуючи оцiнки (13), (14) функцiї G0(x−y, t−τ), фiнiтнiсть та обмеженiсть

функцiй Dγ̄ϕ(x, t) в QT , у випадку α < n отримаємо

|w0,γ̄(y, τ)| ≤
T
∫

τ

[

∫

x:|x−y|α<(t−τ)β
|G0(x− y, t− τ)| · |Dγ̄ϕ(x, t)|dx+

+
∫

x:|x−y|α>(t−τ)β
|G0(x− y, t− τ)| · |Dγ̄ϕ(x, t)|dx

]

dt ≤

≤ d0,γ̄,0
T
∫

τ

[

∫

x:|x−y|α<(t−τ)β

|Dγ̄ϕ(x,t)|
(t−τ)|x−y|n−αdx+

∫

x:|x−y|α>(t−τ)β

|Dγ̄ϕ(x,t)|
(t−τ)1−β |x−y|ndx

]

dt ≤

≤ d0,γ̄,1

[ T
∫

τ

dt
t−τ

(t−τ)β/α
∫

0

rα−1dr +
T
∫

τ

1
(t−τ)1−β dt

+∞
∫

(t−τ)β/α

|Dγ̄ϕ(x, t)|r−1dr
]

≤

≤ d0,γ̄,2
T
∫

τ

(t− τ)β−1[1 + | ln (t− τ)β/α|]dt < +∞.

Тут i далi d0,γ̄,i, i = 0, 1, . . . – додатнi сталi.
У випадку α ≥ n, враховуючи оцiнки (13), (15), подiбно одержуємо

|w0,γ̄(y, τ)| ≤

≤ d0,γ̄,3
T
∫

τ

[

∫

x:|x−y|α<(t−τ)β

|Dγ̄ϕ(x,t)|

(t−τ)1−β(1− n
α

) dx+
∫

x:|x−y|α>(t−τ)β

|Dγ̄ϕ(x,t)|
(t−τ)1−β |x−y|n

dx
]

dt ≤

≤ d0,γ̄,4
T
∫

τ

(t− τ)β−1[1 + | ln (t− τ)β/α|]dt < +∞.

Ми довели, що Ĝ0 : D(Q̄T ) → C∞,(0)(Q̄T ). Лема доведена.

�

6. Теорема iснування та єдиностi.

Теорема 1. За припущення (L) iснує єдиний розв’язок u ∈ D′(Q̄T ) задачi (3). Вiн
визначений формулою

(u, ϕ)QT = (F, Ĝ0ϕ)QT +
2

∑

j=1

(Fj , Ĝjϕ) ∀ϕ ∈ D(Q̄T ). (19)
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Доведення. За лемою 3 Ĝ0 : D(Q̄T ) → C∞,(0)(Q̄T ), Ĝj : D(Q̄T ) → C∞(Rn), j = 1, 2.

За лемою 3 iз [9] для кожної ϕ ∈ D(Q̄T ) iснує така ψ ∈ X(Q̄T ), що (L̂ψ)(x, t) = ϕ(x, t),
(x, t) ∈ QT . Такою є функцiя

ψ(y, τ) =

T
∫

τ

dt

∫

Rn

G0(x − y, t− τ)ϕ(x, t)dx.

Отож, Ĝ0 : D(Q̄T ) → X(Q̄T ), права частина в формулi (19) має сенс i формулою
(19) визначено u ∈ D′(Q̄T ).

Пiдставляючи функцiю (19) у тотожнiсть (4), використовуючи лему 2, доводи-
мо, що функцiя (19) є розв’язком задачi (3)

(u, L̂ψ)QT = (F, Ĝ0(L̂ψ))QT +
2
∑

j=1

(Fj , Ĝj(L̂ψ)) =

= (F, ψ)QT +
2
∑

j=1

(Fj(x),
T
∫

0

fj−β(t)ψ(x, t)dt) ∀ψ ∈ X(Q̄T ).

Якщо u1, u2 – розв’язки задачi (3), то функцiя u = u1 − u2 задовольняє умову

(u, L̂ψ)QT = 0 ∀ψ ∈ X(Q̄T ),

а тодi з використанням леми 3 iз [9], (u, ϕ)QT = 0 для кожної ϕ ∈ D(Q̄T ), тобто u = 0
в D′(Q̄T ). Теорема доведена. �

Зауваження 1. Результат теореми 1 можна полiпшити: визначити залежнiсть ха-
рактеру особливостей розв’язку задачi при t = 0 вiд особливостей правої частини
рiвняння та порядкiв сингулярностей узагальнених функцiй у початкових умовах.
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THE SOLUTION OF CAUCHY PROBLEM FOR FRACTIONAL
DERIVATIVE EQUATIONS IN SPACES OF DISTRIBUTIONS

Andrii LOPUSHANSKYJ
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e-mail: alopushanskyj@gmail.com

We prove the existence and uniqueness theorem and get the representation
by means of the Green’s vector-function of the solution of the Cauchy problem

u
(β)
t + a

2(−∆)α/2
u = F (x, t), (x, t) ∈ R

n × (0, T ], a = const,

u
(j)(x, 0) = Fj(x), x ∈ R

n
, j = 1, 2,

with Riemann-Liouville fractional derivative u
(β)
t of the order β ∈ (1, 2) and

F , F1, F2 from some spaces of generalized functions D′. Here the fractional
n-dimensional Laplace operator (−∆)α/2 is defined by its Fourier transform:

F[(−∆)α/2ψ(x)] = |λ|αF[ψ(x)].

Key words: fractional derivative, generalized function, Cauchy problem,
Green vector-function.
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ С
ДРОБНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ В ПРОСТРАНСТВАХ

ОБОБЩЕННЫХ ФУНКЦИЙ
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Доказана теорема о существовании и единственности, получено предс-
тавление с помощью вектор-функции Грина решение задачи Коши

u
(β)
t + a

2(−∆)α/2
u = F (x, t), (x, t) ∈ R

n × (0, T ], a = const,

u(j)(x, 0) = Fj(x), x ∈ R
n
, j = 1, 2,

с производной Римана-Лиувилля u
(β)
t порядка β ∈ (1, 2) и F , F1, F2 из

пространств обобщенных функций D′. Здесь (−∆)α/2 определено с по-

мощью преобразования Фурье F[(−∆)α/2ψ(x)] = |λ|αF[ψ(x)].

Ключевые слова: производная дробного порядка, обобщенная функция,
задача Коши, вектор-функция Грина.


