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Для цiлого ряду Дiрiхле F (s) =
∞∑

k=0

akexp{sλk} у термiнах модифi-

кованих узагальнених порядкiв доведено зв’язок мiж зростанням M(σ) =
sup {|F (σ + it)| : t ∈ R} i спаданням an. Отриманi результати застосовано
до вивчення зростання цiлих характеристичних функцiй ймовiрнiсних за-
конiв.

Ключовi слова: ряд Дiрiхле, ймовiрнiсний закон, характеристична
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1. Вступ. Нехай (λk) – зростаюча до +∞ послiдовнiсть невiд’ємних чисел, а

F (s) =

∞
∑

k=o

akexp{sλk}, s = σ + it, (1)

– цiлий ряд Дiрiхле. Приймемо M(σ, F ) = sup{|F (σ + it)| : t ∈ R}, i нехай

µ(σ, F ) = max{|an|exp{σλn} : n > 0}

– максимальний член ряду (1), а ν(σ, F ) = max{n : |an|exp{σλn} = µ(σ, F )} – його
центральний iндекс.

Через L позначимо клас неперервних на (−∞; +∞) функцiй α таких, що
α(x) ≡ α(x0) > 0 для x 6 x0 i α(x) ↑ +∞ для x0 6 x → +∞. Будемо говорити, що
α ∈ L0, якщо α ∈ L i α((1 + o(1))x) = (1 + o(1))α(x) при x → +∞, i α ∈ Lпз, якщо
α ∈ L i α(cx) = (1 + o(1))α(x) при x → +∞ для кожного c ∈ (0;+∞), тобто α –
повiльно зростаюча функцiя. Зрозумiло, що Lпз ⊂ L0.

Для α ∈ L i β ∈ L узагальненим порядком цiлого ряду Дiрiхле (1) називається
[2] величина ̺αβ [F ] = lim

σ→+∞

α(lnM(σ,F ))
β(σ) . В [2] доведено таке: якщо

ln k = o
(

λkβ
−1(cα(λk))

)

, k → ∞, (2)
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для кожного c ∈ (0;+∞), а функцiї α ∈ Lпз i β ∈ L0 такi, що x d
dx
β−1 (cα(x)) = O(1)

при x → +∞ для кожного c ∈ (0;+∞), то ̺αβ [F ] = lim
k→∞

α(λk)

β
(

1
λk

ln 1
|ak|

) .

Умову x d
dx
β−1 (cα(x)) = O(1), x → +∞ у цьому твердженнi можна знати [3],

якщо модифiкувати означення узагальненого порядку.
Для α ∈ L i β ∈ L модифiкованими узагальненими порядком i нижнiм по-

рядком називаються, вiдповiдно, величини ̺αβ [F ] = lim
σ→+∞

1
β(σ)α

(

lnM(σ,F )
σ

)

i

λαβ [F ] = lim
σ→+∞

1
β(σ)α

(

lnM(σ,F )
σ

)

.

В [3] доведено таке: якщо α ∈ Lпз i β ∈ L0, то за умови (2) правильна рiвнiсть

̺αβ [F ] = pαβ [F ], pαβ [F ] = lim
k→∞

α(λk)

β
(

1
λk

ln 1
|an|

) . (3)

Мета нашої працi – узагальнити наведений результат з [3].

Теорема 1. Нехай показники цiлого ряду Дiрiхле (1) задовольняють умову (2) i
або α ∈ Lпз та β ∈ L0, або β ∈ Lпз та α ∈ L0. Тодi правильна рiвнiсть (3). Якщо,

крiм того, ̺αβ [F ] < ∞, κk[F ] = ln |ak|−ln |ak+1|
λk+1−λk

ր +∞ (k → ∞) i β−1(cα(λk+1))
β−1(cα(λk))

→ 1,

при k −→ ∞ для будь-якого c ∈ (0;+∞), то

λαβ [F ] = qαβ [F ], qαβ [F ] = lim
k−→∞

α(λk)

β( 1
λk

ln 1
|an|

)
. (4)

Теорему 1 буде застосовано до дослiдження зростання одного класу цiлих ха-
рактеристичних функцiй ймовiрнiсних законiв.

2. Доведення теореми 1. Приймемо

̺αβ [lnµ] = lim
σ→+∞

1

β(σ)
α

(

lnµ(σ, F )

σ

)

, λαβ [lnµ] = lim
σ→+∞

1

β(σ)
α

(

lnµ(σ, F )

σ

)

i припустимо, що ̺αβ [lnµ] < +∞. Тодi для кожного ̺ > ̺αβ [lnµ], всiх σ > σ0(̺) i всiх
k > 0 отримаємо ln |ak|+ σλk 6 lnµ(σ) 6 σα−1(̺β(σ)), тобто ln |ak| 6 (α−1(̺β(σ))−

−λk)σ. Виберемо σ = σk = β−1
(

1
ρ
α(δλk)

)

, де δ ∈ (0; 1) – довiльне число. Тодi

σk > σ0(̺) для k > k0(̺, δ), тому ln |ak| 6 −(1− δ)λkβ
−1

(

1
̺
α(δλk)

)

, тобто

α(δλk)

β
(

1
(1−δ)λk

ln 1
|ak|

) 6 ̺. (5)

Оскiльки для цiлих рядiв Дiрiхле 1
λk

ln 1
|an|

→ +∞ (k → ∞), то з (5) отримаємо

pαβ [F ] = lim
k→∞

α(δλk)

β
(

1
(1−δ)λk

ln 1
|an|

)

β
(

1
(1−δ)λk

ln 1
|an|

)

β
(

1
λk

ln 1
|an|

)

α(λk)

α(δλk)
6

6 ̺ lim
x→+∞

β
(

x
1−δ

)

β(x)
lim

x→+∞

α(x)

α(δx)
. (6)
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Якщо β ∈ Lпз i α ∈ L0, то з (6) отримаємо pαβ [F ] 6 ̺ lim
x→+∞

α(x)
α(δx) . Але в [4] доведено

таке: якщо α ∈ L0, то lim
x→+∞

α((1+ε)x)
α(x) = A(ε) ց 1 при ε ↓ 0. Тому, спрямовуючи δ ↑ 1,

з останньої нерiвностi з огляду на довiльнiсть ̺ > ̺αβ [lnµ] випливає, що

καβ [F ] 6 ̺αβ [lnµ]. (7)

Якщо ж α ∈ Lпз i β ∈ L0, то з (6) подiбно випливає нерiвнiсть pαβ[F ] 6

6 ̺ lim
x→+∞

β((1+δ)x)
β(x) , i, спрямовуючи тепер δ ↓ 0, знову приходимо до нерiвностi

(7), яка є очевидною, коли ̺αβ [lnµ] = +∞.
Доведення протилежної до (7) нерiвностi проведемо вiд супротивного. Припус-

тимо, що καβ [F ] < ραβ [lnµ]. Тодi для кожного ̺ ∈ (καβ [F ]; ̺αβ [lnµ]) i всiх k > k0(̺)

одержуємо ln |ak| 6 −λkβ
−1

(

1
̺
α(λk)

)

, тобто

lnµ(σ, F ) 6 max

{

max
06k6k0(̺)

ln |an|+ σλk; max
k>k0(̺)

λk

(

σ − β−1

(

1

̺
α(λk)

))}

6

6 max

{

λk

(

σ − β−1

(

1

̺
α(λk)

))

: k > 0

}

+O(σ), σ → +∞.

Оскiльки lnµ(σ, F ) → +∞ (σ → +∞), то звiдси випливає, що

σ > β−1

(

1

̺
α(λν(σ,F ))

)

для σ > σ0, тобто λν(σ,F ) 6 α−1(̺β(σ)) для σ > σ0, i отже, [5, c. 17]

lnµ(σ, F ) = lnµ(σ0, F ) +

σ
∫

σ0

λν(t,F )dt 6 lnµ(σ0, F ) +

σ
∫

σ0

α−1(̺β(t))dt 6

6 lnµ(σ0, F ) + α−1(̺β(σ))(σ − σ0) = (1 + o(1))α−1(̺β(σ)), σ → +∞.

Звiдси за умови α ∈ L0 (i тим паче α ∈ Lпз ) випливає, що ̺αβ [lnµ] < ̺, що
неможливо. Отже, правильна рiвнiсть ̺αβ [lnµ] = καβ [F ] i нам залишилось довести,
що ̺αβ [F ] = ̺αβ [lnµ].

За нерiвнiстю Кошi µ(σ, F ) 6 M(σ, F ) отримаємо ̺αβ [lnµ] 6 ̺αβ [F ] i
λαβ [lnµ] 6 λαβ [F ]. Якщо ̺αβ [lnµ] < +∞, то для кожного ̺ > ̺αβ [lnµ] i всiх k > k0(̺)

правильна оцiнка ln |ak| 6 −λkβ
−1

(

1
̺
α(λk)

)

, а з огляду на умову (2) ln k = o(ln |ak|)

при k → ∞. Тому [5, c. 23] M(σ, F ) 6 A0(ε)µ
(

σ
1−ε

, F
)

для кожного ε ∈ (0; 1), де A0(ε)

– додатна стала, звiдки випливає, що lnM(σ, F ) 6 (1 + o(1)) lnµ ((1 + o(1))σ, F ) при
σ → +∞. Тому, якщо α ∈ L0 i β ∈ L0, то ̺αβ [F ] 6 ̺αβ [lnµ] i λαβ [F ] 6 λαβ [lnµ].
Якщо ̺αβ [lnµ] = +∞, то нерiвнiсть ̺αβ [F ] 6 ̺αβ [lnµ] є очевидною, i першу частину
теореми 1 доведено.

Доведемо другу частину. Оскiльки за умови ̺αβ [F ] < +∞ правильна рiвнiсть
λαβ [F ] = λαβ[lnµ], то залишилось довести, що λαβ [lnµ] = qαβ [F ].
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Припустимо спочатку, що qαβ [F ] < +∞. Тодi iснують число q > qαβ [F ] i зрос-
таюча до +∞ послiдовнiсть (kj) натуральних чисел такi, що

ln |akj
| 6 −λkj

β−1

(

1

q
α(λkj

)

)

.

Оскiльки κk[F ] ր +∞ (k → ∞), то [5, c. 19] µ(κk(F ), F ) = |ak|exp{λkκk(F )} для
всiх k.

Тому для σj = µ(κkj
(F ), F ) отримаємо

lnµ(σj , F ) = ln |akj
|+ λkj

σj 6 −λkj
β−1

(

1

q
α(λkj

)

)

+ σjλkj
6

6 max

{

λk

(

σj − β−1

(

1

q
α(λk)

))

: k > 0

}

.

Звiдси, застосовуючи отриману у доведеннi першої частини теореми оцiнку цього
максимуму, одержуємо асимптотичну нерiвнiсть lnµ(σj , F ) 6 (1+o(1))α−1(qβ(σj))σj

при j → ∞. З цiєї оцiнки випливає нерiвнiсть λαβ [lnµ] 6 qαβ [F ], яка є очевидною,
якщо qαβ [F ] = +∞.

Для доведення протилежної нерiвностi припустимо, що qαβ [F ] > 0. Тодi для

кожного q ∈ (0; qαβ [F ]) i всiх k > k0(q) одержуємо ln |ak| > −λkβ
−1

(

1
q
α(λk)

)

,

тобто lnµ(σ, F ) > λk

(

σ − β−1
(

1
q
α(λk)

))

для всiх σ i k > k0(q). Виберемо

σk = β−1
(

1
q
α(λk)

)

(1 + δ), де δ > 0 – довiльне число. Тодi

lnµ(σk, F ) > λkδβ
−1

(

1

q
α(λk)

)

, k > k0(q). (7)

Оскiльки β−1 (cα(λk+1)) = β−1 (cα(λk)) (1 + o(1)) при k → ∞ для будь-якого
c ∈ (0;+∞), то σk/σk+1 → 1 при k → ∞. Зауважимо також, що α(λk+1)/α(λk) → 1
при k → ∞. Справдi, якщо α(λkj

) 6 (1− ξ)α(λkj+1) для деякого ξ ∈ (0; 1) i всiх j, то

β−1
(

cα(λkj
)
)

β−1
(

cα(λkj+1)
) 6

β−1
(

c(1 − ξ)α(λkj+1)
)

β−1
(

cα(λkj+1)
) =

β−1((1 − ξ)tj)

β−1(tj)
= B(tj , ξ),

де tj = cα(λkj+1). Тому треба довести, що lim
t→∞

B(t, ξ) < 1. Цю нерiвнiсть буде-

мо доводити вiд супротивного. Припустимо, що lim
t→∞

B(t, ξ) = 1. Тодi для кожного

ε > 0 i деякої зростаючої до +∞ послiдовностi (tn) отримаємо β−1 ((1− ξ)tn) >

> (1− ε)β−1 (tn) , тобто за умови β ∈ L0

1

(1− ξ)
6 lim

n→∞

β(β−1(tn))

β((1 − ε)β−1(tn))
= A(ε) ց 1, ε ↓ 0,

що неможливо, тобто α(λn+1) ∼ α(λn) при k → ∞.
Нехай тепер σk 6 σ 6 σk+1. Тодi з огляду на (7), якщо α ∈ L0, то

λαβ [lnµ] = lim
σ→∞

1

β(σ)
α

(

lnµ(σ, F )

σ

)

> lim
k→∞

1

β(σk+1)
α

(

lnµ(σk, F )

σk+1

)

>
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> lim
k→∞

α

(

λkδ(β−1( 1
q
α(λk)))

β−1( 1
q
α(λk))(1+δ)

)

β
(

(1 + δ)β−1
(

1
q
α(λk+1)

)) = lim
k→∞

α
(

δ
1+δ

λk

)

1
q
α(λk+1)A(δ)

=
q

A(δ)
lim
k→∞

α
(

δλk

1+δ

)

α(λk+1)
, (8)

де A(δ) ≡ 1, коли β ∈ Lпз i A(δ) ց 1, коли β ∈ L0.
Якщо α ∈ Lпз i β ∈ L0, то з (8) одержимо

λαβ [lnµ] >
q

A(δ)
lim
k→∞

α(λk)

α(λk+1)
=

q

A(δ)
,

звiдки випливає нерiвнiсть λαβ[lnµ] > qαβ [F ]. Якщо ж α ∈ L0 i β ∈ Lпз, то

λαβ [lnµ] > q lim
k→∞

α( δ
1+δ

λk)
α(λk)

. Оскiльки δ
1+δ

→ 1 при δ → +∞, то звiдси знову отри-

муємо нерiвнiсть λαβ [lnµ] > qαβ [F ], яка є очевидною, коли qαβ [F ] = 0. Отже,
λαβ [lnµ] = qαβ [F ] i теорему 1 доведено повнiстю.

3. Застосування. Неспадна неперервна злiва на (−∞,∞) функцiя F нази-
вається [6, c. 10] ймовiрнiсним законом, якщо lim

x→+∞
F (−x) = 0 i lim

x→+∞
F (x) = 1, а

характеристичною функцiєю закону F називається [6, c. 12] функцiя

ϕ(z) = ϕ(z;F ) =

∞
∫

−∞

eizxdF (x), z ∈ (−∞,∞). (9)

Якщо функцiя ϕ допускає аналiтичне продовження на всю комплексну пло-
щину, то вона називається цiлою характеристичною функцiєю. Вiдомо [6, c. 37-
38], що для того, щоб характеристична функцiя була цiлою, необхiдно i дос-
татньо, щоб WF (x) = O (e−rx) при x → +∞ для кожного r > 0, де WF (x) =
= 1− F (x) + F (−x), x > 0. Приймемо Mϕ(r) = max {|ϕ(z)| : |z| = r}. Тодi [6, c. 43]
Mϕ(r) = max {|ϕ(ir)|, |ϕ(−ir)|}. Н.I. Яковлєва [7-8], узагальнюючи формулу Ра-
мачандрана [9], для знаходження порядку функцiї ϕ довела таке: якщо α ∈ Lпз

i β ∈ L0, то для того, щоб lim
r→∞

α( 1
r
lnMϕ(r))
β(r) = γ > 0, необхiдно i достатньо, щоб

lim
x→+∞

β
(

1
x
ln 1

WF (x)

)

α(x) = 1
γ
. Використовуючи теорему 1, дослiдимо зростання цiлої

характеристичної функцiї зрiзаного злiва схiдчастого ймовiрнiсного закону. Ймо-
вiрнiсний закон F називається зрiзаним злiва [10, c. 27], якщо F (x) ≡ 0 для всiх x 6 0
i називається схiдчастим або дискретним, [10, c. 26], якщо F (x) =

∑

n

pnE(x−xn), де

E(x) =

{

0, x < 0;
1, x > 0.

, а {xn} – злiченна множина дiйсних чисел, pn > 0 i
∑

n

pn = 1.

Припустимо, що послiдовнiсть X = (xk) така, що 0 = x0 < x1 < ... < xn → +∞, а
ймовiрносний закон F задовольняє умови F (x) ≡ 0 для x 6 0, F (x) = F (xk+1) для
xk < x 6 xk+1 i F (xk) ↑ 1 при k → ∞. Клас таких ймовiрносних законiв позначимо
через

∏

(X). Якщо F ∈
∏

(X), то

ϕ(z) =

+∞
∫

0

eizxdF (x) =

∞
∑

k=0

eizxk(F (xk+0)−F (xk)) =

∞
∑

k=0

(F (xk+1)−F (xk))e
izxk . (10)
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Зауважимо, що WF (xk) = 1− F (xk) i

WF (x) = 1− F (x) = 1− F (xk+1) = WF (xk+1)

для xk < x 6 xk+1. Для того, щоб ϕ була цiлою функцiєю, необхiдно i достатньо,
щоб lim

x→+∞

1
x
ln 1

WF (x) = +∞, а

min

{

1

x
ln

1

WF (x)
: xk < x 6 xk+1

}

=
1

xk+1
ln

1

WF (xk+1)
,

то для того, щоб ϕ була цiлою характеристичною функцiєю ймовiрносного закону
F ∈

∏

(X), необхiдно i достатньо, щоб lim
k→∞

1
xk

ln 1
WF (xk)

= +∞. Звiдси випли-

ває, що lim
k→∞

1
xk

ln 1
WF (xk)−WF (xk+1)

= +∞, тобто lim
k→∞

1
xk

ln 1
F (xk+1)−F (xk)

= +∞.

Якщо ak = F (xk+1) − F (xk), то lim
k→∞

1
xk

ln 1
ak

= +∞. Оскiльки з (10) випливає, що

|ϕ(ir)| =
∞
∑

k=0

ake
−rxk i |ϕ(-ir)| =

∞
∑

k=0

ake
rxk , то Mϕ(r) = F (r) =:

∞
∑

k=0

ake
rxk . Застосо-

вуючи до цього ряду Дiрiхле теорему 1, приходимо до теореми 2.

Теорема 2. Нехай α ∈ Lпз та β ∈ L0, або α ∈ L0 та β ∈ Lпз, а ϕ – цiла харак-
теристична функцiя ймовiрносного закону F ∈

∏

(X), де послiдовнiсть X = (xk)
задовольняє умову ln k = o(xkβ

−1cα(xk))) при k → ∞ для будь-якого c ∈ (0;+∞).
Тодi

̺αβ [ϕ] =: lim
r→∞

1

β(r)
α

(

lnMϕ(r)

r

)

= lim
k→∞

α(xk)

β
(

1
xk

ln 1
F (xk+1)−F (xk)

) .

Якщо, крiм того, ̺αβ [ϕ] < +∞, 1
xk+1−xn

ln F (xn+1)−F (xn)
F (xk+2)−F (xk+1)

ր +∞ (n → +∞) i

β−1(cα(xk+1))
β−1(cα(xk))

→ 1, при k −→ ∞ для будь-якого c ∈ (0;+∞), то

lim
r→∞

1

β(r)
α

(

lnMϕ(r)

r

)

= lim
r→∞

α(xn)

β
(

1
xn

ln 1
F (xn+1)−F (xn)

) .
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ON MODIFIED GENERALIZED ORDERS OF ENTIRE
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For an entire Dirichlet series F (s) =
∞∑

k=0

akexp{sλk} a connection between

the growth of M(σ) = sup {|F (σ + it)| : t ∈ R} and the decrease of an is
established in the terms of modified generalized orders. The obtained results
are applied to the investigation of the growth of entire characteristic functions
of probable laws.

Key words: Dirichlet series, probable law, characteristic function, generali-
zed order.
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О МОДИФИЦИРОВАННЫХ ОБОБЩЁННЫХ ПОРЯДКАХ
ЦЕЛЫХ РЯДОВ ДИРИХЛЕ И ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ
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Для целого ряда Дирихле F (s) =
∞∑

k=0

akexp{sλk} в терминах моди-

фицированных обобщённых порядков установлено связь между ростом
M(σ) = sup {|F (σ + it)| : t ∈ R} и убыванием an. Полученные результаты
применены к изучению роста целых характеристических функций вероят-
ностных законов.

Ключевые слова: ряд Дирихле, вероятностный закон, характеристи-
ческая функция, обобщённый порядок.


