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Для аналiтичних в DR = {z : |z| < R}, 0 < R 6 +∞, характеристич-
них функцiй ϕ ймовiрнiсних законiв F у термiнах узагальнених порядкiв
знайдено зв’язок мiж зростанням M(r, ϕ) = max{|ϕ(z)| : |z| = r < R} i
спаданням WF (x) = 1− F (x) + F (−x).

Ключовi слова: аналiтична функцiя, характеристична функцiя, ймо-
вiрнiсний закон, узагальнений порядок.

1. Вступ. Неспадна неперервна злiва на (−∞,∞) функцiя F називається [1,
c. 10] ймовiрнiсним законом, якщо lim

x→+∞
F (−x) = 0 i lim

x→+∞
F (x) = 1, а характерис-

тичною функцiєю закону F називається [1, c. 12] функцiя

ϕ(z) = ϕ(z;F ) =

∞
∫

−∞

eizxdF (x), z ∈ (−∞,∞). (1)

Якщо функцiя ϕ допускає аналiтичне продовження на круг DR = {z : |z| < R},
0 < R 6 +∞, то вона називається аналiтичною в DR. Надалi вважатимемо, що DR є
найбiльшим кругом аналiтичностi функцiї ϕ. Вiдомо [1, c. 37-38] таке: для того, щоб
характеристична функцiя ϕ була аналiтичною в DR, необхiдно i достатньо, щоб для
кожного r ∈ [ 0, R )

WF (x) =: 1− F (x) + F (−x) = O(e−rx), x → +∞. (2)

Якщо R = +∞, (тобто ϕ – цiла характеристична функцiя), i ϕ(z) 6≡ const,
то [1, c. 45] iснує скiнченна чи нескiнченна границя lim

r→+∞
r−1 lnM(r, ϕ) > 0, де

M(r, ϕ) = max{|ϕ(z)| : |z| = r}. Якщо ρ[ϕ] = lim
r→∞

ln lnM(r,ϕ)
ln r

– порядок функцiї ϕ i

σ[ϕ] = lim
r→∞

lnM(r,ϕ)
rρ[ϕ] – її тип, визначений за умови 0 < ρ[ϕ] < +∞, то або ρ[ϕ] > 1,

або ρ[ϕ] = 1 i σ[ϕ] > 0. Б.Рамачандран [2] (див. також [1, c. 54]) довiв, що за умови
1 6 ρ[ϕ] < +∞ правильна формула
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1

ρ[ϕ]
+

1

γ[F ]
= 1, γ[F ] = lim

x→+∞

ln ln (1/WF (x))

lnx
, (3)

a за умови 1 < ρ[ϕ] < +∞,

(γ[F ]δ[F ])
ρ[ϕ]−1

σ[ϕ]ρ[ϕ] = 1, δ[F ] = lim
x→∞

x−γ[F ] ln
1

WF (x)
. (4)

Н.I.Яковлєва [3-4] узагальнила формулу (3), використовуючи узагальненi по-
рядки М.М. Шеремети [5]. Як i в [5], через L позначимо клас неперервних додатних
на (−∞,+∞) функцiй α таких, що α(x) ≡ α(x0) > 0 для x 6 x0 i α(x) ↑ +∞ при x0 6

x → +∞. Будемо говорити, що α ∈ L0, якщо α ∈ L i α ((1 + o(1))x) = (1 + o(1))α(x)
при x → +∞. Нарештi, α ∈ Lпз, якщо α ∈ L i α(cx) = (1 + o(1))α(x) x → +∞ для
кожного c ∈ (0,+∞), тобто α – повiльно зростаюча функцiя. В [4] доведено таке:
якщо α ∈ Lпз i β ∈ L0, то для того, щоб lim

r→+∞

1
β(r)α

(

1
r
lnM(r, ϕ)

)

= γ > 0, необхiдно

i достатньо, щоб lim
r→+∞

1
α(x)β

(

1
x
ln 1

WF (x)

)

= 1
γ
.

Оскiльки унiверсальної шкали зростання побудувати не можна, Б.В. Винни-
цький [6] знайшов зв’язок мiж зростанням M(r, ϕ) i спаданням WF (x) для цiлих
функцiй у термiнах функцiї Φ−1, оберненої до функцiї Φ(x) = lnM(ex, ϕ). Вiн довiв

таке: якщо ϕ має нескiнченний порядок, то lim
x→+∞

Φ−1(x)

ln
(

1
x
ln
(

1
WF (x)

)) = 1. М. Девес [7] за-

мiсть функцiй з класiв L0 i Lпз розглядала функцiї α i β такi, що lim
x→∞

α(kx)
α(x) 6 A0k

a

i lim
x→∞

β(kx)
β(x) 6 B0k

b для k > 1 i, зрозумiло, замiсть рiвностей отримала оцiнки

lim
r→+∞

1
β(r)α

(

lnM(r,ϕ)
r

)

, зверху i знизу через lim
x→+∞

α(x)

β
(

1
x
ln 1

WF (x)

) .

Для аналiтичної в одиничному крузi D1 функцiї ϕ порядок i тип вводяться

за формулами ρ∗[ϕ] = lim
r↑1

ln+ ln+ M(r,ϕ)
− ln(1−r) i σ∗[ϕ] = lim

r↑1
(1 − r)ρ

∗[ϕ] ln+ M(r, ϕ) за умови

0 < ρ∗[ϕ] < +∞. В.М. Сорокiвський [8] довiв: якщо ϕ – аналiтична в D1 характерис-
тична функцiя ймовiрнiсного закону F , то

1

γ∗[F ]
−

1

ρ∗[F ]
= 1, γ∗[F ] = lim

x→∞

ln+
(

1− ln 1
WF (x)

)

lnx
, (5)

i

(γ∗[F ]δ∗[F ])
ρ∗[ϕ]+1

= σ∗[ϕ]ρ∗[ϕ], δ∗[F ] = lim
x→∞

x−γ
∗[F ]

(

x− ln
1

WF (x)

)+

. (6)

В [9] вiн довiв: якщо α ∈ Lпз i β ∈ Lпз такi, що lim
x→+∞

d ln β−1(cα(x))
d ln x

< 1,

lim
x→+∞

α(xα−1(cβ(x)))
β(x) = c i β−1

(

cα
(

x
β−1(cα(x))

))

= (1 + o(1))β−1(cα(x)) при x → +∞

для кожного c ∈ (0;+∞), то

lim
r↑1

α(lnM(r, ϕ))

β
(

1
1−r

) = lim
x→+∞

α(x)

β

(

1

(1 − 1
x
ln 1

WF (x))
+

) . (7)
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Тут ми доповнимо та узагальнимо наведенi результати. Для цiлих характеристичних
функцiй правильна така теорема.

Теорема 1. Якщо або α ∈ Lпз i β ∈ L0, або α ∈ L0 i β ∈ Lпз, а ϕ – цiла характе-
ристична функцiя ймовiрнiсного закону F , то

lim
r→+∞

α
(

1
r
lnM(r, ϕ)

)

β(r)
= lim

x→+∞

α(x)

β
(

1
x
ln 1

WF (x)

) . (8)

За умов α ∈ Lпз i β ∈ L0 теорема 1 збiгається з наведеним вище результатом
Н.I. Яковлєвої [4], який свiдчить про зв’язок мiж зростанням M(r, ϕ) i спаданням
WF (x) у випадку, коли 1

r
lnM(r, ϕ) прямує до +∞ досить швидко. За умов α ∈ L0 i

β ∈ Lпз теорема 1 є новим результатом i засвiдчує такий зв’язок, коли 1
r
lnM(r, ϕ)

прямує до +∞ повiльно. Якщо виберемо α(x) = β(x) = lnx, для x > x0, то з (8)
отримаємо формулу (3) для знаходження порядку.

Формула (4) випливає з доведеної нижче рiвностi

lim
r→∞

lnM(r, ϕ)

rρ
=

ρ− 1

ρρ
lim

x→+∞

x
(

1
x
ln 1

WF (x)

)ρ−1 , ρ = ρ[ϕ]. (9)

У випадку, коли характеристична функцiя ϕ ймовiрнiсного закону F аналiтична
у крузi DR, 0 < R < +∞, ситуацiя дещо iнша, бо ϕ може бути обмеженою в DR, а
для того, щоб M(r, ϕ) ↑ +∞ при r ↑ R, потрiбна додаткова умова на WF (x). Такою
є умова

lim
r↑R

WF (x)e
Rx = +∞, (10)

що буде доведено пiзнiше. Швидкiсть зростання функцiї M(r, ϕ) залежить вiд асимп-
тотичного поводження функцiї WF (x)e

Rx, про що свiдчить наступна теорема.

Теорема 2. Нехай ϕ – аналiтична в DR, 0 < R < +∞, характеристична функцiя
ймовiрнiсного закону F , який задовольняє умову (10), а ρ∗[ϕ] – її порядок. Тодi

lim
x→+∞

ln+ ln+
(

WF (x)e
Rx
)

lnx
=

ρ∗[ϕ]

ρ∗[ϕ] + 1
i lim

x→+∞

lnx

ln x
ln+(WF (x)eRx)

= ρ∗[ϕ],

якщо 0 < ρ∗[ϕ] < +∞, то для типу σ∗[ϕ] правильнi формули

σ∗[ϕ] =
ρρ

(ρ+ 1)ρ+1
lim

x→+∞

(

ln+
(

WF (x)e
Rx
))ρ+1

xρ
=

ρρ

(ρ+ 1)ρ
lim

x→+∞

x
(

x
ln+(WF (x)eRx)

)ρ+1 ,

де ρ = ρ∗[ϕ].

Для R = 1 формули з теореми 2 збiгаються з формулами (5) i (6). Доцiльнiсть
наведення формули для знаходження ρ∗[ϕ] i σ∗[ϕ] в теоремi 2 у двох варiантах видно
з наступних трьох теорем.

Теорема 3. Нехай функцiї α ∈ Lпз i β ∈ Lпз такi, що β−1(cα(x))
x

→ 0 i

α
(

x
β−1(cα(x))

)

= (1 + o(1))α(x) при x → +∞ для кожного c ∈ (0,+∞), a ϕ –
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аналiтична в DR, 0 < R < ∞, характеристична функцiя ймовiрнiсного закону F ,
який задовольняє умову (10). Тодi

lim
r↑R

α (lnM(r, ϕ))

β
(

1
R−r

) = lim
x→+∞

α(x)

β
(

x
ln+(WF (x)eRx)

) . (11)

Зауважимо, що для R = 1 формула (10) збiгається з формулою (7), але умови
на α i β слабшi, нiж в [9].

Теорема 4. Нехай функцiї α ∈ Lпз i β ∈ Lпз такi, що α(ln x)
β(x) → 0, α−1(cβ(x))

x
→ 0

i β
(

x
α−1(cβ(x))

)

= (1 + o(1))β(x) при x → +∞ для кожного c ∈ (0,+∞), a ϕ –

аналiтична в DR, 0 < R < ∞, характеристична функцiя ймовiрнiсного закону F ,
який задовольняє умову (10). Тодi

lim
r↑R

α (lnM(r, ϕ))

β
(

1
R−r

) = lim
x→+∞

α
(

ln+
(

WF (x)e
Rx
))

β(x)
.

Зауважимо, що умови на α i β в теоремi 3 засвiдчують те, що функцiя α зростає
повiльнiше, нiж функцiя β, а з умов теореми 4 випливає, що функцiя β зростає
повiльнiше, нiж функцiя α. Цiкавим є випадок, коли функцiї α i β мають однакове
зростання, наприклад, коли α(x) ≡ β(x). Правильна така теорема.

Теорема 5. Нехай функцiя α ∈ Lпз така, що α(ln x)
α(x) → 0 i α

(

x
α−1(cα(x))

)

=

= (1 + o(1))α(x) при x → +∞ для будь-якого c ∈ (0, 1), a ϕ – аналiтична
в DR, 0 < R < ∞, характеристична функцiя ймовiрнiсного закону F , який

задовольняє умову (10). Нехай ρ∗α[ϕ] = lim
r↑R

α(lnM(r,ϕ))

α( 1
R−r )

. Якщо ρ∗α[ϕ] > 1, то

ρ∗α[ϕ] = lim
x→+∞

α(x)

α

(

x

ln+(WF (x)eRx)

) , якщо ρ∗α[ϕ] < 1, то ρ∗α[ϕ] = lim
x→+∞

α(ln(WF (x)eRx))
α(x) .

У теоремах 3 - 4 функцiї α i β повiльно зростаючi. Проте можна отримати
аналоги цих теорем, коли одна з цих функцiй є степеневою. Про це свiдчать такi двi
теореми.

Теорема 6. Нехай α ∈ Lпз i α
(

x
α(x)

)

= (1 + o(1))α(x) при x → +∞, а ϕ – аналi-

тична в DR, 0 < R < ∞, характеристична функцiя ймовiрнiсного закону F , який
задовольняє умову (10). Тодi

lim
r↑R

(R− r)α (lnM(r, ϕ)) = lim
x→∞

α(x)

x
ln+

(

WF (x)e
Rx
)

.

Теорема 7. Нехай β ∈ Lпз,
lnx
β(x) → 0 i β

(

x
β(x)

)

= (1 + o(1))β(x) при x → +∞, а

ϕ – аналiтична в DR, 0 < R < ∞, характеристична функцiя ймовiрнiсного закону
F , який задовольняє умову (10). Тодi

lim
r↑R

lnM(r, ϕ)

β
(

1
R−r

) = lim
x→∞

ln+
(

WF (x)e
Rx
)

β(x)
.
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Зауважимо, що в теоремах 4 i 7 усунути умову α(ln x)
β(x) → 0 при x → +∞ не

можна. Продемонструємо це на прикладi теореми 7 з β(x) = ln x. Нехай F (x) = 0
для x 6 0, F (x) = 1 − e−R для 0 < x 6 1, i F (x) = 1 − xe−Rx для x > 1. Тодi

ϕ(t) = 1− e−R +
∞
∫

1

eitxdF (x) i

M(r, ϕ)= |ϕ(−ir)| = 1−e−R−

∞
∫

1

erxd(1−F (x)) = 1−e−R+e−(R−r)+r

∞
∫

1

xe−(R−r)dx =

= 1− e−R + e−(R−r) +
re−(R−r)

(R − r)2
(1 +R − r) =

(1 + o(1))R

(R− r)2
,

при r ↑ R, тобто lim
r↑R

lnM(r,ϕ)

β( 1
R−r )

= 2. З iншого боку, WF (x) = xe−Rx для x > 1, i отже,

lim
x→∞

ln(WF (x)eRx)
β(x) = 1.

Доведення теорем 1-7 ґрунтується на такiй лемi.

Лема 1. Якщо ϕ – аналiтична в DR, 0 < R 6 +∞, характеристична функцiя ймо-
вiрнiсного закону F , то для кожного r ∈ [0 , R) i всiх x > 0 правильнi нерiвностi

1
2e

rxWF (x) 6 M(r, ϕ) 6 r
∞
∫

0

erxWF (x)dx + 1 +WF (+0).

Для R = +∞ ця лема доведена в [1, c. 54-55]. У випадку, коли 0 < R < +∞,
ї ї доведення таке саме. Приймемо µ(r, ϕ) = sup {WF (x)e

rx : x > 0}, I(r, ϕ) =
=
∫∞

0
WF (x)e

rxdx i припустимо, що M(r, ϕ) ↑ +∞ при r ↑ R. Тодi за лемою 1

(1 + o(1)) lnµ(r, ϕ) 6 lnM(r, ϕ) 6 (1 + o(1)) ln I(r, ϕ), r ↑ R, (12)

i отже, задача зводиться до знаходження асимптотики функцiї lnµ(r, ϕ) i асимпто-
тичних оцiнок ln I(r, ϕ) через lnµ(r, ϕ).

2. Асимптотичне поводження функцiї lnµ(r, ϕ). Припустимо спочатку, що
R = +∞, тобто ϕ – цiла характеристична функцiя, а x0 = sup {x : WF (x) > 0} <

< +∞. Тодi µ(r, ϕ) 6 erx0 sup {WF (x) : x 6 x0}, тобто, lim
r→+∞

lnµ(r,ϕ)
r

6 x0. Оскiль-

ки µ(r, ϕ) > WF (x0)e
rx0 , то lim

r→∞

lnµ(r,ϕ)
r

> x0, тому lim
r→∞

lnµ(r,ϕ)
r

= x0. З iншого

боку, у цьому випадку I(r, ϕ) =
∫ x0

0
WF (x)e

rxdx 6 x0µ(r, ϕ) i з огляду на лему 1

lim
r→∞

lnM(r,ϕ)
r

= x0. Отже, доведено таке твердження.

Теорема 8. Для цiлої характеристичної функцiї ϕ 6= const першого порядку i
нормального типу величина типу σ[ϕ] обчислюється за формулою
σ[ϕ] = sup {x : WF (x) > 0}.

Зауважимо, що теорема 1 уточнює твердження з [1, c. 57] про те, що iснують
характеристичнi функцiї порядку ρ[ϕ] = 1 з величиною типу σ[ϕ] ∈ [0 , +∞). При-
пустимо тепер, що WF (x) 6= 0 для всiх x > 0. Оскiльки WF (x) ց 0(x → +∞), то
lnµ(r, ϕ) > lnWF (x0) + x0r для всiх r > 0 i кожного x0 > 0, звiдки випливає, що

lim
r→∞

lnµ(r,ϕ)
r

= +∞.
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Для аналiтичних у в DR, 0 < R < ∞, характеристичних функцiй з (2) для
кожного r ∈ [ 0, R ) одержуємо WF (x)e

rx → 0, x → +∞, а для кожного r∗ > R з того,

що DR є найбiльшим кругом аналiтичностi, отримаємо WF (xk)e
r∗xk → ∞ (k → ∞)

для деякої зростаючої до +∞ послiдовностi (xk) додатних чисел, звiдки з огляду
на довiльнiсть r i r∗ випливає, що R = lim

x→+∞

1
x
ln 1

WF (x) . Ця рiвнiсть правильна i у

випадку, коли R = +∞.
На вiдмiну вiд цiлих для аналiтичних в DR, 0 < R < ∞, характереистичних

функцiй функцiя lnµ(r, ϕ) може бути обмеженою. Неважко довести, що для того,
щоб µ(r, ϕ) 6 K для кожного r ∈ [ 0, R ), необхiдно i достатньо, щоб WF (x)e

Rx 6 K
для всiх x > 0. Тому правильне таке твердження.

Твердження 1. Якщо ϕ – аналiтична в DR, 0 < R < ∞, характеристична функ-
цiя ймовiрнiсного закону F , то для того, щоб µ(r, ϕ) ↑ +∞ при r ↑ R, необхiдно i
достатньо, щоб виконувалась умова (10).

З огляду на це твердження умова (10) наявна в теоремах 2-7. Зауважимо, що
виконання умови (10) у випадку R = +∞ є очевидним.

Надалi будемо вважати, що ця умова виконується, а для дослiдження зростання
функцiї lnµ(r, ϕ) використовуватимемо зв’язок мiж зростанням функцiй, спряжених
за Юнгом.

Через Ω(0, R), 0 < R 6 +∞ позначимо клас додатних необмежених на [0, R)
функцiй Φ таких, що похiдна Φ′ є додатною, неперервною i зростає до +∞ на [r0, R)

для деякого r0 ∈ [0, R). Для функцiй Φ ∈ Ω(0, R) нехай Ψ(r) = r − Φ̄(r)
Φ′(r) – функцiя,

асоцiйована з Φ за Ньютоном, а функцiя φ обернена до Φ′. Правильна така лема.

Лема 2. Нехай 0 < R 6 +∞, Φ ∈ Ω(0, R), ϕ – аналiтична в DR характерис-
тична функцiя ймовiрнiсного закону F , який задовольняє умову (10). Для того,
щоб lnµ(r, ϕ) 6 Φ(r) для всiх r ∈ [ r0, R ), необхiдно i достатньо, щоб lnWF (x) 6
6 −xΨ(φ(x)) для всiх x > x0.

Доведення. Нехай Ω(−∞, R) – клас додатних необмежених на (−∞, R) функцiй Φ,
для яких похiдна Φ′ є додатною непрервною i зростає до +∞ на (−∞, R), а Ψ i φ
визначенi, як вище. Тодi [9] функцiя Ψ є неперервною i зростає до R на (−∞, R), а
функцiя φ є неперервною i зростає до R на (0,+∞).

Припустимо, що функцiя P задана на (0,+∞) i вiдмiнна вiд +∞ (вона може
набувати значення −∞, але P 6≡ −∞ ), i нехай Q(r) = sup{P (x) + rx : x > 0} –
функцiя спряжена за Юнгом. В [10] доведено таке: для того, щоб Q(r) 6 Φ̄(r) ∈ Ω
(−∞, R), необхiдно i достатньо, щоб P (x) 6 −xΨ(φ(x)) для всiх x > 0.

Функцiї lnµ(r, ϕ) = sup{lnWF (x) + rx : x > 0} i lnWF (x) спряженi за Юнгом,
оскiльки Φ ∈ Ω(0, R), то iснує таке r0 ∈ (0, R), що Φ(r0) > 0 i Φ′(r0) > 0. Тому можна
побудувати функцiю Φ1 ∈ Ω(−∞, R), яка б дорiвнювала Φ на [r0, R]. Зрозумiло, що
тодi Ψ1(r) = Ψ(r) на [r0, R] i Φ1(x) = Φ(x) для x > x0 = x0(r0). Тому з наведеного
результату з [10] випливає висновок леми 2. �

Використовуючи лему 2, неважко довести таке твердження.
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Твердження 2. Нехай ρ > 1, а ϕ – цiла характеристична функцiя ймовiрнiсного
закону F . Тодi

lim
r→∞

lnµ(r, ϕ)

rρ
=

(ρ− 1)ρ−1

ρρ
lim
r→∞

x
(

1

x
ln 1

WF (x)

)ρ−1 .

Справдi, нехай Φ ∈ Ω(0, R) така, що Φ(r) = Trρ при r > r0, де T > 0. Тодi для

x > x0 одержуємо xΨ(φ(x)) = ρ−1
ρ

(

1
Tρ

)
1

ρ−1

x
ρ

ρ−1 . Тому за лемою 2 для того, щоб

lnµ(r, ϕ) 6 Trρ для всiх r > r0 необхiдно i достатньо, щоб lnWF (x) 6 −(ρ − 1)×

×ρ
ρ

ρ−1 T
−1
ρ−1xρ(ρ−1) для всiх x > x0, тобто

(

1
x
ln 1

WF (x)

)ρ−1

> 1
T
(ρ − 1)ρ−1ρ−ρx при

x > x0, звiдки неважко отримати потрiбну рiвнiсть.

Припустимо тепер, що Φ ∈ Ω(0, R) така, що Φ(r) =
r
∫

r0

ω(t)dt + const, де ω –

неперервна, додатна i зростаюча до +∞ на [ r0, R ) функцiя. Тодi Φ′(r) = ω(r) для
r > r0 i φ(x) = ω−1(x) для x > x0, а отже,

∫ x

x0

φ(t)dt =

x
∫

x0

ω−1(t)dt =

φ(x)
∫

φ(x0)

tdω(t) =

= xφ(x) − x0φ(x0)− Φ(φ(x)) + Φ(φ(x0)) = xΨ(φ(x)) − x0Ψ(φ(x0)).

Тому з леми 2 випливає така лема.

Лема 3. Нехай 0 < r0 < R 6 +∞ i виконується умова (10), а ω – неперерв-
на, додатна i зростаюча до +∞ на [ r0, R ) функцiя. Для того, щоб lnµ(r, ϕ) 6

6
r
∫

r0

ω(t)dt+ const, необхiдно i достатньо, щоб lnWF (x) 6 −
x
∫

x0

ω−1(t)dt+ const.

Використовуючи цю лему, доведемо таке твердження.

Твердження 3. Нехай або α ∈ Lпз i β ∈ L0, або α ∈ L0 i β ∈ Lпз, а ϕ – цiла
характеристична функцiя. Для того, щоб

α

(

lnµ(r, ϕ)

r

)

6 (1 + o(1))β(r), r → ∞, (13)

необхiдно i достатньо, щоб

α(x) 6 (1 + o(1))β

(

1

x
ln

1

WF (x)

)

, x → +∞. (14)

Доведення. З (13) випливає, що lnµ(r, ϕ) 6 rα−1(δβ(r)) для будь-якого δ > 1 i всiх
r > r0(δ), тобто lnWF (x) 6 r

(

α−1(δβ(r)) − x
)

для всiх r > r0(δ) i x > 0. Виберемо

r = r(x) = β−1
(

α(εx)
δ

)

, де ε ∈ (0, 1) – довiльне число. Тодi r(x) > r0(δ) для всiх

x > x0(δ, ε), i отже, lnWF (x) 6 −(1 − ε)xβ−1
(

α(εx)
δ

)

для всiх x > x0(δ, ε), звiдки

випливає, що α(εx)

β
(

1
(1−ε)x

ln 1
WF (x)

) 6 δ для всiх x > x0(δ, ε). Якщо α ∈ Lпз i β ∈ L0, то
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α(εx) = (1 + o(1))α(x) при x → +∞, а [11] lim
x→∞

β(x)

β( x
1−x )

= A(ε) ց 1 (ε ↓ 0). Тому з

останньої нерiвностi отримуємо

δ >
α(x)(1 + o(1))

β
(

1
x
ln 1

WF (x)

)

β
(

1
x
ln 1

WF (x)

)

β
(

1
(1−ε)x ln 1

WF (x)

) >
1 + o(1)

A(ε)

α(x)

β
(

1
x
ln 1

WF (x)

) , x → +∞,

звiдки, спрямовуючи ε → 0 i δ → 1, одержимо (14). Якщо ж β ∈ Lпз i α ∈ L0, то

β
(

x
1−ε

)

= (1 + o(1))β(x) при x → +∞, a lim
x←∞

α(εx)
α(x) = lim

x←∞

α((1−(1−ε))x)
α(x) = A1(ε) ց 1

(ε ↑ 1). Тому знову отримаємо (14).
Навпаки, з умови (14) для будь-якого δ > 1 i всiх x > x0 = x0(δ) > 0 одержуємо

lnWF (x) 6 −xβ−1
(

α(x)
δ

)

6 −
x
∫

x0

β−1
(

α(t)
δ

)

dt, тобто за лемою 3 з ω(t) = α−1(δβ(t))

отримуємо нерiвнiсть

lnµ(r, ϕ) 6

r
∫

r0

α−1 (δβ(r)) dt+ const 6 rα−1 (δβ(r)) + const,

звiдки випливає (13). Твердження 2 доведено. �

Наслiдок 1. За умов твердження 3 для того, щоб lim
r→∞

α( 1
r
lnµ(r,ϕ))
β(r) = 1, необхiдно

i достатньо, щоб lim
x→+∞

α(x)

β
(

1
x
ln 1

WF (x)

) = 1.

Перейдемо до характеристичних функцiй, аналiтичних в DR, 0 < R < +∞, i
спочатку зауважимо, що з рiвностi R = lim

x→+∞

1
x
ln 1

WF (x) випливає, що x
ln(WF (x)eRx) →

+∞ при x → ∞, звiдки з огляду на (10)випливає, що зростання функцiї lnµ(r, ϕ) ↑ ∞
при r ↑ R можна вивчати або в термiнах зростання функцiї x

ln(WF (x)eRx) , або в тер-

мiнах зростання функцiї WF (x)e
Rx. Продемонструємо це на прикладi аналiтичних

характеристичних в DR функцiй скiнченного порядку.

Нехай Φ(r) = a
(

1
R−r

)b

, де a > 0 i b > 0. Зрозумiло, що Φ ∈ Ω (0, R), i неважко

перевiрити, що xΨ(φ(x)) = Rx − b+1
b
(ab)

1
b+1x

b
b+1 . Тому за лемою 2 для того, щоб

lnµ(r, ϕ) 6 a
(

1
R−r

)b

для всiх r ∈ [ r0, R ), необхiдно i достатньо, щоб lnWF (x) 6

6 −Rx + b+1
b
(ab)

1
b+1x

b
b+1 для всiх x > x0, звiдки для належного вибору a i b отри-

муємо таке твердження.

Твердження 4. Нехай ϕ – аналiтична в DR, 0 < R < +∞, характерестична

функцiя ймовiрнiсного закону F , який задовольняє умову (10), i ρ = lim
r↑R

ln lnµ(r,ϕ)

ln 1
R−r

.

Тодi lim
x→+∞

ln ln(WF (x)eRx)
ln x

= ρ
ρ+1 i lim

x→+∞

lnx
ln x

ln(WF (x)eRx)
= ρ+ 1, якщо 0 < ρ < +∞, то

lim
r↑R

lnµ(r, ϕ)
(

1
R−r

)ρ =
ρρ

(ρ+ 1)ρ+1 lim
x→+∞

lnρ+1
(

WF (x)e
Rx
)

xρ
=
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=
ρρ

(ρ+ 1)
ρ+1 lim

x→+∞

x
(

x
ln(WF (x)eRx)

)ρ+1 .

Аналогом твердження 3 є таке твердження.

Твердження 5. Нехай α ∈ Lпз, β ∈ Lпз,
β−1(cα(x))

x
→ 0 i α

(

x
β−1(cα(x))

)

=

= (1 + o(1))α(x) при x → +∞ для деякого c ∈ (0, 1), а ϕ – аналiтична в DR,
0 < R < ∞, характеристична функцiя ймовiрнiсного закону F , який задовольняє
умову (10). Для того, щоб

α (lnµ(r, ϕ)) 6 (1 + o(1))β

(

1

R− r

)

, r ↑ R, (15)

необхiдно i достатньо, щоб

α(x) 6 (1 + o(1))β

(

x

ln (WF (x)eRx)

)

, x → +∞. (16)

Доведення. З (15) для кожного δ ∈
(

1, 1
c

)

i всiх r ∈ [ r0(δ), R ) отримаємо lnµ(r, ϕ) 6

6 α−1
(

δβ
(

1
R−r

))

, тобто

lnWF (x) 6 α−1
(

δβ

(

1

R− r

))

− rx (17)

для всiх x > 0 i всiх r ∈ [ r0(δ), R ). Виберемо

r = r(x) = R−
1

β−1
(

1
δ
α

(

x

β−1(α(x)
δ )

)) .

Тодi r0(δ) 6 r(x) < R для всiх x > x0(δ), а з (17) отримуємо

lnWF (x) 6
x

β−1
(

α(x)
δ

) − Rx+
x

β−1
(

1
δ
α

(

x

β−1(α(x)
δ )

)) ,

звiдки ln
(

WF (x)e
Rx
)

6 2x

β−1

(

1
δ
α

(

x

β−1(α(x)
δ )

)) , i отже, з огляду на умови твердження

(1 + o(1))δβ

(

x

ln (WF (x)eRx)

)

> α





x

β−1
(

α(x)
δ

)



 = (1 + o(1))α(x), x → ∞,

звiдки на пiдставi довiльностi δ отримуємо (16).
Навпаки, якщо виконується умова (16), то для будь-якого δ > 1 i всiх x > x0(δ)

правильна нерiвнiсть

lnWF (x) 6 −Rx+
x

β−1
(

α(x)
δ

) 6 −

x
∫

x0



R−
1

β−1
(

α(x)
δ

)



 dt+ const.
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Тому за лемою 3 з ω(t) = α−1
(

δβ
(

1
R−t

))

одержуємо

lnµ(r, ϕ) 6

r
∫

r0

α−1
(

δβ

(

1

R− t

))

dt 6 (R− r0)α
−1

(

δβ

(

1

R− r

))

,

звiдки з погляду на умову α ∈ Lпз i довiльнiсть δ випливає оцiнка (15). Твердження
5 повнiстю доведено. �

Наслiдок 2. За умов твердження 5 для того, щоб lim
r↑R

α(lnµ(r,ϕ))

β( 1
R−r )

= 1, необхiдно i

достатньо, щоб lim
x→∞

α(x)

β

(

x

ln(WF (x)eRx)

) = 1.

Умови β−1(cα(x))
x

→ 0 i α
(

x
β−1(cα(x))

)

= (1 + o(1))α(x) при x → +∞ означають,

що функцiя α зростає повiльнiше, нiж функцiя β. У випадку, коли α зростає швидше,
нiж β, правильне таке твердження.

Твердження 6. Нехай α ∈ Lпз, β ∈ Lпз,
α−1(cβ(x))

x
→ 0 i β

(

x
β−1(cβ(x))

)

=

= (1 + o(1)) β(x) при x → +∞ для деякого c ∈ (1,+∞), а ϕ – аналiтична в DR,
0 < R < +∞, характеристична функцiя ймовiрнiсного закону F , який задовольняє
умову (10). Для того, щоб виконувалась асимптотична нерiвнiсть (15), необхiдно
i достатньо, щоб

α
(

ln
(

WF (x)e
Rx
))

6 (1 + o(1))β(x), x → ∞. (18)

Доведення. З (15) як вище, для кожного δ ∈ (1, c) всiх x > 0 i всiх r ∈ [ r0(δ), R )
одержимо (17). Виберемо тепер r = R − 1

x
. Зрозумiло, що тодi для всiх x > x0(δ)

з (17) одержимо нерiвнiсть lnWF (x) 6 α−1 (δβ(x)) − Rx+ 1, звiдки легко випливає
(18).

Навпаки, з (18) отримаємо lnWF (x) 6 α−1(δβ(x))−Rx для кожного δ > 1 i всiх
x > x0. Тому, прийнявши максимум окремо на [0, x0] та [x0,+∞], отримуємо

lnµ(r, ϕ) 6 max
{

max
{

α−1(δβ(x) − (R − r)x : x 6 x0)
}

,

max
{

α−1(δβ(x) − (R− r)x : x > x0)
}}

6

6 max
{

α−1(δβ(x) − (R− r)x : x > 0)
}

+ α−1 (ρβ(x0)) .

Але

max
{

α−1(δβ(x) − (R − r)x : x > 0)
}

= max

{

x

(

α−1 (δβ(x))

x
− (R − r)

)

: x > 0)

}

.

Тому точка цього максимуму x = x(r) є такою, що α−1(δβ(x(r)))
x(r) > R − r (бо у про-

тилежному випадку ми мали б спiввiдношення lnµ(r, ϕ) = O(1), при r ↑ R). Отже,
x(r)

α−1(δβ(x(r)))
6

1

R− r
, а lnµ(r, ϕ) 6 α−1(δβ(x(r))) + α−1(δβ(x0)), звiдки з огляду

на умови твердження

(1 + o(1))α(ln µ(r, ϕ)) 6 δβ(x(r)) = (1 + o(1))δβ

(

x(r)

α−1(δβ(x(r)))

)

6
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6 (1 + o(1))δβ

(

1

R− r

)

, r → ∞,

тобто на пiдставi довiльностi δ отримаємо асимптотичну нерiвнiсть (15). Твердження
6 доведено. �

Наслiдок 3. За умов твердження 6 для того, щоб lim
r↑R

α lnµ(r,ϕ)

β( 1
R−r )

= 1, необхiдно i

достатньо, щоб lim
x→+∞

α(ln(WF (x)eRx))
β(x) = 1.

Нехай α ∈ Lпз, β(x) = ραα(x), де ρα = lim
r↑R

α(lnµ(r,ϕ))

α( 1
1−r )

. Якщо ρα > 1, то

β−1(cα(x))
x

= 1
x
α−1

(

c
ρα

α(x)
)

→ 0 при x → +∞ для кожного c ∈ (0, 1), i ми можемо ви-

користовувати висновок наслiдку 3. Якщо ж ρα < 1, то α−1(cβ(x))
x

= α−1(cραα(x))
x

→ 0
при x → ∞ для кожного c ∈ (1, 1/ρα), i можна використовувати наслiдок 4 звiдки
випливає таке твердження.

Наслiдок 4. Нехай α ∈ Lпз i α
(

x
α−1(cα(x))

)

= (1 + o(1))α(x) при x → +∞ для

будь-якого c ∈ (0, 1), а ϕ – аналiтична в DR, 0 < R < ∞, характеричтична
функцiя ймовiрнiсного закону F , який задовольняє умову (10). Якщо ρα > 1, то

ρα = lim
x→∞

α(x)

α

(

x

ln+(Wf (x)eRx)

) , якщо ρα < 1, то ρα = lim
x→+∞

α(lnWF (x)eRx)
α(x) .

Перейдемо до розгляду випадкiв, коли або β(x) ≡ x, або α(x) ≡ x. Почнемо з
такого твердження.

Твердження 7. Нехай α ∈ Lпз i α
(

x
α(x)

)

= (1 + o(1))α(x) при x → +∞, а ϕ –

аналiтична в DR, 0 < R < +∞, характеристична функцiя ймовiрнiсного закону F ,
який задовольняє умову (10). Для того, щоб

α (lnµ(r, ϕ)) 6
1 + o(1)

R− r
, r ↑ R, (19)

необхiдно i достатньо, щоб

α(x) 6
(1 + o(1))x

ln (WF (x)eRx)
, x → +∞. (20)

Доведення. Неважко довести, що з умов α ∈ Lпз i α
(

x
α(x)

)

= (1 + o(1))α(x) при

x → ∞ одержимо α(x) = (1 + o(1))α
(

x
α2(x)

)

, при x → ∞.

Припустимо, що виконується умова (19), тобто lnµ(r, ϕ) 6 α−1
(

δ
R−r

)

для кож-

ного δ > 1 i всiх r ∈ [ r0(δ), R ), звiдки випливає, що lnWF (x) 6 α−1
(

δ
R−r

)

− xr для

всiх x > 0 i r ∈ [ r0(δ), R ). Якщо виберемо r = R − δ

α
(

x

α2(x)

) , то r ∈ [ r0(δ), R ) для

всiх x > x0(δ) i

lnWF (x) 6
x

α2(x)
−Rx+

δx

α
(

x
α2(x)

) =
δ(1 + o(1))x

α(x)
−Rx, x → +∞,
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звiдки випливає (20). Навпаки з (20) для кожного δ > 1 i всiх x > x0(δ) випливає
нерiвнiсть lnWF (x) 6

δx
α(x) −Rx, тобто

lnµ(r, ϕ) 6 max

{

x

(

δ

α(x)
− (R− r)

)

: x > 0

}

+O(1),

при r ↑ R. Цей максимум досягається в точцi x = x∗(R) такiй, що δ
α(x) > R−r, тобто

α(x∗(R)) 6 δ
R−r

. Оскiльки lnµ(r, ϕ) 6 x∗(r)δ
α(x∗(R)) 6 x∗(r) 6 α−1

(

δ
R−r

)

, то з огляду на

довiльнiсть δ отримуємо (19). Твердження 7 доведено. �

Наслiдок 5. За умов твердження 7 для того, щоб lim
r↑R

(R − r)α (lnµ(r, ϕ)) = 1,

необхiдно i достатньо, щоб lim
x→∞

α(x)
x

ln
(

WF (x)e
Rx
)

= 1.

Твердження 8. Нехай β ∈ Lпз i β
(

x
β(x)

)

= (1 + o(1))β(x) при x → +∞, а ϕ –

аналiтична в DR, 0 < R < +∞, характеристична функцiя ймовiрнiсного закону F ,
який задовольняє умову (10). Для того, щоб

lnµ(r, ϕ) 6 (1 + o(1))β

(

1

R− r

)

, r ↑ R, (21)

необхiдно i достатньо, щоб

ln
(

WF (x)e
Rx
)

6 (1 + o(1))β(x), x → +∞. (22)

Доведення. З (21) для будь-якого δ > 1 i всiх r ∈ [ r0(δ), R ) одержуємо lnµ(r, ϕ) 6

6 δβ
(

1
R−r

)

, i отже, lnWF (x) 6 δβ
(

1
R−r

)

− rx для всiх r ∈ [ r0(δ), R ) i x > 0, звiдки

для r = R − 1
x

отримуємо lnWF (x) 6 δβ(x) −Rx+ 1, тобто правильна асимптотич-
на нерiвнiсть (22). Навпаки, з (22) випливає, що lnWF (x) 6 δβ(x) − Rx для всiх
x > x0(δ), тому

lnµ(r, ϕ) 6 max

{

x

(

δβ(x)

x
− (R − r)

)

: x > 0

}

+ const.

Оскiльки β(x)
x

→ 0 (x → ∞), то останнiй максимум досягаємо в точцi x∗(r) такої,

що δβ(x∗(r))
x∗(r) > R− r, тобто x∗(r)

β(x∗(r)) 6
δ

R−r
. Тому

lnµ(r, ϕ) 6 β(x∗(r)) = δ(1 + o(1))β

(

x∗(r)

β(x∗(r))

)

=

= (1 + o(1))δβ

(

δ

R− r

)

= (1 + o(1))δβ

(

1

R− r

)

при r ↑ R, тобто одержуємо нерiвнiсть (21).
Твердження 8 доведено. �

Наслiдок 6. За умов твердження 8 для того, щоб lim
r↑R

lnµ(r,ϕ)

β( 1
1−r )

= 1, необхiдно i

достатньо, щоб lim
x→∞

ln(WF (x)eRx)
β(x) = 1.
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3. Оцiнки iнтеграла I(r, ϕ) i доведення теорем. Нехай 0 < R 6 +∞, а
η(r) – додатна неперервна на [ 0, R ) функцiя така, що r + η(r) ↑ R при r ↑ R. Тодi

I(r, ϕ) =

∫ ∞

0

WF (x) exp {(r + η(r))x} exp {−η(r)x} dx 6
µ(r + η(r), ϕ)

η(r)
,

тобто

ln I(r, ϕ) 6 lnµ(r + η(r), ϕ) + ln
1

η(r)
. (23)

Якщо R = +∞, то можемо вибрати η(r) = 1 i (23) отримаємо нерiвнiсть ln I(r, ϕ) 6
6 lnµ(r + 1, ϕ), звiдки з огляду на (12) з твердження 2 отримуємо формулу (9), а
з наслiдку 1 – теорему 1. Якщо 0 < R < +∞, а функцiї α ∈ L0 i β ∈ L0 такi, що
α(ln x)
β(x) → 0 при x → +∞, то виберемо η(r) = exp

{

−α−1
(

2α
(

ln 1
R−r

))}

. Оскiльки

ln 1
R−r

< α−1
(

2α
(

ln 1
R−r

))

, то r + η(r) < R i з нерiвностi (23) одержуємо

ln I(r, ϕ) 6 lnµ(r + η(r), ϕ) + α−1
(

2α

(

ln
1

R− r

))

. (24)

Якщо тепер α(x) = x i β(x) = xρ, то

(R− r)ρ ln I(r, ϕ) 6 (R − r)ρ lnµ(r + η(r)) + (R − r)ρ2 ln
1

R− r
=

=
(R − r)ρ

(R− r − (R− r)2)
ρ (R− r − η(r))

ρ
lnµ(r + η(r), ϕ) + o(1) =

= (1 + o(1)) (R − (r + η(r)))
ρ
lnµ(r + η(r), ϕ), r ↑ R, (25)

якщо α(x) = β(x) = lnx, то η(r) = exp
{

− ln2 1
R−r

}

i з (24) випливає, що

ln ln I(r, ϕ)

ln 1
R−r

6
ln lnµ(r + η(r), ϕ)

ln 1
R−r−η(r)

ln 1
R−r−η(r)

ln 1
R−r

.

Неважко довести, що ln(R−ln r−η(r))
ln(R−r) → 1 (r ↑ 1), тому

ln ln I(r, ϕ)

ln 1
R−r

6 (1 + o(1))
ln lnµ(r + η(r), ϕ)

ln 1
R−r−η(r)

, r ↑ ∞. (26)

З огляду на (12), (25) i (26) з твердження 4 отримуємо теорему 2. Припустимо тепер,
що α ∈ Lпз i β ∈ L0. Тодi

α(ln I(r, ϕ)) 6 α

(

2max

{

lnµ(r + η(r), ϕ), ln
1

η(r)

})

6

6 (1 + o(1))

(

α (lnµ(r + η(r), ϕ)) + 2α

(

ln
1

R− r

))

, r ↑ R,

а

β

(

1

R− r − η(r)

)

= (1 + o(1))β

(

1

R− r

)

, r ↑ R,
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то з огляду на умову α(ln x)
β(x) → 0(x → ∞) отримуємо асимптотичну нерiвнiсть

α(ln I(r, ϕ))/β

(

1

R− r

)

6
α (lnµ(r + η(r), ϕ))

β
(

1
R−r−η(r)

) , r ↑ ∞,

звiдки з огляду на наслiдок 2 i спiввiдношення (12) отримуємо теорему 3.
Використовуючи (12) i наслiдки 3, 4, 5 i 6, подiбно доводимо теореми 5, 6, 7, 8.
Автори висловлюють подяку Шереметi М.М. за формулюванням задачi та

слушнi зауваження.
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ABOUT THE GROWTH OF CHARACTERISTIC FUNCTIONS
OF PROBABILITY LAWS
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For analytic in DR = {z : |z| < R}, 0 < R 6 +∞, characteristic functions
ϕ of probability laws F in terms of generalized orders a relations between the
growth of M(r, ϕ) = max{|ϕ(z)| : |z| = r < R} and decrease of WF (x) =
= 1− F (x) + F (−x) are established.

Key words: anaclitic function, characteristic function, probability laws
generalized order.

О ВОЗРОСТАНИИ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
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Для аналитических в DR = {z : |z| < R}, 0 < R 6 +∞, характерис-
тических функций ϕ вероятностных законов F в терминах обобщённых
порядков установлена связь между ростом M(r, ϕ) = max{|ϕ(z)| : |z| =
r < R} и убыванием WF (x) = 1− F (x) + F (−x).

Ключевые слова: аналитическая функция, характеристическая функ-
ция, вероятностный закон, обобщённый порядок.


