
ISSN 2078-3744. Вiсник Львiв. ун-ту. Серiя мех.-мат. 2012. Випуск 77. С. 24–28

Visnyk of the Lviv Univ. Series Mech. Math. 2012. Issue 77. P. 24–28

УДК 517.95

ПРО ЄДИНIСТЬ РОЗВ’ЯЗКУ ДЕЯКИХ НЕЛIНIЙНИХ
ДИФЕРЕНЦIАЛЬНИХ РIВНЯНЬ СПЕЦIАЛЬНОГО ВИГЛЯДУ

Тарас БОКАЛО

Львiвський нацiональний унiверситет iменi Iвана Франка,

вул. Унiверситетська, 1, Львiв, 79000

e-mail: tbokalo@gmail.com

Вивчено мiшану задачу для одного класу деяких нелiнiйних парабо-
лiчних рiвнянь вигляду

∂

∂t

(

Pu
)

+ Au = f,

де P – нелiнiйна функцiя; A – лiнiйний оператор; f – деяка функцiя. Сте-
пенi нелiнiйностi є функцiями просторових змiнних. За певних умов на
коефiцiєнти та степенi нелiнiйностi доведено єдинiсть розв’язку в узагаль-
нених просторах Лебега i Соболєва.

Ключовi слова: єдинiсть розв’язку, узагальненi простори Лебега i Со-
болєва, нелiнiйнi диференцiальнi рiвняння.

Нехай T > 0 – фiксоване число, Ω ⊂ R
n обмежена область з межею ∂Ω ⊂ C1,

Q0,T = Ω × (0, T ), Ωτ = {(x, t) : x ∈ Ω, t = τ}, τ ∈ (0, T ]. Розглянемо мiшану задачу
для нелiнiйного параболiчного рiвняння вигляду

(|u|r(x)−2u+ αu)t −

n
∑

i=1

(ai(x)uxi
)xi

+ c(x)u = f(x, t), (x, t) ∈ Q0,T , (1)

u|∂Ω×[0,T ] = 0, (2)

u|t=0 = 0. (3)

Вiдомо, що процеси дифузiї в пористому середовищi описуються рiвнянням

ut −△u = f,

яке можна узагальнити (див. [1]) до

(|u|r−2u+ αu)t −△u = f,

що потрапляє у клас рiвнянь, якi ми вивчаємо.
Ми знайшли умови єдиностi розв’язку розглядуваної задачi в узагальнених

просторах Лебега i Соболєва. Дослiдженню рiзних задач для подвiйно нелiнiйних
параболiчних рiвнянь зi сталим показником нелiнiйностi r присвячено працi [2]-[7]
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(див. також [8] та бiблiографiю в цiй статтi). Iснуванню розв’язку задач з нелiнiй-
ною головною частиною, якi у модельному випадку мають вигляд (1)-(3) загалом,
r(x) 6≡ const присвячено працю [9] для α > 0 та працю [10] для α = 0. Мiшанi
задачi для iнших типiв нелiнiйних параболiчних рiвнянь зi змiнними показниками
нелiнiйностi вивчено в [11].

Позначатимемо L∞

+ (Ω) = {r ∈ L∞(Ω) : ess inf
x∈Ω

r(x) > 1}. Для кожної функцiї

r ∈ L∞

+ (Ω) через r0 та r0 позначатимемо числа r0 ≡ ess inf
x∈Ω

r(x) та r0 ≡ ess sup
x∈Ω

r(x),

а через r′ – таку функцiю, що 1
r(x) +

1
r′(x) = 1 для x ∈ Ω.

Узагальненi простори Лебега були введенi в [12]. Нагадаємо їхнi означення
та деякi властивостi. Нехай r ∈ L∞

+ (Ω). Визначимо функцiонал ρr(·,Ω) рiвнiстю

ρr(v,Ω) =
∫

Ω
|v(x)|r(x)dx, де v – деяка функцiя. Узагальненим простором Лебега

Lr(x)(Ω) називатимемо множину таких вимiрних функцiй v : Ω → R
1, для яких

ρr(v,Ω) < +∞. Вiдомо, що функцiонал ρr слабко напiвнеперервний знизу на Lr(x)(Ω)
(див. [12, c. 208]). Крiм того, Lr(x)(Ω) є рефлексивним банаховим простором з нор-
мою

||v;Lr(x)(Ω)|| = inf{λ > 0 : ρr(v/λ,Ω) ≤ 1}.

Зауважимо таке: якщо r(x) ≥ q(x), то Lr(x)(Ω) →֒ Lq(x)(Ω). Спряженим до Lr(x)(Ω)

є простiр Lr′(x)(Ω).
Позначимо

V = H1
0 (Ω), U(Q0,T ) = L2(0, T ;H1

0(Ω)).

Нехай виконуються умови

(A): ai,j ∈ L∞(Ω), i, j = 1, n,
n
∑

i,j=1

aij(x)ξiξj > a0|ξ|
2 для всiх ξ ∈ R

n i майже всiх

(x, t) ∈ Q0,T , де a0 > 0;
(C): c ∈ L∞(Ω).

Позначимо для спрощення

Pu = |u|r(x)−2u+ αu.

Означення 1. Функцiю u ∈ U(Q0,T ) ∩ Lr(x)(Q0,T ) називатимемо узагальненим
розв’язком (1)-(3), якщо вона задовольняє тотожнiсть

∫

Q0,T

[

−Puvt +

n
∑

i=1

ai(x)uxi
vxi

+ c(x)uv
]

dxdt =

∫

Q0,T

f(x, t)v dxdt (4)

для всiх v ∈ {w ∈ U(Q0,T ) : wt ∈ Lr(x)(Q0,T ), w(·, T ) = 0}.

Основнi результати цiєї працi подамо у виглядi теорем.

Теорема 1. Нехай r ∈ L∞

+ (Ω), α > 0 та виконуються умови (A), (C), c(x) > 0 для
майже всiх x ∈ Ω. Тодi задача (1)-(3) не може мати бiльше одного узагальненого
розв’язку.
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Доведення. Припустимо, що iснує два розв’язки u1, u2 задачi (1)-(3). Тодi з (4) отри-
маємо

∫

Q0,T

[

−Pu1vt +

n
∑

i=1

ai(x)u
1
xi
vxi

+ c(x)u1v
]

dxdt =

∫

Q0,T

f(x, t)vdxdt,

∫

Q0,T

[

−Pu2vt +

n
∑

i=1

ai(x)u
2
xi
vxi

+ c(x)u2v
]

dxdt =

∫

Q0,T

f(x, t)vdxdt.

Вiднiмаючи цi двi тотожностi, отримаємо

∫

Q0,T

[

−(Pu1 − Pu2)vt +
n
∑

i=1

ai(x)(u
1
xi

− u2
xi
)vxi

+ c(x)(u1 − u2)v
]

dxdt = 0. (5)

Приймемо в цiй тотожностi

v(x, t) =

T
∫

t

(u1(x, s)− u2(x, s))ds, (x, t) ∈ Q0,T .

З умов теореми одержимо

∫

Q0,T

[

n
∑

i=1

ai(x)(u
1
xi

− u2
xi
)vxi

+ c(x)(u1 − u2)v
]

dxdt =

=

∫

Q0,T

[

n
∑

i=1

ai(x)(u
1
xi

− u2
xi
)

T
∫

t

(u1
xi

− u2
xi
)ds+ c(x)(u1 − u2)

T
∫

t

(u1 − u2)ds
]

dxdt =

= −
1

2

∫

Q0,T

n
∑

i=1

ai(x)
d

dt

(

T
∫

t

(u1
xi

− u2
xi
)ds

)2

dxdt−
1

2

∫

Q0,T

c(x)
d

dt

(

T
∫

t

(u1 − u2)ds
)2

dxdt =

=
1

2

∫

Ω

n
∑

i=1

ai(x)
(

T
∫

0

(u1
xi

− u2
xi
)ds

)2

dx+
1

2

∫

Ω

c(x)
(

T
∫

0

(u1 − u2)ds
)2

dx > 0.

Врахувавши цю оцiнку та рiвнiсть vt = −(u1 − u2), з (5) отримаємо
∫

Q0,T

(Pu1 − Pu2)(u1 − u2)dxdt 6 0. (6)

Оскiльки функцiя u → Pu строго монотонна, то пiдiнтегральний вираз в (6) не-
вiд’ємний. Отже, з (6) отримаємо, що вiн дорiвнює нулю. Тому u1 = u2 майже
скрiзь в Q0,T . �

Зауважимо, що аналогiчний результат у випадку r(x) ≡ const отримано в [4].
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ON UNIQUENESS OF SOLUTION OF SOME NONLINEAR
DIFFERENTIAL EQUATIONS OF A SPECIAL FORM
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We study a mixed problem of one class nonlinear parabolic equations of
the form

∂

∂t

(

Pu
)

+ Au = f,

where P is a nonlinear function; A – linear operator; f – arbitrary function.
The exponent of nonlinearity is a function of spatial variable. Under some
conditions to the coefficients it is proven the uniqueness of solution in general
Lebesgue-Sobolev spaces.

Key words: uniqueness of solution, general Lebesgue-Sobolev space, nonli-
near partial differential equation.

О ЕДИНСТВЕННОСТИ РЕШЕНИЯ НЕКОТОРЫХ
НЕЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ
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Изучено смешанную задачу для одного класса нелинейных параболи-
ческих уравнений

∂

∂t

(

Pu
)

+ Au = f,

где P некоторая нелинейная функция; A – линейный оператор; f – некото-
рая функция. Степени нелинейности уравнения функции пространствен-
ных переменных. При определенных условиях на коэффициенты и степе-
ни нелинейности доказано единственность решения в обобщенных прост-
ранствах Лебега и Соболева.

Ключевые слова: единственность решения, обобщенные пространства
Лебега и Соболева, нелинейные дифференциальные уравнения.


