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Введено поняття T -псевдорегулярного S-полiгону. Розглянуто тео-
рiї скруту, перiодичнi класи яких складаються з T -псевдорегулярних
S-полiгонiв, де T – власний пiдмоноїд моноїда S. Описано вiдповiднi
квазiфiльтри. Розглянуто питання про скiнченну аксiоматизовнiсть класу
точних S-полiгонiв.

Ключовi слова: T -псевдорегулярний полiгон, теорiя скруту, квазi-
фiльтр, аксiоматизовний клас.

1. Вступ. Узагальнено деякi конструкцiї для полiгонiв, якi вперше розглядав
Кьюi [2] i продовжено вивчення скрутiв у категорiї полiгонiв. Людеман у 1983 р.
[1] ввiв поняття скруту в категорiї лiвих S-полiгонiв за аналогiєю з поняттям скру-
ту у категорiї R-модулiв. Iншi пiдходи до вивчення скрутiв у категорiї полiгонiв
можна знайти в працях Занга, Гао, Шума (див. [3], [4]). Скрути в бiльш загальних
категорiях полiгонiв розглядали Вiгандт i Лекс.

В [2] Кьюi описав радикал, радикальний клас якого складається з усiх вiдносно-
псевдорегулярних S-полiгонiв i описав вiдповiдний квазiфiльтр, були доведенi його
властивостi.

Тут введено поняття вiдносно-псевдорегулярного S-полiгону та описано теорiї
скрутiв, радикальнi класи яких визначаються як класи вiдносно-псевдорегулярних
полiгонiв. Крiм того, ми описуємо вiдповiднi цим теорiям скруту квазiфiльтри.

Остання частина працi присвячена проблемi аксiоматизовностi класу точних
S-полiгонiв. Скорняков Л.А. [5] в 1978 р. знайшов умови, за яких клас точних
R-модулiв скiнченно аксiоматизовний. В останнiй частинi за аналогiєю описано умо-
ви скiнченної аксiоматизовностi класу точних S-полiгонiв, якi належать до класу
вiдносно-псевдорегулярних полiгонiв.

2. Попереднi данi. Нехай S мультиплiкативна пiвгрупа з 0 i 1, 0 6= 1.

Означення 1. Множину M назвемо лiвим S-полiгоном, якщо задано вiдображення
µ : S ×M → M ,
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(s,m) → sm = µ(s,m)

таке, що для всiх s, t ∈ S та m ∈ M s(tm) = (st)m.

Лiвий S-полiгон називають унiтарним, якщо для всiх m ∈ M виконується
1m = m. Лiвий полiгон називають центрованим, якщо для довiльних m ∈ M та
s ∈ S правильне 0m = s0 = 0. Категорiю лiвих S-полiгонiв позначаємо S −Act.

Означення 2. Нехай M , N лiвi S-полiгони. Вiдображення f : M → N називають
гомоморфiзмом полiгонiв, якщо для всiх a ∈ S та m ∈ M виконується
f(am) = af(m).

Вiдношення еквiвалентностi ρ на S (ρ ⊆ S×S) називається лiвою конгруенцiєю
на S, якщо для всiх x, y, z ∈ S з того, що xρy випливає zxρzy. Сукупнiсть всiх лiвих
конгруенцiй на S позначаємо через L(S).

Лiвою конгруенцiєю на S-полiгонi M називають вiдношення еквiвалентностi ρ
на M ( ρ ⊂ M × M) таке, що (x1, x2) ∈ ρ ⇒ (sx1, sx2) ∈ ρ, ∀s ∈ S. Для кожного
a ∈ S визначаємо ρ-клас aρ = {b ∈ S | ∃m ∈ M : (am, bm) ∈ ρ}. Також приймемо
(ρ : a) = {(λ, µ) ∈ ρ | ∃b ∈ M : (aλ = bµ)}. Тотожну конгруенцiю на M позначимо
через idM .

Нагадаємо ще одне означення, пов’язане з псевдорегулярними S-полiгонами,
яке введене у [2].

Означення 3. Елемент m S-полiгону M називають псевдорегулярним, якщо iснує
s ∈ S \ {1} таке, що sm = m. Якщо в полiгонi всi ненульовi елементи псевдорегу-
лярнi, то його називають псевдорегулярним.

Нехай T пiдмоноїд S, що не мiстить нуля.

Означення 4. Елемент m S-полiгону M називають вiдносно-псевдорегулярним
(T -псевдорегулярним), якщо ∃t ∈ T \ {1} : tm = m.

Множину всiх T -псевдорегулярних елементiв позначають через MT0
. S-полiгон

M називають T -псевдорегулярним, якщо M = MT0
.

Приклад 1. Розглянемо моноїд S заданий таблицею Келi:

· 0 1 a d e
0 0 0 0 0 0
1 0 1 a d e
a 0 a a d d
d 0 d d a a
e 0 e d a a

Розглянемо пiдмоноїд T = {1, a, d} i множину L = {0, a, d}. Очевидно, що L є лiвим
T - псевдорегулярним S- полiгоном.

Означення 5. Пiд теорiєю скруту τ над S будемо розумiти впорядковану пару
класiв S-полiгонiв (Tτ , Fτ ) для яких виконуються умови:

1) HomS(M,N) = 0, ∀M ∈ Tτ , ∀N ∈ Fτ ;
2) HomS(M,N) = 0, ∀M ∈ Tτ , то N ∈ Fτ ;
3) HomS(M,N) = 0, ∀N ∈ Fτ , то M ∈ Tτ .
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Означення 6. Теорiя радикала τ на S є спадковою теорiєю скруту, якщо клас Tτ

є замкнутим стосовно пiдоб’єктiв.

Визначимо напередрадикал τ , задавши перiодичний Tτ i напiвпростий класи Tτ .
Приймемо Tτ – клас всiх T -псевдорегулярних S-полiгонiв i Tτ – клас тих S-полiгонiв,
якi не мiстять ненульових T -псевдорегулярних пiдполiгонiв.

Означення 7. Систему лiвих конгруенцiй Q на S називають квазiфiльтром S,
якщо виконуються такi умови:

1) якщо µ лiва конгруенцiя на S: ρ ∈ Q, ρ ⊆ µ, то µ ∈ Q;
2) якщо ρ ∈ Q, то (ρ : a) ∈ Q, ∀a ∈ S;
3) якщо µ лiва конгруенцiя, ρ ∈ Q i ∀(a, b) ∈ Q (µ : a) ∈ Q i (µ : b) ∈ Q, то

µ ∈ Q.

3. Теорiя скруту T -псевдорегулярних S-полiгонiв.

Теорема 1. τ = (Tτ , Tτ ) є спадковою теорiєю скруту.

Доведення. Спочатку доведемо, що τ є теорiєю радикала. Припустимо, що iснують
M ∈ Tτ , N ∈ TτHomS(M,N) 6= 0, тобто, що iснує f ∈ HomS(M,N). Тодi зрозумiло,
що f(M) = Im(f) є пiдполiгоном в N . Для довiльного n ∈ f(M) iснує m ∈ M таке,
що f(m) = n. M є T -псевдорегулярним S-полiгоном, тому з того, що m ∈ M iснує
елемент t з T \ {1}: tm = m. Звiдси n = f(m) = f(tm) = tf(m) = tn, тобто, n є
T -псевдорегулярним, як i всi елементи f(M). Але N ∈ Tτ i за визначенням не може
мiстити ненульових T -псевдорегулярних пiдполiгонiв. Тому f(M) = 0, звiдси f є
нульовим вiдображенням.

Нехай N -лiвий S-полiгон i HomS(M,N) = 0 для всiх M ∈ Tτ , треба довести,
що N ∈ Tτ . Припустимо, що N /∈ Tτ , тодi N мiстить ненульовий T -псевдорегулярний
пiдполiгон N ′. Тому вкладення i : N ′ → N – ненульовий морфiзм. Отримали супе-
речнiсть. Тому N ∈ Tτ .

Нехай HomS(M,N) = 0, ∀N ∈ Fτ , треба довести, що лiвий S-полiгон M лежить
у класi Tτ . Розглянемо два випадки:

1) M = 0, то доводити нiчого;
2) M 6= 0, тому M мiстить ненульовий T -псевдорегулярний пiдполiгон M ′.

Справдi, у протилежному випадку M ∈ Tτ , тому HomS(M,M) = 0. Звiдси M = 0,
а це суперечнiсть. Приймемо Ω = {L ∈ M | L ∈ Tτ , L 6= 0}. M ′ ∈ Ω, тому Ω 6= 0.
Зрозумiлим є той факт, що Ω частково впорядкована й iндуктивно впорядкована
(кожна повнiстю впорядкована пiдмножина має верхню грань). Тодi за лемою Цор-
на Ω мiстить максимальний член L ∈ Ω. Можемо припустити, що L = M .

Припустимо, що M 6= l, тодi M/L 6= 0 i нехай M = M/L /∈ Tτ (у протилежному
випадку ми отримали б Hom(M,M/L) = 0, звiдки M = 0). Отже, M/L мiстить не-
нульовий T -псевдорегулярний пiдполiгон K, нехай K = K/L – T -псевдорегулярний
пiдполiгон для якого виконується умова L ⊂ K ⊆ M . Далi для довiльного x ∈ N \L
(x 6= 0) з того, що N ∈ Tτ iснує t ∈ T \ {1}: tx = x, тому tx = x, оскiльки x /∈ L, то
tx = x. Звiдси x – T -псевдорегулярний елемент, тому N ∈ Tτ i у пiдсумку N ∈ Ω.
Це суперечить максимальностi L, тому M/L ∈ Tτ .

Розглянемо природний епiморфiзм η : M → M/L, вiн ненульовий, але
M/L ∈ Tτ , тому HomS(M,M/L) = 0. Отже, M = L ∈ Tτ .
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Отже, τ є теорiєю радикала. Зрозумiлим є той факт, що Tτ є замкненим стосовно
пiдоб’єктiв. Тому τ – теорiя скруту. �

Якщо τ = (Tτ , Tτ ) є теорiєю скруту, то з (2) Eτ = {ρ ∈ L(S) | S/ρ ∈ Tτ} є
вiдповiдним квазiфiльтром.

Нижченаведенi теореми доведенi для випадку, коли S \ T скiнченна. Варто
також зауважити, що |ρ| = ∞1 означає, що множина нескiнченна.

Теорема 2. Нехай τ = (Tτ , Tτ ) є теорiєю скруту. Приймемо χ = {ρ ∈ L(S) |
|1(ρ:a)| = ∞, ∀a ∈ S} i T = {M ∈ S −Act | (idM : m) ∈ χ, ∀m ∈ M}.

Тодi:
1) Tτ = T;
2) Cτ = χ.

Доведення. 2. ρ ∈ χ тодi i лише тодi, коли ∀a ∈ S ∃t ∈ T : (t, 1) ∈ (ρ : a), а це означає,
що taρa. Це має змiст тодi i лише тодi, коли S/ρ ∈ Tτ . Тому зрозумiло, що Cτ = χ.

1. Нехай M ∈ T, тодi ∀m ∈ M(idM : m) ∈ Cτ , звiдси |1(idM :m)| = ∞|. Це
означає, що ∃t ∈ T \ {1}: (t, 1) ∈ (idM : m), тобто, tm = m. Отже, елемент m є
T -псевдорегулярним i у пiдсумку M ∈ Tτ .

Тепер нехай M ∈ Tτ , тодi ∀m ∈ M∀a ∈ S∃t ∈ T \ {1}: tam = am. Звiдси
(ta, a) ∈ (idM : m), далi (t, 1) ∈ ((idM : m) : a). Отож, ||1((idM :m):a)| = ∞|, тобто,
(idM : m) ∈ Cτ . Отже, M ∈ T. Теорему доведено. �

Теорема 3. Нехай S – мультиплiкативна пiвгрупа з 0 i 1. Введемо позначення
ST = {b ∈ S|∃t ∈ T \ {1} : ta = a}. Тодi Cτ = {ρ ∈ L(S)||1(ρ:a)| = ∞, ∀a ∈ S \ SR}.

Доведення. L(S)|S/ρ ∈ Tτ} = {ρ ∈ L(S)||1(ρ:a)| = ∞, ∀a ∈ S \ SR}.
Отже, нехай ρ ∈ {ρ ∈ L(S)|S/ρ ∈ Tτ}, тому з попередньої теореми видно, що

|1(ρ:a)| = ∞, ∀a ∈ S \ SR. Тепер припустимо, що ρ ∈ L(S) i |1(ρ:a)| = ∞, ∀a ∈ S \ SR.

Залишилося перевiрити, що |1(ρ:a)| = ∞∀a ∈ SR. Нехай a ∈ SR, тодi ∃t ∈ T \ {1}:

ta = a. Звiдси (ta, a) ∈ idS ⊆ ρ, тодi (s, 1) ∈ (ρ : a). Отож, |1(ρ:a)| = ∞, тому ρ ∈ Cτ .
Теорему доведено. �

4. Скiнченна аксiоматизовнiсть класу точних S-полiгонiв. Цей роздiл
присвячений умовам скiнченної аксiоматизовностi класу точних S-полiгонiв. Нехай
S моноїд i M – унiтарний лiвий S-полiгон. Через ∆ позначатимемо тотожну кон-
груенцiю на S.

Означення 8. Лiвим анулятором елемента m ∈ M будемо розумiти множину
Ann(m) = {(s, t) ∈ S × S|sm = tm}.

Вiдповiдно лiвим анулятором S-полiгона M буде Ann(M) = {(s, t) ∈ S × S |
∀m ∈ Msm = tm}.

Означення 9. S-полiгон M називають точним, якщо Ann(M) = ∆.

Тепер нагадаємо деякi основнi поняття теорiї моделей. Ми використовуємо мову

SL-мову лiвих S- полiгонiв першого порядку. Множину всiх речень (замкнутих фор-
мул) мови, що є iстинними в класi полiгонiв Ψ, називаємо теорiєю класу i позначає-
мо Th(Ψ). Пiд моделлю теорiї T розумiємо клас полiгонiв, для яких справджуються
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аксiоми з цiєї теорiї, позначаємо через Mod(T ). Клас називають аксiоматизованим,
якщо Mod(Th(Ψ)) = Ψ. Аксiоматизований клас полiгонiв називають скiнченно ак-
сiоматизованим, якщо його можна задати скiнченною кiлькiстю формул.

Теорема 4. Для моноїда S нижченаведенi властивостi еквiвалентнi:
1) клас точних унiтарних лiвих S-полiгонiв скiнченно аксiоматизований;
2) ∃F ⊆ S×S – скiнченна множина така, що S-полiгон M точний, якщо ∀(a, b) ∈ F
∃x ∈ M : ax 6= bx;
3) ∃T ⊆ (S × S) \ ∆ – скiнченна множина, що має непорожнiй перетин з усiма
конгруенцiями на S;
4) S – мiстить таку скiнченну систему A мiнiмальних конгруенцiй, що довiльна
нетотожна конгруенцiя на S мiстить хоч одну конгруенцiю з A.

Доведення 1) ⇒2) Нехай Ψ – клас всiх точних лiвих S-полiгонiв i нехай вiн
описується скiнченною системою аксiом U. Зрозумiло, що клас Ψ можна описати
системою аксiом

U(λ,µ) = (∃x(λx 6= µx)), (λ, µ) ∈ S × S.

Далi систему U можна вивести зi скiнченної кiлькостi аксiом з {U(λ,µ)}, наприклад,
{U(λ1,µ1), ...,U(λm,µm)}. Тому приймемо F = {(λ1, µ1), ..., (λm, µm)}.

2) ⇒ 3) Нехай ρ ⊆ S × S – нетотожна конгруенцiя на S. Припустимо, що
ρ∩F = ∅. Розглянемо S/ρ як лiвий S-полiгон. Зрозумiло, що для всiх (λ, µ) ∈ F iснує
x ∈ S/ρ(λx = µx). Тому S/ρ – точний S-полiгон, але Ann(S/ρ) мiстить конгруенцiю
ρ. Отримали суперечнiсть. Тому приймемо T = F.

3) ⇒ 4) Нехай T = {(λ1, µ1), ..., (λm, µm)}. Приймемо ρi = ρ(λi, µi), де ρ(λi, µi)
– головна конгруенцiя породжена (λi, µi).

Зрозумiлий такий факт: якщо iснують рiзнi i, j: ρi ⊂ ρj , то система T без (λj , µj)
не втратить своїх властивостей. Тому всi конгруенцiї ρi можна вважати попарно
непорiвняними. Якщо ρ нетотожна конгруенцiя на S, що мiститься в деякому ρi, то
з властивостей T отримаємо (λi, µi) ∈ ρ. Звiдси ρ = ρi. Отож, зрозумiло, що ρi –
мiнiмальна конгруенцiя i можна прийняти A = {ρ1, ..., ρm}.

4) ⇒ 3) Множину T отримаємо, вибравши з кожної конгруенцiї по однiй парi
(λi, µi) /∈ ∆.

3) ⇒ 2) Нехай M – лiвий S-полiгон такий, що ∀(λ, µ) ∈ T ∃x ∈ M : λx 6= µx.
Припустимо, що M не є точним, тобто Ann(M) 6= ∆. Тому ∃(s, t) ∈ (S × S) \ ∆
∀m ∈ M : sm = tm. Зрозумiлим є той факт, що Ann(M) є конгруенцiєю, тому з (3)
∃(λ, µ) ∈ Ann(M) ∩ T: λx = µx ∀x ∈ X . Отримали суперечнiсть.

2) ⇒ 1) Випливає з побудови множини T.
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Введено понятие T -псевдорегулярного S-полигона. Рассмотрены теории
кручения, периодические классы которых состоят из T -псевдорегулярных
полигонов, где T – собственный подмоноид моноида S. Описаны соответ-
ствующие квазифильтры. Рассмотрен вопрос об конечной аксиоматизов-
ности класса точных S-полигонов.

Ключевые слова: T -псевдорегулярный полигон, теория кручения, ква-
зифильтр, аксиоматизовный класс.


