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Розв'язано задачу про двовісний згин кусково-однорідної ізотропної пластини з коловою 
межею поділу матеріалів і наскрізною радіальною прямолінійною тріщиною, береги якої 
гладко контактують по всій її довжині на одній із основ пластини. Через контакт берегів 
тріщини розв’язок задачі шукали у вигляді розв’язків двох задач: плоскої задачі та задачі 
згину пластини (класична теорія). Із використанням методів теорії функцій комплексної 
змінної та комплексних потенціалів розв’язок задачі зведений до задач лінійного 
спряження, на підставі яких отримано систему сингулярних інтегральних рівнянь стосовно 
невідомих функцій стрибків кутів повороту та горизонтальних переміщень на тріщині, яку 
розв’язували за допомогою числового методу механічних квадратур. Побудовано графічні 
залежності контактного зусилля між берегами тріщини, коефіцієнтів інтенсивності 
моментів і зусиль при різних геометричних і механічних параметрах задачі.  

Ключові слова: згин, кусково-однорідна пластина, колова межа, плоска задача, комплексні 
потенціали, контактне зусилля, коефіцієнти інтенсивності моментів і зусиль. 

 
 
 

Вступ. Конструктивні пластинчасті елементи широко застосовують у 
машинобудуванні та інших галузях техніки. З технологічних міркувань вони можуть 
містити кругові включення, де під час виготовлення чи в процесі експлуатації у них 
можуть виникнути тріщиноподібні дефекти. Під дією зовнішнього згинального 
навантаження поблизу тріщиноподібних дефектів виникає висока концентрація 
напружень, що зменшує їхню міцність.  

Задачі згину пластин, які містять тріщини, досліджувало багато науковців з 
використанням класичної та уточнених теорій згину пластин. Узагальнення цих 
результатів і методи їхнього розв’язування подано в монографіях Л.Т. 
Бережницького, М.В. Делявського, В.В. Панасюка [1], С.А. Калоєрова [2], 
А.С. Космодаміанского, Г.М. Іванова [3], Л.П. Мазурака, Л.Т. Бережницького [4], 
І.А. Прусова [5, 6], М.П. Саврука [7], Ю. Муракамі [8], В.К. Хижняка, В.П. Шевченка 
[9] та ін.  

При згині пластини зрозуміло, що береги наскрізної тріщини будуть контактувати 
на одній із основ пластини. Контакт берегів тріщини за згину пластини у 
тривимірному формулюванні досліджували R.S. Alwar, K.N. Ramachander 
Nambissan [10]. І.П. Шацький [11], а дещо пізніше M.J. Young, C.T. Sun [12], 
аналітично розв’язали задачу про згин нескінченної ізотропної пластини з 
прямолінійною наскрізною тріщиною з урахуванням контакту її берегів. 
В.К. Опанасович, Р.Г. Селіверстов [13], F.S. Heming [14], P.F. Joseph, F. Erdogan [15], 
Y.W. Kwon [16], Murthy M., Raju K., Viswanath S. [17] досліджували контакт берегів 
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тріщини по лінії на одній із основ пластини з врахуванням уточнених теорій згину 
пластин. І. Шацький В. Перепічка, Т. Даляк, А. Щербій, Н. Маковійчук [18-22] 
розглядали задачі про згин безмежної пластини, півплощини, які містять одну, дві 
або систему тріщин, береги яких контактують, і контакт берегів тріщин в оболонках. 
У працях В.К. Опанасовича, М.С. Слободяна [23-25] досліджено згин безмежної 
пластини з круговим отвором або жорсткою круговою шайбою з однією або двома 
наскрізними прямолінійними тріщинами, береги яких контактують. В.В. Божидарнік, 
В.К. Опанасович, П.В. Герасимчук [26] опрацьовували задачу про згин пластини з 
тріщиною, розміщеною вздовж дуги кола, враховуючи контакт берегів тріщини на 
одній із основ пластини. J.P. Dempsey, I.I. Shektman, L.I. Sleplyan [27, 28], 
В.К. Опанасович  [29] досліджували задачу про згин пластини з наскрізною 
прямолінійною тріщиною, вважаючи, що її береги можуть контактувати по висоті 
пластини. У працях В. Опанасовича, І. Яцика [30] розв’язано задачу про згин 
безмежної пластини з тріщинами, береги яких контактують по висоті пластини, з 
використанням теорії Рейсснера для згину пластин. В.К. Опанасович, І.С. Звізло [31-
33] досліджували задачі про двосторонній згин кусково-однорідної ізотропної 
пластини з прямолінійною або коловою межею поділу матеріалів та однією або 
двома тріщинами, береги яких гладко контактують по лінії на одній із основ 
пластини.  

Формулювання задачі. Розглянемо нескінченну кусково-однорідну ізотропну 
пластину завтовшки 2h , яка складається з пластини з круговим отвором радіуса R , в 
який впаяна шайба того самого радіуса. Вважаємо, що пластина перебуває під дією 
розподілених згинальних моментів на нескінченності. Крім того, в шайбі наявна одна 
радіальна наскрізна прямолінійна тріщина, береги якої під дією зовнішнього 
навантаження приходять у гладкий контакт по лінії на одній з основ пластини, 
причому береги тріщин були вільні від зовнішнього навантаження. Потрібно 
визначити напружено-деформований стан пластини.  

У середній площині пластини виберемо декартову систему координат Oxyz% з 
початком координат у центрі кругової шайби, спрямувавши вісь Oz% 
перпендикулярно до серединної площини. З тріщиною завдовжки 2l  зв’язуємо 
локальну систему координат 1 1 1O x y  з початком координат у центрі тріщини, 

спрямувавши вісь 1 1O x  по ній. Область у середині шайби позначимо через 1( )S S + , 

зовні – 2( )S S - . Будемо користуватись полярною системою координат r , q  з 

полюсом у точці O  і полярною віссю Ox . Відрізок дійсної осі 1 1 1O x y , для якого 

1x l< , позначимо 1L , 01x – координата центру тріщини у глобальній системі 

координат Oxy . Граничним значенням відповідних величин при 1 0y ® ±  або 
0r R® ±  будемо приписувати значки “+” і “–”, відповідно. Параметрам, 

пов’язаним із шайбою, будемо приписувати індекс “1”, а для матриці – індекс “2”. 
Надалі індекс j  набуває значень 1 і 2. 
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Рис. 1. Схема навантаження пластини та розміщення тріщини 

 
Під дією згинальних моментів xM Ґ  і yM Ґ  береги тріщин контактуватимуть, тоді 

розв’язок задачі розбиваємо на дві задачі: плоску задачу та задачу згину, де 
користуємось класичною теорію згину пластин.  

Згідно з формулюванням задачі отримали такі крайові умови:  

 ( )
1 1

(1) 2y y N hs ± = - , 
1 1

(1) 0x ys ± = , 1 1x LО , (1) 

 
1

(1) 0yP ± = , 
1

(1)
yM hN± = , 

1 1 1

(1) 2 (1) 0x P x yv h wй щй щ¶ + ¶ =к ък ъл ы л ы
, 1 1x LО , (2) 

 ( ) ( )1 2
r rP P= , ( ) ( )1 2

r rM M= , ( ) ( )1 2w w= , ( ) ( )2 2
r rw w¶ = ¶ , на L , (3) 

 (1) (2)
rr rrs s= , (1) (2)

r rq qs s= , (1) (2)
rP rPu u= , (1) (2)

P Pu uq q= , на L , (4) 

де N -  контактне зусилля між берегами тріщини; ( ) ( )
1 1 1 1

,j j
y y x ys s  і ( )( ), jj

rr rqs s – 

компоненти тензора напружень; а ( ) ( ),j j
P Pu v  і ( ) ( ),j j

rP Pu uq  – компоненти вектора 

переміщення точки у плоскій задачі; 
1

( )j
yP  і ( )j

rP  – узагальнена в сенсі Кірхгофа 

перерізувальна сила; 
1

( )j
yM  і ( )j

rM  – згинальний момент ; ( )jw – прогин пластини. 

Квадратні дужки у формулі (2) означають стрибок відповідної величини на берегах 
тріщини. 

Розв’язок задачі. Із використанням комплексних потенціалів плоскої задачі [34] і 
класичної теорії згину пластин [6], аналогічно зроблено у [33], розв'язок задачі 
зведений до задач лінійного спряження, на підставі яких отримано системи 
сингулярних інтегральних рівнянь стосовно невідомих функцій стрибків кутів 



ДВОВІСНИЙ ЗГИН КУСКОВО-ОДНОРІДНОЇ ПЛАСТИНИ З ПРУЖНОЮ КРУГОВОЮ… 
ISSN 2078-3744. Вісник Львівського університету. Серія мех.-мат. 2012. Випуск 76 

167

повороту нормалі до серединної площини у задачі згину ( )Y h  та стрибків 

переміщень на берегах тріщин у плоскій задачі ( )G h  

 ( ) ( ){ } ( )
1

1
1

, ,K L Y d ch e h e h h
-

ў+ =т , ( ) ( ){ } ( )
1

2
1

, , 0R S G dh e h e h h
-

- =т , (5) 

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ){ } ( )
1

2 1
1

, , 2 , ,L K Y R S G d Ph e h e h h e h e h h e
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- + + =т , (6) 
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З крайової умови (2) отримаємо  

 ( ) ( )( ) ( )1
1 2

1 1

1
0

1 1
G Y

k
h h

k u
+

+ =
+ +

%
%

. (7) 

Систему рівнянь (5)-(7) доповнюємо додатковими умовами  

 ( )
1

1

0Y dh h =т , ( )
1

1

0G dh h =т , ( )
1

2
1

0Y dh h h =т , (8) 

де перші дві умови виражають однозначність кутів повороту у задачі згину та 
однозначність переміщень у плоскій задачі, а остання - однозначність прогину при 
обході контура тріщини. Умови ідеального механічного контакту на коловій межі 
поділу матеріалів (3)-(4) вдалося задовольнити аналітично. 

Зведене контактне зусилля між берегами тріщини обчислимо за формулою  
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 ( ) ( ){ } ( )
1

*
1

1

2 , ,
y

hNN R S G d
M

h e h e h h
Ґ

-

= = +т .  

Коефіцієнти інтенсивності моментів (КІМ) 1 2K K iK= -  та зусиль (КІЗ) 

1 2k k ik= -  можна обчислити за формулами [7] 

 ( ) ( )( )lim
x l

k h f x g x
® ±

ў= m , ( ) ( )2 2f x l x l= - ,  

 ( ) ( )( ) ( ) ( )( )13 2
1 1 14 3 3 1 lim

x l
K E h f x y xu u

-

® ±
= + -m .  

Числовий аналіз задачі та висновки. Система сингулярних інтегральних рівнянь 
(5)-(8) розв'язана чисельно з використанням методу механічних квадратур [35, 36] 
при 1 2 0.3u u= = .  
 

 

Рис. 2. Графічна залежність контактного зусилля *N  між берегами тріщини при 
різних ( )1 2lg E Eb =  

 

На рис. 2 зображено графічну залежність приведеного контактного зусилля 
*

yN hN M Ґ=  між берегами тріщини від безрозмірної координати 1x lx =  при 

1r = , 5l = , 0 3X = . Крива 1 побудована при 1b = - , крива 2 – при 0.3b = - , 
крива 3 – при 0b = , крива 4 – при 0.3b = , крива 5 – при 1b = . При 0b <  
величина контактного зусилля є максимальною у вершині а ( )1x = - , а при 0b >  
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– максимальна у вершині ( )1b x = , поблизу колової межі поділу матеріалів. При 
0b =  отримаємо випадок однієї ізольованої тріщини у пластині.  

На рис. 3 побудовано графічну залежність КІМ ( )*
1 1 yK K M lҐ=  від 1

2
lg

E
E

b =  

при 4l = , 1r = . Криві 1 побудовані при 0 0X = , криві 2 – при 0 0.3X = , криві 3 

– при 0 1.3X = , криві 4 – при 0 2X = . При 0b <  КІМ у вершинах тріщини а та b 
зростають із збільшенням b . При 0b >  величина КІМ у вершині тріщини b є 
більшою, ніж у вершині а. Крім того, при наближенні вершини тріщини b до колової 
межі поділу матеріалів при 0b >  КІМ у ній збільшуються. 
 

 
Рис. 3. Графічна залежність коефіцієнтів інтенсивності моментів від b  при різних 

значеннях 0 0X x l=  
 

Зауважимо, що зведені коефіцієнти інтенсивності зусиль ( )*
1 1 yk h k M lҐ=  і 

моментів *
1K  пов’язані між собою залежністю ( ) ( )* *

1 1 1 13 1 3k K u u= + + , тому 

графічні залежності для *
1k  не подаємо, а *

2 0k =  і *
2 0K = .  
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ДВУОСНЫЙ ИЗГИБ КУСОЧНО-ОДНОРОДНОЙ ИЗОТРОПНОЙ 
ПЛАСТИНЫ С УПРУГОЙ КРУГОВОЙ ШАЙБОЙ И РАДИАЛЬНОЙ 
ТРЕЩИНОЙ ВНУТРИ ЭТОЙ ШАЙБЫ С УЧЕТОМ КОНТАКТА ЕЕ 

БЕРЕГОВ  
 
Виктор ОПАНАСОВИЧ, Иван ЗВИЗЛО, Николай СЛОБОДЯН  

Львовский национальный университет имени Ивана Франко,  
ул. Университетская, 1 79000 Львов, Украина 

 
Исследовано задачу об изгибе кусочно-однородной изотропной пластины с 

круговой шайбой и радиальной трещиной внутри шайбы с учетом гладкого контакта 
берегов трещины. Используя метод теории функций комплексного переменного, 
решение задачи приведено к системе сингулярных интегральных уравнений на 
трещине, которая решена численно. Проведен численный анализ задачи.  

Ключевые слова: трещина, изгиб, плоская задача, шайба, комплексные 
потенциалы, контактное усилие, коэффициенты интенсивности усилий и моментов. 

 
 
 

BILATERAL BENDING OF PIECEWISE-HOMOGENEOUS ISOTROPIC 
PLATE WITH A CIRCULAR PLATE AND RADIAL CRACK INSIDE THE 

WASHER WITH TAKING INTO ACCOUNT CONTACT ITS SHORES  
 

Viktor OPANASOVYCH, Ivan ZVIZLO, Mykola SLOBODYAN 
Ivan Franko National University of Lviv, 

Universitetska Str., 1 79000 Lviv, Ukraine 
 

The problem of bending of piecewise-homogeneous isotropic plate with a circular plate 
and radial crack inside the washer with a taking into account the contact crack is 
investigated. Using the method of complex variable theory, the solution was reduced to the 
construction of solutions of singular integral equations on the crack, which is solved 
numerically. The conditions of ideal mechanical contact on a circular boundary materials 
could satisfy analytically.  

Keywords: crack, bending, plane problem, washer, complex potentials, the contact force 
intensity factors of forces and moments. 
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