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Досліджено термопружний стан ізотропної пластини з теплопроникними 
тріщинами вздовж дуг кола, береги яких гладко контактують уздовж усієї своєї 
довжини під дією рівномірно розподілених напружень і сталого теплового потоку 
на нескінченності. Із використанням методів теорії функцій комплексної змінної 
та комплексних потенціалів розв’язування задач теплопровідності та термопруж-
ності зведено до задач лінійного спряження, причому стрибок температури між 
берегами тріщин визначено з системи інтегро-диференціальних рівнянь з 
використанням методу ортогональних поліномів, а комплексний потенціал плоскої 
задачі термопружності знайдено в аналітичному вигляді.  
Ключові слова: ізотропна пластина, термонапружений стан, теплопроникні 
тріщини, гладкий контакт, комплексні потенціали, коефіцієнти інтенсивності 
напружень. 

 
 
Вивчення термонапруженого стану тіл з криволінійними тріщинами, 

береги яких контактують під дією теплового та силового навантаження є 
однією з основних проблем механіки руйнування. Наявність в тілі концент-
раторів типу тріщин, на яких задано неідеальний тепловий контакт між 
їхніми берегами (теплопроникні тріщини) призводить до збурення заданого 
температурного поля та виникнення напружень. Вплив температурних 
факторів вносить додаткові ускладнення у математичні моделі тіл з тріщи-
нами, але дає змогу набагато точніше досліджувати напружено-деформова-
ний стан таких тіл. Це потребує розробки нових методик дослідження 
термопружного стану тіл з криволінійними тріщинами та вивчення термо-
механічних процесів, пов’язаних із урахуванням взаємодії берегів тріщин 
[3, 5, 8, 9]. 
Із використанням методів теорії функцій комплексної змінної та 

комплексних потенціалів в [5] досліджено термопружний стан ізотропної 
пластини з розміщеними уздовж дуг кола теплоізольованими тріщинами, 
береги яких гладко контактують по всій довжині під дією рівномірно 
розподілених напружень і сталого теплового потоку на нескінченності. 
Розв’язування задач теплопровідності та термопружності зведено до задач 
лінійного спряження, з розв’язку яких знайдено похідну від стрибка 
температури між берегами тріщин та комплексні потенціали в 
аналітичному вигляді. 
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Наша мета – дослідити термопружний стан ізотропної пластини з 
теплопроникними тріщинами, що розміщені уздовж дуг кола, за умови, що 
береги тріщин гладко контактують уздовж усієї своєї довжини під дією 
рівномірно розподілених напружень і сталого теплового потоку на нескінче-
нності. Розв’язування задачі теплопровідності зведено до системи інтегро-
диференціальних рівнянь стосовно стрибка температури між берегами 
тріщин, розв’язок якої знайдено чисельно за допомогою методу ортого-
нальних поліномів, а розв’язок задачі термопружності знайдено аналітично. 
Формулювання задачі. Розглянемо безмежну ізотропну пластину з 

теплоізольованими поверхнями, що містить n  теплопроникних тріщин 
уздовж дуг кола радіуса R  (рис. 1). Вважаємо, що береги тріщин зазнають 
повного гладкого контакту під дією на 
нескінченності рівномірно розподілених на-

пружень 1N  і 2N  (для стиску 1 0N  ), 

причому напруження 1N  утворює кут   з 

віссю Ox , і сталого теплового потоку інтен-

сивності q , який утворює кут   з віссю 

Ox . Виберемо декартову систему координат 
Oxy  з початком у центрі кола, вздовж якого 
розміщені тріщини. Поряд з декартовою 
системою координат Oxy  розглянемо поляр-
ну систему координат з полюсом у точці O  
та полярною віссю Ox . Сукупність дуг 

 ,j j jL a b , уздовж яких розміщені тріщини, позначимо через 
1

n

j
j

L L


 U , 

1 ji
ja Re  , 2 ji

jb Re  , область у середині кола – через D , зовні – через 

D . 
Згідно з формулюванням задачі отримаємо такі крайові умови: 

 0
T T

r r

                  
, 0

T T

r r

                  
 на L ,  (1) 

  2 0j
T T

T T
r r

 
 

 
                        

 на jL , (2) 

 rr rr rr     , 0r r     , 0r ru u   на L , (3) 

де T  – температура пластини; j  – коефіцієнт теплопроникності j -ї трі-

щини;   – коефіцієнт теплопровідності; rr , r  і ru , u  – компоненти 

тензора напружень та проекції вектора переміщення в полярній системі 

Рис. 1 
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координат; значками «+», «–» позначено граничні значення відповідних 

величин за прямування точки до лінії jL  із області D  і D , відповідно. 

Побудова розв’язку задачі теплопровідності. Температуру тіла  ,T x y  у 

безмежній області з тріщинами, коли задано сталий тепловий потік на 
нескінченності, можемо описати так: 

     , 2ReT x y F z ,    0 0F z a z C z    , iz x iy re    , (4) 

де  F z  – комплексний потенціал температурного поля;   1
0 2 ia q e 


 ; 

C  – невідома комплексна стала; r  і   – полярні координати точки z . 

Згідно з [7] для функції  0 z  існують розвинення 

  
2

0 1 2
0

..., 0,

..., ,

z z z
z

b z z

  



         
 (5) 

де *b , k   0,k    – невідомі комплексні сталі. 

Введемо функцію 

    0V z z z R  .  (6) 

Тоді з (4) і (6) отримаємо 

   0
1

2
T T

r a z RV z
r i 
 

  
 

.  (7) 

На підставі залежності (7) крайові умови (1)–(2) подамо так: 

    ( )
t

V t V t t
R
    , t L , (8) 

      0

2
Re 2 0jt

a V t V t t
R





          

, jt L , 1,j n . (9) 

Тут     2t T T     – невідома шукана функція. 

Розв’язавши задачу лінійного спряження (8), отримаємо 

  
 0 0

02
L

t dtiz
V z

R t z






 

 , 0
iut Re . (10) 

Підставимо (10) у (9), після відповідних перетворень приходимо до 
інтегро-диференціального рівняння для визначення невідомого стрибка 
температури на берегах j -ї тріщини 
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jiu
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де    02Rej jf t a t  . 

У рівнянні (11) врахуємо заміну змінних 
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тоді воно набуде вигляду 
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% % . 

Розв’язок рівняння (13) будемо шукати у вигляді 
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1

1

1
j j jm m j
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s X T s
s






 

 %% , тоді  
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    %% ,  (14) 

де  kT s ,  1kU s  – поліноми Чебишова відповідно першого і другого роду 

[1], jmX%  – невідомі коефіцієнти. 

Підставимо (14) у (13) та врахувавши відомі інтеграли [1], отримаємо 

    2
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Помножимо обидві частини (15) на   2
1 1p j jU s s   та проінтегруємо на 

проміжку 1,1    , прийдемо до системи лінійних алгебричних рівнянь для 

знаходження невідомих коефіцієнтів kmX%  

 
1 1 1

n

jp j jm jmp km kmp p
m k m

k j

X X W X Q F
 

  


   % % % , 1,j n , 1,2p  K , (16) 

де 
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  ,  

      
1 12

0
1 0 02 2 2 2

1 1 0

2 1
,

1

j j m k
kmp p j jk k j k j

j j k

s T s
Q U s H s s ds ds

s s



 


 

          
  .  

Врахувавши залежність (10), на підставі позначення (6) знайдемо вираз 

для комплексного потенціалу  0 z  

  
 0 0

0
0

1

2
L

t dt
z

i t z




 

 . (17) 

Якщо врахувати розвинення для функції  1 t z  при z   , то з (17) 

знайдемо сталі розвинення (5) 
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% % .(18) 

Комплексний потенціал температурного поля  F z  (4) запишемо у 

вигляді 

  
 0 0

0
0

1

2
L

t dt
F z a z C

i t z




  

 . (19) 
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Побудова розв’язку задачі термопружності. Введемо до розгляду 

комплексні потенціали Колосова - Мусхелішвілі  z  та  z  [4]. Тоді для 

визначення термопружного стану пластини скористаємось співвідношен-
нями [7] 

  4Rerr z    , iz re  ,  

       
2 2 2

2 2
1rr r

R R R
i z z z z

zr r
 

                         
, (20) 

 
     

2 2 2 2

2 2 2
2 1r
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u iu R R R
u iu r z z z z

zr r


 



                                                      
 

         
4 2 2 2

4 2
1

R R z R
rz z z r F z zF z

z zr r
 
                                        

, (21) 

де  
2 2 2 2 2

2

R R R R R
z

z z z zz

                                 
; 

 2 1








 – модуль зсуву; 

  – модуль Юнга;   – коефіцієнт Пуассона;    3 1     ; 

 2 1tE    , t  – коефіцієнт лінійного температурного розширення. 

Для функцій  z  і  z  в околі безмежно віддаленої точки та нуля 

існують розвинення [7] 

  2
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(22) 

де 0 *2b b   , 
 0 2 1








;  1 2

1

4
N N    ;   2

1 2
1

2
ie      . 

Першу та другу контактні крайові умови (2) подамо у вигляді 

     0rr r rr ri i    
 

     на L ,  (23) 

     2rr r rr r rri i     
 

     на L .  (24) 

Враховуючи (20) з крайової умови (23), отримаємо 

           0,t t t t
 

         t L . (25) 

На підставі розв’язку задачі лінійного спряження (25) знайдемо 
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2

0 *
1 2

2 bR
z z

zz


        

r
. (26) 

Врахуємо (26), (20) і (21), тоді на підставі (24) і останньої крайової умови 
(2) отримаємо 

     2 2 1
1 0 *2rrt t R t b t               , t L , (27) 

              0Re 2 0t t F t F t t t t               , t L .(28) 

Введемо функцію 

        
2 2 2 2

02
R R R R

D z z F z F z z
z z z z


                                            

. (29) 

Як видно з (28), функція (29) задовольняє задачу лінійного спряження 

    0D t D t   , t L , розв’язавши яку, знайдемо 

    2 1
1 0 0 0 02D z A a z C a R z C         . (30) 

На підставі (29) і (30) можемо записати 

              0Im 2i t t F t F t t t t                     

  2 1
1 0 0 0 02A a t C a R t C         , t L . (31) 

Врахувавши (27) та (19), із залежності (31) отримаємо диференціальне 

рівняння для визначення контактних напружень rr  між берегами тріщин 
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, t L , (32) 

 1 0 0Re 2A     . (33) 

Зінтегрувавши (32) за  , знайдемо 

  
2 2
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0 2 12 2 2

3
2

4rr
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, (34) 

де     2 0 04 Im iB Re d    , 1C  – невідома дійсна стала. 

Підставивши (34) у (27) та розв’язавши отриману задачу лінійного 
спряження, одержимо 

 
 

        
 

0 2 0 0

0

1
( )

2
n n

n nL

f t B u X t dt P z
z

iX z t z X z


  


% %

, 0
iut Re , (35) 



ТЕРМОПРУЖНИЙ СТАН ПЛАСТИНИ З РОЗМІЩЕНИМИ УЗДОВЖ КОЛА… 
ISSN 2078-3744. Вісник Львівського університету. Серія мех.-мат. 2012. Випуск 76 

83 

де 
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Для функцій  nX z  та  1
nX z  існують розвинення 
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Обчисливши інтеграл типу Коші [4] та врахувавши розвинення (22) і (36), 

функцію  z  (35) запишемо у вигляді 
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  2
1 1 2 1 1 2 1 2 1 31 2 1 8n n n n n nG d G G G C R               % % % % % , 

2
1 11 8G R    % , 

  2
0 0 2 2 1 2 1 1 2 21 2 1 8n n n n nG d G G G C R               % % % % % , 

2
2 01 8G R    % . 

З умов однозначності переміщень за обходу контурів тріщин отримаємо 
систему лінійних алгебричних рівнянь для визначення невідомих 

коефіцієнтів 0 1 2, , , nd d d 
% % %K  
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 % , 1, 1j n  ,  
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Врахувавши вираз для функції  z  (37) з умови   10 A  , отримаємо 

систему двох рівнянь для визначення сталої 1C  та 1ImA  
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, (38) 

де  

     2 2 2
0 0 0 * 1 2 0 0 2 1 1 0 23 8 0 8n nQ d b R R q R           

                
% . 

Підставимо (38) у (34), внаслідок чого отримаємо вираз для визначення 

контактних напружень rr  між берегами тріщин, який не наводимо. 

Коефіцієнти інтенсивності напружень визначимо за формулою, яка 
подана в [5]. 
У часткових випадках задачі отримаємо результати праць [2, 3, 5, 6]. 

Числовий аналіз задачі та висновки. Розглянемо частко-
вий випадок задачі, коли пластина ослаблена однією тепло-
проникною тріщиною, яка характеризується центральним 
кутом 2  (рис. 2). 
Інтегро-диференціальне рівняння для визначення невідо-

мого стрибка температури для однієї теплопроникної 
тріщини запишемо у вигляді 

 
Рис. 2 
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Заміна змінних (11) для однієї тріщини (рис. 2) набуде вигляду 
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причому рівняння (39) набуде вигляду [3] 
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Розв’язок рівняння (40) будемо шукати у вигляді 
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де kX%  – невідомі коефіцієнти. 

Підставивши (41) у (40), після перетворень отримаємо систему лінійних 

алгебричних рівнянь для знаходження невідомих коефіцієнтів jX%  
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Коефіцієнти інтенсивності напружень jK  та контактні напруження (34) 

знайдемо за формулами 
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                        Рис. 3                                      Рис. 4 
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де знак ”+” відповідає вершині b , а знак ”–” – вершині a , 
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Дослідимо вплив теплового потоку, а також сумісну дію теплового та 
силового навантажень на умови повного гладкого контакту берегів 
теплопроникної тріщини. 

За відсутності силового навантаження на рис. 3 для кута розхилу 

тріщини 030  , а на рис. 4 – для 0120   наведено розподіл зведених 



ТЕРМОПРУЖНИЙ СТАН ПЛАСТИНИ З РОЗМІЩЕНИМИ УЗДОВЖ КОЛА… 
ISSN 2078-3744. Вісник Львівського університету. Серія мех.-мат. 2012. Випуск 76 

87 

контактних напружень  *
0rr rr Rq      між берегами теплопроникної 

тріщини ( 1 2   ) за різних значень кута нахилу теплового потоку  . 

Як засвідчив числовий аналіз для кожного кута розхилу тріщини   

існують граничні кути нахилу теплового потоку * 2   ( * 2  ), за 

яких береги тріщини змикаються уздовж усієї довжини при *   

( *  ), частково контактуватимуть при *
*     та повністю відста-

ватимуть, якщо *   ( *  ), коли 0q   ( 0q  ). Якщо кут *  ( * ) 

та 0q   ( 0q  ), якщо кут розхилу тріщини 0113  , то можна споді-

ватися відставання берегів тріщини в околі нижнього (верхнього) її кінця 

(рис. 4), а якщо 0113   – ближче до центра тріщини (рис. 3). Отже, при 

*
*     контактні напруження між берегами тріщини змінюють знак 

незалежно від напряму теплового потоку q , тобто треба розглянути зада-

чу в іншому формулюванні, враховуючи відставання берегів тріщин. Як ба-
чимо, зведені контактні напруження зі збільшенням кута розхилу тріщини 
зростають за абсолютним значенням. Варто зазначити, що при 0   і при 

0180   зведені контактні напруження симетричні стосовно осі симетрії 

тріщини, а для кутів *   та при *     антисиметричні. 

Для 0   і 0q   на рис. 5 наведено розподіл зведених контактних 

напружень між берегами теплопроникної тріщини для кута розхилу тріщи-

ни 030  , а на рис. 6 – зведених коефіцієнтів інтенсивності напружень 

 3 2*
2 2 0K K R q  

  від кута розхилу тріщини   за різних значень 

коефіцієнта теплопроникності. Крива 1 побудована для 1 0    – тріщина 

теплоізольована, 2 – 1 0,5   , 3 – 1 1   , 4 – 1 2   , 5 – 1 4   , 6 

– 1 10    відповідно. Зауважимо, що при 0   * *
2 2K K   . 
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         Рис. 7 

 
                      Рис. 5                                      Рис. 6 

З рис. 5 і 6 можна зробити висновок, що за збільшення коефіцієнта 

теплопроникності тріщини 1 , зведені контактні напруження та коефі-

цієнти інтенсивності напружень прямують до нуля, тобто отримаємо 
абсолютно провідну тріщину, яка не впливає на температурне поле 
пластини та її напружено-деформований стан. 

На рис. 7 зображено розподіл 
контактних напружень уздовж берегів 

теплопроникної тріщини ( 1 2   ) за 

сумісної дії теплового потоку та 
рівномірно розподілених напружень 
для сплаву АМг-6 з такими характе-

ристиками: м10 26.867 10E H  , 

6 025 10 1t C   , 

 м 026,38kBm C  , коли 

 0 1/ 8,135N Rq N  % , 030  , 

0  , 0   за різних значень 
відношення заданих напружень на 

нескінченності 2 1N N % . 

Визначено граничні значення %  відношення напружень на нескінченності 

– min 6,91    і max 29,89  , за яких контактні напруження між берегами 

тріщини перетворюються в нуль на кінцях тріщини при min %  і у центрі, 

якщо max %  (див. рис. 7). 
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На підставі рис. 7 можна зробити такий висновок: коли відношення 

головних напружень на нескінченності max % , то береги тріщини 

відстають у її центральній частині, коли min %  – в околі кінців тріщини, 

а якщо для відношення напружень на нескінченності виконується 

нерівність min max   % , то береги тріщини завжди контактуватимуть 

для заданого кута розхилу тріщини  . 
Якщо порівняти відповідні результати для теплоізольованої [5] та 

теплопроникної тріщини (рис. 3–7), то наявність у тілі теплопроникної 
тріщини призводить до зменшення величини контактних напружень 

уздовж берегів тріщини та граничних кутів нахилу теплового потоку * , 

* , і до зменшення діапазону значень відношення напружень на 
нескінченності, за яких береги тріщин зазнаватимуть повного контакту. 
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Исс е овано тер оупру ое состояние изотропной п астины с теп опрово ящи и 

трещина и в о    у  окружн ости, бере а которых   а ко контактиру т по всей 
своей   инне по   ействие  равно ерно распре е енных напряжений и 
постоянно о теп ово о потока на бесконе ности. С испо  зование   ето ов теории 
ф унк ий ко п ексно о пере енно о и ко п ексных потен иа ов построение 
ре ений за а  теп опрово ности и тер оупру ости све ено к за а а   инейно о 
сопряжения, при е  ска ок те пературы  еж  у бере а и трещин опре е ен из 
систе ы инте ро- ифферен  иа  ных уравнений с испо  зование   ето а 
орто она  ных по ино ов, а ко п ексный потен иа  п оской за а и 
тер оупру ости най ено в за кнуто  ви е. 

К    евые с ова: изотропная п астина, трещины,   а кий контакт, ко п ексные 
потен иа ы, коэффи  иенты интенсивности напряжений. 
 

THERMOELASTIC STATE OF PLATE WITH HEAT-CONDUCTING 
CRACKS ON CIRCLE ARCS WITH TAKING INTO ACCOUNT THE 

COMPLETE SMOOTH CONTACT OF THE CRACK FACES 
 

Viktor OPANASOVYCH1, Nataliya BASSA2 

1Ivan Franko National University of Lviv, 
Universitetska Str., 1 79000 Lviv, Ukraine 

2Pidstryhach Institute for Applied Problems of Mechanics and Mathematics 
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Naukova Str., 3b 79060 Lviv, Ukraine 
 

The thermoelastic state of isotropic plate with heat-conducting cracks on the arcs of 
circle is investigated. It is assumed that the crack faces have smooth contact on all 
length of the crack under the influence of a uniformly distributed stresses and thermal 
flow at infinity. Using the methods of the theory of functions of complex variable and 
complex potentials the unknown jumps of temperature have been determined from a 
system of the integro-differential equations, which is solved by the orthogonal 
polynomial method. An explicit form of complex potential for the thermoelasticity 
problem has been obtained. 

Key words: isotropic plate, thermoelastic state, heat-conducting cracks, smooth 
contact, complex potentials, stress intensity factors. 
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