
ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2011. Âèïóñê 75. Ñ. 226�231Visnyk of the Lviv Univ. Series Me
h. Math. 2011. Issue 75. P. 226�231ÓÄÊ 517.53ÎÁÌÅÆÅÍIÑÒÜ l −M-IÍÄÅÊÑÓ ÀÍÀËIÒÈ×ÍÈÕ Ê�ÈÂÈÕÌèðîñëàâ ØÅ�ÅÌÅÒÀËüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà, 1, Ëüâiâ, 79000e-mail: m_m_sheremeta�list.ruÄëÿ àíàëiòè÷íî¨ â DR = {z : |z| < R}, 0 < R ≤ +∞, êðèâî¨
F = (f1, f2, . . . , fm) ââåäåíî ïîíÿòòÿ îáìåæåíîñòi l−M -iíäåêñó. Äîñëiäæå-íî çðîñòàííÿ òàêèõ êðèâèõ. Çàçíà÷åíî óìîâè íà l, çà ÿêèõ ç îáìåæåíîñòi
l −M -iíäåêñó êðèâî¨ F âèïëèâà¹ îáìåæåíiñòü l −M -iíäåêñó ¨¨ êîìïîíåíò.Êëþ÷îâi ñëîâà: àíàëiòè÷íà êðèâà, l −M -iíäåêñ.Íåõàé 0 < R ≤ +∞, DR = {z : |z| < R} i m ∈ N, à F = (f1, f2, . . . , fm)� àíàëiòè÷íà êðèâà â DR, òîáòî F : DR → C

m ¹ âåêòîðíîçíà÷íîþ �óíêöi¹þ, äåêîæíà ç �óíêöié fj � àíàëiòè÷íà â DR. Ïðèéìåìî F (n) = (f
(n)
1 , f

(n)
2 , . . . , f

(n)
m ), iíåõàé ||F (z)||S = max{|fj(z)| : 1 ≤ j ≤ m} � sup-íîðìà, à

||F (z)||E =
√

|f1(z)|2 + |f2(z)|2 + · · ·+ |fm(z)|2� åâêëiäîâà íîðìà.Íåõàé l � äîäàòíà íåïåðåðâíà íà [0, R) �óíêöiÿ òàêà, ùî
l(r) >

β

R− r
(0 ≤ r < R), β > 1. (1)Äëÿ öiëèõ êðèâèõ (R = +∞) óìîâà (1) çàéâà.Àíàëiòè÷íà êðèâà F íàçèâà¹òüñÿ [1℄ êðèâîþ îáìåæåíîãî l-iíäåêñó çà sup-íîð-ìîþ (çà åâêëiäîâîþ íîðìîþ), ÿêùî iñíó¹ N ∈ Z+ òàêå, ùî

||F (n)(z)||
n!ln(|z|) ≤ max

{ ||F (k)(z)||
k!lk(|z|) : 0 ≤ k ≤ N

} (2)äëÿ âñiõ n ∈ Z+ i z ∈ DR, äå || · || = || · ||S (âiäïîâiäíî, || · || = || · ||E). Íàéìåíøåç òàêèõ ÷èñåë N íàçèâà¹òüñÿ l-iíäåêñîì çà sup-íîðìîþ (çà åâêëiäîâîþ íîðìîþ) iïîçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç NS(l;F ) (âiäïîâiäíî, NE(l;F )).
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. 71℄ äëÿ β > 1 ÷åðåç Qβ(DR) ïîçíà÷èìî êëàñ äîäàòíèõ íåïåðåðâíèõíà [0, R) �óíêöié l, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü óìîâó (1) i äëÿ âñiõ t ∈ [0, β]

0 < inf

{

l(r)

l(r0)
: |r − r0| ≤

t

l(r0)
, 0 ≤ r0 < R

}

≤

≤ sup

{

l(r)

l(r0)
: |r − r0| ≤

t

l(r0)
, 0 ≤ r0 < R

}

< +∞.Â [1℄ äîâåäåíî, ùî çà óìîâè l ∈ Qβ(DR) àíàëiòè÷íà â DR êðèâà F ¹ îáìåæåíî-ãî l-iíäåêñó çà sup-íîðìîþ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ¹ îáìåæåíîãî l-iíäåêñó çàåâêëiäîâîþ íîðìîþ, à ìîæëèâå çðîñòàííÿ òàêî¨ êðèâî¨ çàñâiä÷ó¹ òàêà òåîðåìà.Òåîðåìà 1. Íåõàé 0 < R ≤ +∞, à äîäàòíà àíàëiòè÷íà �óíêöiÿ l äiéñíî¨ çìiííî¨
t ∈ [0, R) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1) i (−l′(t))+ = o(l2(t)), t ↑ R, äå a+ = max{a, 0}.ßêùî àíàëiòè÷íà â DR êðèâà F ¹ îáìåæåíîãî l-iíäåêñó çà sup-íîðìîþ, òî

lim
r↑R

ln M(r, ||F ||S)
L(r)

≤ NS(l;F ) + 1, (3)äå M(r, ||F ||S) = max{||F (z)||S : |z| = r} i L(r) = ∫ r

0
l(t)dt.Òóò äîâåäåíî, ùî ó òåîðåìi 1 óìîâó àíàëiòè÷íîñòi �óíêöi¨ l ìîæíà çàìiíèòè¨¨ íåïåðåðâíîþ äè�åðåíöiéîâíiñòþ. Äëÿ öüîãî ââåäåìî ïîíÿòòÿ îáìåæåíîñòi l−M -iíäåêñó êðèâî¨ F .Íåõàé M(r, fj)=max{|fj(z)| : |z|=r} i ||M(r, F )||S=max{M(r, fj) : 1 ≤ j ≤ m}.Àíàëiòè÷íó â DR êðèâó F íàçèâàòèìåìî êðèâîþ îáìåæåíîãî l −M -iíäåêñó çà sup-íîðìîþ, ÿêùî iñíó¹ N ∈ Z+ òàêå, ùî

||M(r, F (n))||S
n!ln(r)

≤ max

{ ||M(r, F (k))||S
k!lk(|z|) : 0 ≤ k ≤ N

} (4)äëÿ âñiõ n ∈ Z+ i r ∈ [0, R). Íàéìåíøå ç òàêèõ ÷èñåë N áóäåìî íàçèâàòè l − M -iíäåêñîì êðèâî¨ F çà sup-íîðìîþ i ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç NS(l −M ;F ).ßêùî NS(l;F ) < +∞, òî äëÿ |z| = r i 1 ≤ j ≤ m

|f (n)
j (z)| ≤ max{|f (n)

j (z)| : 1 ≤ j ≤ m} ≤

≤ n!ln(r)max

{ ||F (k)(z)||S
k!lk(|z|) : 0 ≤ k ≤ NS(l;F )

}

≤

≤ n!ln(r)max

{ ||M(r, F (k))||S
k!lk(|z|) : 0 ≤ k ≤ NS(l;F )

}

,çâiäêè
||M(r, F (n))||S

n!ln(r)
≤ max

{ ||M(r, F (k))||S
k!lk(|z|) : 0 ≤ k ≤ NS(l;F )

}

,òîáòî NS(l −M ;F ) ≤ NS(l;F ). Òîìó òåîðåìà 1 âèïëèâà¹ ç òàêî¨ òåîðåìè.Òåîðåìà 2. Íåõàé 0 < R ≤ +∞, à äîäàòíà íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíà íà [0, R)�óíêöiÿ l çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (1) i
lim
r↑R

(−l′(r))+

l2(r)
= q < +∞. (5)
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lim
r↑R

ln ||M(r, F )||S
L(r)

≤ (q + 1)(NS(l −M ;F ) + 1). (6)Ó äîâåäåííi öi¹¨ òåîðåìè áóäå âèêîðèñòàíî òàêå òâåðäæåííÿ [2, 
. 82℄.Ëåìà 1. Íåõàé g1, . . . , gn � äîäàòíi òà àáñîëþòíî íåïåðåðâíi íà [a, b] �óíêöi¨, à
g(x) = max{gk(x) : 1 ≤ k ≤ n}, ϕ � äîäàòíà i íåïåðåðâíà íà [a, b] �óíêöiÿ. ßêùîäëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ [a, b]

g′k(x) ≤ ϕ(x)g(x), 1 ≤ k ≤ n,òî äëÿ âñiõ x ∈ [a, b]

ln g(x) ≤ ln g(a) +

x
∫

a

ϕ(t)dt.Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Ïðèéìåìî gj,k(r) =
M(r, f

(k)
j )

k!lk(r)
i g(r) = max{gj,k(r) : 0 ≤

≤ k ≤ NS(l − M ;F ), 1 ≤ j ≤ m}. Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü M ′(r, f) ≤ M(r, f ′) iâðàõîâóþ÷è (5), îòðèìà¹ìî
g′j,k(r) =

M ′(r, f
(k)
j )

k!lk(r)
−

M(r, f
(k)
j )

k!lk+1(r)
kl′(r) ≤

≤
M(r, f

(k+1)
j )

(k + 1)!lk+1(r)
(k + 1)l(r) +

M(r, f
(k)
j )

k!lk(r)
k
(−l′(r))+

l(r)
≤

≤ g(r)(NS(l −M ;F ) + 1)

(

l(r) +
(−l′(r))+

l(r)

)

.Òîìó çà ëåìîþ 1
ln g(r) ≤ ln g(0) +

r
∫

0

(NS(l −M ;F ) + 1)

(

l(t) +
(−l′(t))+

l(t)

)

dt =

= ln g(0) + (NS(l −M ;F ) + 1)(1 + q + o(1))

r
∫

0

l(t)dt, r ↑ R.Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü ||M(r, F )||S ≤ g(r), ëåãêî îòðèìó¹ìî (6). Òåîðåìó 2äîâåäåíî.Ïðèéìåìî ||M(r, F )||E =
√

M2(r, f1) + · · ·+M2(r, fm) é àíàëiòè÷íó âDR êðèâó
F íàçèâàòèìåìî êðèâîþ îáìåæåíîãî l−M -iíäåêñó çà åâêëiäîâîþ íîðìîþ, ÿêùî iñíó¹
N ∈ Z+ òàêå, ùî äëÿ âñiõ n ∈ Z+ i r ∈ [0, R) ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü (4) ç ||M(r, F )||Eçàìiñòü ||M(r, F )||S . Íàéìåíøå ç òàêèõ ÷èñåë N áóäåìî íàçèâàòè l − M -iíäåêñîìêðèâî¨ F çà åâêëiäîâîþ íîðìîþ i ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç NE(l − M ;F ). Ç òåîðåìè 2âèïëèâà¹ òàêå òâåðäæåííÿ.



ÎÁÌÅÆÅÍIÑÒÜ l −M -IÍÄÅÊÑÓ ÀÍÀËIÒÈ×ÍÈÕ Ê�ÈÂÈÕISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2011. Âèïóñê 75 229Íàñëiäîê 1. ßêùî �óíêöiÿ l çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè 2 i àíàëiòè÷íà â DRêðèâà F ¹ îáìåæåíîãî l−M -iíäåêñó çà åâêëiäîâîþ íîðìîþ, òî
lim
r↑R

ln ||M(r, F )||E
L(r)

≤ (q + 1)(NE(l −M ;F ) + 1)
√
m.Ñïðàâäi, îñêiëüêè || · ||S ≤ ||·||E ≤ √

m|| · ||S , òî äëÿ n ≥ N+1, N = NE(l−M ;F ),îäåðæèìî
||M(r, F (n))||S
n!(

√
ml(r))n

≤ 1

(
√
m)N+1

||M(r, F (n))||E
n!ln(r)

≤

≤ 1

(
√
m)N+1

max

{ ||M(r, F (k))||E
k!lk(r)

: 0 ≤ k ≤ N

}

≤max

{ ||M(r, F (k))||S
k!(

√
ml(r))k

: 0≤k≤N

}

,òîáòî NS(l∗ −M ;F ) ≤ N , äå l∗(r) =
√
ml(r). Òîìó çà òåîðåìîþ 2

ln ||M(r, F (n))||E ≤ ln ||M(r, F (n))||S + ln
√
m ≤

≤ (1 + o(1))(1 + q)(N + 1)

r
∫

0

l∗(t)dt = (1 + o(1))(1 + q)(N + 1)
√
mL(r), r ↑ R,çâiäêè âèïëèâà¹ ïîòðiáíà íåðiâíiñòü.ßêùî m = 1, òî ||M(r, F )||S = ||M(r, F )||E = M(r, F ) = M(r, f1) i ç îçíà-÷åííÿ l −M -iíäåêñó àíàëiòè÷íî¨ â DR êðèâî¨ F âèïëèâà¹ îçíà÷åííÿ l −M -iíäåêñóàíàëiòè÷íî¨ â DR �óíêöi¨ F = f1 (äèâ. [2℄, 
. 74).Òâåðäæåííÿ 1. ßêùî âñi êîìïîíåíòè fj àíàëiòè÷íî¨ â DR êðèâî¨ F ¹ îáìåæåíîãî

l−M -iíäåêñó N(l −M ; fj), òî êðèâà F ¹ îáìåæåíîãî l−M -iíäåêñó çà sup-íîðìîþi NS(l −M ;F ) ≤ N = max{N(l −M ; fj) : 1 ≤ j ≤ m}.Ñïðàâäi,
||M(r, F (n))||S

n!ln(r)
= max

{

|M(r, f
(n)
j )|

n!ln(r)
: 1 ≤ j ≤ m

}

≤

≤ max

{

|M(r, f
(k)
j )|

k!lk(r)
: 0 ≤ k ≤ N, 1 ≤ j ≤ m

}

= max

{ ||M(r, F (k))||S
k!lk(r)

: 0 ≤ k ≤ N

}

,çâiäêè âèïëèâà¹ ïîòðiáíà íåðiâíiñòü.Êîìáiíóþ÷è äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 1 i íàñëiäêó ç òåîðåìè 2, îòðèìó¹ìî òâåð-äæåííÿ.Òâåðäæåííÿ 2. ßêùî âñi êîìïîíåíòè fj àíàëiòè÷íî¨ â DR êðèâî¨ F ¹ îáìåæåíîãî
l−M -iíäåêñó N(l−M ; fj), òî êðèâà F ¹ îáìåæåíîãî l∗ −M -iíäåêñó çà åâêëiäîâîþíîðìîþ i NS(l∗ −M ;F ) ≤ N = max{N(l−M ; fj) : 1 ≤ j ≤ m}, äå l∗(r) =

√
ml(r).Âiäîìî [3, 4℄, ùî íàâiòü ó âèïàäêó l(r) ≡ 1 ç îáìåæåíîñòi l-iíäåêñó öiëî¨ êðèâî¨ Fÿê çà sup-íîðìîþ, òàê i çà åâêëiäîâîþ íîðìîþ íå âèïëèâà¹ îáìåæåíiñòü l-iíäåêñó ¨¨êîìïîíåíò. Âèíèêà¹ ïèòàííÿ, ÷è ïðàâèëüíå òàêå ñàìå òâåðäæåííÿ äëÿ l−M -iíäåêñó.Ïðèðîäíèì ¹ òàêîæ ïèòàííÿ ïðî åêâiâàëåíòíiñòü îáìåæåíîñòi l−M -iíäåêñó çà sup-íîðìîþ é îáìåæåíîñòi l − M -iíäåêñó çà åâêëiäîâîþ íîðìîþ. Ùîá âiäïîâiñòè íà öiïèòàííÿ, âèêîðèñòîâóâàòèìåìî äåÿêi ðåçóëüòàòè ç [2℄.



230 Ìèðîñëàâ ØÅ�ÅÌÅÒÀISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2011. Âèïóñê 75Íåõàé −∞ < A ≤ +∞, à Ω(A) � êëàñ äîäàòíèõ íåîáìåæåíèõ íà (−∞, A) �óíê-öié Φ òàêèõ, ùî ïîõiäíà Φ′ ¹ íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíîþ, äîäàòíîþ i çðîñòàþ÷îþäî +∞ íà (−∞, A) �óíêöi¹þ. Íåõàé Ψ(x) = x− Φ(x)/Φ′(x) � �óíêöiÿ, àñîöiéîâàíàç Φ çà Íüþòîíîì, à Ψ−1 � îáåðíåíà äî Ψ. Ïðèéìåìî β(x) =
ln Φ′(Ψ−1(x))

Φ′(Ψ−1(x))
i áóäåìîãîâîðèòè, ùî Φ ∈ Ω∗(A), ÿêùî Φ ∈ Ω(A):1) x+ β(x) < A äëÿ x ∈ [x0, A) i Φ′(Ψ−1(x+ β(x))) = O(Φ′(x)) ïðè x ↑ A;2) Φ′(x+ l/Φ′(x)) = O(Φ′(x)) ïðè x ↑ A äëÿ êîæíîãî l ∈ [0, +∞);3) iñíó¹ α > 1 òàêå, ùî Φ′(x) > α/(A− x) äëÿ âñiõ x ∈ (−∞, A).Ïðàâèëüíà òàêà ëåìà (äèâ. [2℄, 
. 85).Ëåìà 2. Íåõàé Φ ∈ Ω∗(ln R), 0 < R ≤ +∞, à l(r) = Φ′(ln r)/r íà [r0, R) i

l(r) = Φ′(ln r0)/r0 íà [0, r0], äå r0 ∈ [0, R) � äîâiëüíå �iêñîâàíå ÷èñëî. Äëÿ òî-ãî, ùîá àíàëiòè÷íà â DR �óíêöiÿ f áóëà îáìåæåíîãî l − M -iíäåêñó, íåîáõiäíî iäîñòàòíüî, ùîá ln M(r, f) = O(ln R) ïðè r ↑ R.Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ ëåìó, íåâàæêî äîâåñòè òàêó òåîðåìó.Òåîðåìà 3. Íåõàé Φ ∈ Ω∗(ln R), 0 < R ≤ +∞, à �óíêöiÿ l òàêà, ÿê ó ëåìi 2, à F� àíàëiòè÷íà â DR êðèâà. Òîäi òàêi òâåðäæåííÿ ¹ ðiâíîñèëüíèìè:à) F ¹ îáìåæåíîãî l −M -iíäåêñó çà sup-íîðìîþ;á) ln ||M(r, F )||S = O(Φ(ln r)) ïðè r ↑ R;â) ln ||M(r, F )||E = O(Φ(ln r)) ïðè r ↑ R;ã) F ¹ îáìåæåíîãî l −M -iíäåêñó çà åâêëiäîâîþ íîðìîþ;ä) êîæíà êîìïîíåíòà fj êðèâî¨ F ¹ îáìåæåíîãî l −M -iíäåêñó.Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè Φ′′(x) ≥ 0 i l′(r)
l2(r) = Φ′′(ln r)

(Φ′(ln r))2 − 1
Φ′(ln r) , òî lim

r↑R

(−l′(r))+

l2(r) = 0,à îñêiëüêè ln R− ln r

R− r
≤ 1

r
, òî ç óìîâè (3) îçíà÷åííÿ êëàñó Ω∗(ln R) âèïëèâà¹ óìîâà(1). ßêùî NS(l∗ −M ;F ) < +∞, òî çà òåîðåìîþ 2

ln ||M(r, F )||S = O(L(r)) = O

(

r
∫

r0

Φ′(ln t)

t
dt

)

= O(Φ(ln r)), r ↑ R,òîáòî ç à âèïëèâà¹ á. Åêâiâàëåíòíiñòü òâåðäæåíü á i â î÷åâèäíà. Ç á âèïëèâà¹,ùî ln M(r, fj) = O(Φ(ln r)), r ↑ R, òîáòî çà ëåìîþ 2 âñi fj ¹ îáìåæåíîãî l − M -iíäåêñó, òîáòî ìà¹ìî òâåðäæåííÿ ä. Çà öi¹þ ëåìîþ ç îáìåæåíîñòi l − M -iíäåêñó�óíêöi¨ fj âèïëèâà¹ îáìåæåíiñòü l∗ − M -iíäåêñó öi¹¨ �óíêöi¨ ç l∗(r) = l(r)/
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