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ut −∆u+ g(x, t)|u|q(x,t)−2

u = f(x, t)â öèëiíäðè÷íié îáëàñòi. Çà óìîâè 1 < q0 ≤ q(x, t) ≤ q0 < 2 äîâåäåíîiñíóâàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó öi¹¨ çàäà÷i.Êëþ÷îâi ñëîâà: íåëiíiéíå ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ, ìiøàíà çàäà÷à, çìií-íèé ïîêàçíèê íåëiíiéíîñòi, óçàãàëüíåíi ïðîñòîðè Ëåáåãà i Ñîáîë¹âà, ñëàá-êèé ðîçâ'ÿçîê, �óíêöiÿ �ðiíà.1. Âñòóï. Íåõàé T > 0, n ∈ N � �iêñîâàíi ÷èñëà, Ω ⊂ R
n � îáìåæåíà îáëàñòü çãëàäêîþ ìåæåþ ∂Ω, Q0,T = Ω× (0, T ]. �îçãëÿíåìî çàäà÷ó

ut −∆u + g(x, t)|u|q(x,t)−2u = f(x, t), (x, t) ∈ Q0,T , (1)

u|∂Ω×[0,T ] = 0, (2)

u|t=0 = u0(x), (3)äå ∆u = ux1x1 + ux2x2 + . . .+ ux1x1 � îïåðàòîð Ëàïëàñà, �óíêöi¨ g, q, f, u0 çàäîâîëü-íÿþòü òàêi óìîâè:(G): g ∈ L∞(Q0,T );(Q): q ∈ L∞(Q0,T ), 1 < q0 ≤ q(x, t) ≤ q0 < +∞, äå q0 ≡ ess inf
(x,t)∈Q0,T

q(x, t),
q0 ≡ ess sup

(x,t)∈Q0,T

q(x, t);(UF): u0 ∈ Lp(Ω), f ∈ Lp(Q0,T ), äå p > 1.Ìåòà íàøî¨ ïðàöi � äîâåñòè iñíóâàííÿ ñëàáêîãî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)-(3) ïðè ìiíiìàëüíèõ îáìåæåííÿõ íà ãëàäêiñòü ïîêàçíèêà íåëiíiéíîñòi � �óíêöi¨ q.© Áóãðié Î., 2011
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ut −

n∑

i=1

(ai(x, t)|uxi
|q(x,t)−2uxi

)xi
= f(x, t), (x, t) ∈ Q0,T , (4)òî ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i (4), (2), (3) äîâåäåíà â [1℄. Çîêðåìà, â òåîðåìi 1 [1, . 26℄äîâåäåíî òàêå: ÿêùî q çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (Q),

|q(x, t)− q(x, t′)| ≤
A

ln 1
|t−t′|

∀ t, t′ ∈ [0, T ], |t− t′| ≤
1

2
, (5)i óìîâó (äèâ. äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 [1, p. 41℄) q0 < q0

n+2
n , òî iñíó¹ ¹äèíèé W -ðîçâ'ÿ-çîê òà iñíó¹ ¹äèíèé H-ðîçâ'ÿçîê (äèâ. [1℄), êðiì òîãî, âîíè îáèäâà íàëåæàòü äî

C([0, T ];L2(Ω)). Â òåîðåìi 2 [1, p. 26℄ äîâåäåíî òàêå: ÿêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (Q),
|q(x, t) − q(y, τ)| ≤

A

ln 1
|x−y|+|t−τ |

∀ (x, t), (y, τ) ∈ Q0,T , |x− y|+ |t− τ | ≤
1

2
, (6)òî W -ðîçâ'ÿçîê çáiãà¹òüñÿ ç H-ðîçâ'ÿçêîì.Êîëè ïîêàçíèê íåëiíiéíîñòi q íå çàëåæèòü âiä t, òàêèõ æîðñòêèõ óìîâ íà ãëàä-êiñòü �óíêöi¨ q íàêëàäàòè íå òðåáà (äèâ., çîêðåìà, çàóâàæåííÿ 6.5 [2, ñ. 122℄). Óâèïàäêó, êîëè q = q(x) çàäîâîëüíÿ¹ ëèøå óìîâó (Q) òà îäíó ç äâîõ óìîâ:

q ∈ C(Ω), (7)àáî iñíóþòü ñòàëi sj , s∗j i âiäêðèòi ìíîæèíè Ωj ⊂ Ω, j = 1,m, ÿêi ñêëàäàþòüñÿ çiñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi êîìïîíåíò ç ëiïøèöåâîþ ãðàíèöåþ òàêi, ùî



mes(Ω \
⋃

1≤j≤m

Ωj

)
= 0,

1=s1 < s2 < s∗1 < s3 < s∗2 <. . .< sm−1 < s∗m−2 < n < sm < s∗m−1 < s∗m=+∞,

sj ≤ q(x) ≤ s∗j ìàéæå äëÿ âñiõ x ∈ Ωj, j = 1,m,

s∗k < R(sk), k = 1,m− 1, äå R(r) =

{
nr
n−r , 1 ≤ r < n,

+∞, n ≤ q.

(8)òî Êîâà÷iê O. â [3℄ äîâiâ ìåòîäîì �îòå òåîðåìó iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ìiøàíî¨ çàäà÷iäëÿ çàãàëüíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ âèùîãî ïîðÿäêó, ÿêå ó ìîäåëüíîìó âèïàäêóâèãëÿäà¹ ÿê (4) ç �óíêöiÿìè a1, . . . , an, ÿêi íå çàëåæàòü âiä t. Íàãîëîñèìî, ùî óìîâà(6) ó öüîìó ðàçi íå âèíèêà¹.Çðîçóìiëî, ùî
(6)

=⇒

6⇐=
(7)

=⇒

6⇐=
(8).Ïåâíèì àíàëîãîì óìîâè (8) ¹ òàêà óìîâà:

q0 < R(q0), (9)äå q0, q
0 âçÿòi ç (Q), à �óíêöiÿ R � ç (8).Â [4℄ äëÿ q = q(x) çà óìîâ (Q), (7) àáî (Q), (8) äîâåäåíî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêóçàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿ ðiâíÿííÿ (4) ç a1 ≡ 1, . . . , an ≡ 1, q0 > 2, òàâiäïîâiäíîãî ðiâíÿííÿ âèùîãî ïîðÿäêó. Âèïàäîê çàäà÷i áåç ïî÷àòêîâèõ óìîâ äëÿçàëåæíèõ âiä t êîå�iöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ (4) òà éîãî óçàãàëüíåíü äîñëiäæåíî â [5℄.



Ï�Î IÑÍÓÂÀÍÍß ÑËÀÁÊÎ�Î �ÎÇÂ'ßÇÊÓ ÌIØÀÍÎ� ÇÀÄÀ×I ...ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2011. Âèïóñê 75 81Â [6℄ çà óìîâ (Q), (7) àáî (Q), (8) äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêóìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ñèñòåìè ðiâíÿíü, ÿêà ó ìîäåëüíîìó âèïàäêó ìà¹ âèãëÿä (4) ç
q = q(x), äå

a1, . . . , an ∈ C([0, T ];L∞(Ω)), q0 < 2,à òàêîæ âèãëÿä (1) ç q = q(x), äå
g ∈ C([0, T ];L∞(Ω)), q0 < 2.Öåé ðîçâ'ÿçîê, çîêðåìà, íàëåæèòü äî C([0, T ];L2(Ω)). Àíàëîãi÷íèé ðåçóëüòàò äëÿðiçíèõ ïàðàáîëi÷íèõ âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé, ùî óçàãàëüíþþòü ðiâíÿííÿ (1) òà (4),îòðèìàíî â [7℄, [8℄, [9℄.Ó ïiäðîçäiëi 3 ïîêàæåìî iñíóâàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)-(3) çà íåçíà÷-íèõ îáìåæåíü íà ãëàäêiñòü ïîêàçíèêà íåëiíiéíîñòi q = q(x, t), à ñàìå ëèøå çà óìîâè(Q) òà q0 ≤ 2. Äåÿêi äîïîìiæíi �àêòè, ÿêi âèêîðèñòàíî â ïiäðîçäiëi 3, ìiñòèòüäðóãèé ïiäðîçäië.2. Äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè. Íåõàé X,Y � íîðìîâàíi ïðîñòîðè, A : X → Y .Ëiíiéíèé ÷è íåëiíiéíèé îïåðàòîð A íàçèâà¹òüñÿ öiëêîì íåïåðåðâíèì (äèâ. [10,. 229℄), ÿêùî âií íåïåðåðâíèé i ïåðåâîäèòü êîæíó îáìåæåíó ìíîæèíó ç X âïåðåäêîìïàêòíó (äèâ. [10, . 154℄) ìíîæèíó ç Y .Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ ëiíiéíîãî îïåðàòîðà ïîíÿòòÿ îáìåæåíîñòi òà íåïåðåðâíîñòi¹ åêâiâàëåíòíèìè, àëå iñíóþòü íåëiíiéíi îáìåæåíi îïåðàòîðè, ùî íå ¹ íåïåðåðâíèìè,òà iñíóþòü íåïåðåðâíi îïåðàòîðè, ÿêi íå ¹ îáìåæåíèìè (äèâ. çàäà÷ó 4.4 [10, . 149℄).Çàóâàæåííÿ 1. Ëåãêî äîâåñòè, ùî êîæåí (ëiíiéíèé ÷è íåëiíiéíèé) öiëêîì íåïåðåðâ-íèé îïåðàòîð ¹ îáìåæåíèì. Òàêîæ çðîçóìiëî òàêå: ÿêùî A,B : X → Y � öiëêîìíåïåðåðâíi îïåðàòîðè, α, β ∈ R, òî îïåðàòîð αA+ βB òåæ ¹ öiëêîì íåïåðåðâíèì.Ëåìà 1. Íåõàé X,Y, Z � áàíàõîâi ïðîñòîðè, A : Y → Z, B : X → Y , âçàãàëi êàæó-÷è, íåëiíiéíi îïåðàòîðè. ßêùî A � öiëêîì íåïåðåðâíèé, B � íåïåðåðâíèé îáìåæå-íèé, òî êîìïîçèöiÿ îïåðàòîðiâ A ◦B : X → Z ¹ öiëêîì íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì.Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè A ¹ öiëêîì íåïåðåðâíèì, òî îïåðàòîð A � íåïåðåðâíèé. Îñêiëü-êè B � íåïåðåðâíèé, òî A ◦B � íåïåðåðâíèé ÿê êîìïîçèöiÿ íåïåðåðâíèõ.Íåõàé D � îáìåæåíà ìíîæèíà â X . Òîäi B(D) ¹ îáìåæåíîþ ìíîæèíîþ â Y ,áî îïåðàòîð B � îáìåæåíèé. Òîìó A(B(D)) ¹ ïåðåäêîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ â Z, áîîïåðàòîð A � öiëêîì íåïåðåðâíèé. Îòæå, A ◦B � öiëêîì íåïåðåðâíèé. �Òåïåð íàâåäåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ.Çðîçóìiëî, ùî òîòîæíî ñòàëèé îïåðàòîð, òîáòî îïåðàòîð C : X → X òàêèé, ùî
∃ y ∈ X ∀ x ∈ X : Cx = y, (10)¹ íåëiíiéíèì (ïðè y 6= 0) öiëêîì íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì.Íåõàé Lp(Q) � ñòàíäàðòíèé ïðîñòið Ëåáåãà ([10, . 66℄), äå Q ⊂ R

m.Òåîðåìà 1. (Òåîðåìà 7.2.7. [10, . 203℄). Íåõàé Q � îáìåæåíà ÷è íåîáìåæåíà âè-ìiðíà çà Ëåáåãîì ïiäìíîæèíà R
m, 1 < p < ∞, 1

p +
1
p′

= 1, K : Q×Q → R � âèìiðíà�óíêöiÿ, J � ëiíiéíèé iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð âèãëÿäó
(J u)(y) =

∫

Q

K(y, z)u(z) dz, y ∈ Q; (11)
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|||K|||p ≡

{∫

Q

(∫

Q

|K(y, z)|p
′

dz
) p

p′

dy
} 1

p
. (12)ßêùî |||K|||p < +∞, òî îïåðàòîð J äi¹ ç ïðîñòîðó Lp(Q) â Lp(Q) òà ¹ öiëêîìíåïåðåðâíèì.Çðîçóìiëî, ùî óìîâà (12) îçíà÷à¹ òàêå: K ∈ Lp(Q;Lp′

(Q)).Çàóâàæåííÿ 2. Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü �åëüäåðà, îäåðæèìî
||J u;Lp(Q0,T )||

p =

∫

Q

∣∣∣
∫

Q

K(y, z)u(z) dz
∣∣∣
p

dy ≤

≤

∫

Q

∣∣∣
(∫

Q

|K(y, z)|p
′

dz
) 1

p′

(∫

Q

|u(z)|p dz
)1

p
∣∣∣
p

dy = |||K|||pp · ||u;L
p(Q0,T )||

p.Òîìó ó ðàçi âèêîíàííÿ óìîâ i ïîçíà÷åíü òåîðåìè 1 îòðèìà¹ìî îöiíêó
||J u;Lp(Q0,T )|| ≤ |||K|||p · ||u;L

p(Q0,T )||. (13)Ìè êîðèñòóâàòèìåìîñÿ òàêèì òâåðäæåííÿì, ÿêå âïåðøå îòðèìàëè â [11℄.Òåîðåìà 2. (Òåîðåìà Øàóäåðà ïðî íåðóõîìó òî÷êó [10, . 229℄). Íåõàé X � áàíàõiâïðîñòið, A : X → X � öiëêîì íåïåðåðâíèé îïåðàòîð, M ⊂ X � íåïîðîæíÿ çàìêíåíàîáìåæåíà îïóêëà ìíîæèíà. ßêùî A : M → M , òî âiäîáðàæåííÿ A ìà¹ íåðóõîìiòî÷êè.Òåïåð íàãàäà¹ìî äåÿêi �àêòè ç òåîði¨ ðiâíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõiäíèìè. �îçãëÿ-íåìî ðiâíÿííÿ
ut −∆u = h(x, t), (x, t) ∈ Q0,T . (14)Îçíà÷åííÿ 1. ([12, . 1118℄). Ôóíêöiÿ G = G(x, t, ξ, s), x, ξ ∈ Ω, t > s ≥ 0, íà-çèâà¹òüñÿ �óíêöi¹þ �ðiíà ïåðøî¨ ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ (14),ÿêùî äëÿ âñiõ (y, s) ∈ Q0,T âîíà çàäîâîëüíÿ¹ îäíîðiäíå ðiâíÿííÿ (14) òà êðàéîâóóìîâó (2) çà çìiííèìè x ∈ Ω, t > s ≥ 0, i äëÿ êîæíî¨ �óíêöi¨ ϕ ∈ C(Ω) âèêîíó¹òüñÿðiâíiñòü
lim

t→s+0

∫

Ω

G(x, t, ξ, s)ϕ(ξ) dξ = ϕ(x).ßêùî �óíêöi¨ u0, h äîñèòü ãëàäêi, òî âiäîìî òàêå: çàäà÷à (14), (2), (3) ìà¹¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé ìà¹ âèãëÿä (äèâ. [12, . 1118℄)
u(x, t) =

∫

Ω

G(x, t, ξ, 0)ϕ(ξ) dξ +

t∫

0

∫

Ω

G(x, t, ξ, s)h(ξ, s) dξds, (x, t) ∈ Q0,T . (15)Êðiì òîãî, �óíêöiÿ �ðiíà çàäîâîëüíÿ¹ (äèâ. [13, ñ. 314, 316℄) îöiíêó
0 ≤ G(x, t, ξ, s) ≤ M1 (t− s)−

n
2 e

−M2
|x−ξ|2

t−s . (16)Âëàñòèâîñòi �óíêöié �ðiíà çàãàëüíèõ ïàðàáîëi÷íèõ çàäà÷ äîñëiäæóâàëè, çîêðåìà,â [14℄, [15℄, [16℄. ßêùî �óíêöi¨ u0, h íå ìàþòü äîñòàòíüî¨ ãëàäêîñòi, òî ðiâíiñòü (15)



Ï�Î IÑÍÓÂÀÍÍß ÑËÀÁÊÎ�Î �ÎÇÂ'ßÇÊÓ ÌIØÀÍÎ� ÇÀÄÀ×I ...ISSN 2078-3744. Âiñíèê Ëüâiâ. óí-òó. Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2011. Âèïóñê 75 83ìîæíà âçÿòè çà îçíà÷åííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (14), (2), (3) (äèâ., íàïðèêëàä,[17℄, [18℄).Âèêîðèñòà¹ìî öi �àêòè äëÿ îäåðæàííÿ äîäàòêîâî¨ ií�îðìàöi¨ ïðî âëàñòèâîñòi�óíêöi¨ G. Íàâåäåíi äàëi ëåìè, ìàáóòü, íå ¹ íîâèì ðåçóëüòàòîì. Àâòîðîâi ñòàòòi öiòâåðäæåííÿ íå âäàëîñÿ çíàéòè ó äîñòóïíié ëiòåðàòóði.Ëåìà 2. Íåõàé r ∈ [1,+∞) � �iêñîâàíå ÷èñëî, G � âèìiðíà �óíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà (16),
Jr(x, t, s) =

∫

Ω

|G(x, t, ξ, s)|r dξ, Ĵr(ξ, t, s) =

∫

Ω

|G(x, t, ξ, s)|r dx, (17)

x, ξ ∈ Ω, 0 ≤ s < t. Òîäi iñíó¹ òàêà ñòàëà C(r) > 0, ùî
0 ≤ Jr(x, t, s) ≤

C(r)

(t− s)
n
2 (r−1)

, 0 ≤ Ĵr(ξ, t, s) ≤
C(r)

(t− s)
n
2 (r−1)

. (18)Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è îöiíêó (16) òà çáiëüøèâøè îáëàñòü iíòåãðóâàííÿ ç Ωäî R
n, îäåðæèìî

0 ≤ Jr ≤
M r

1

(t− s)r
n
2

∫

Rn

e
−M2r

|x−ξ|2

t−s dξ.Çðîáèâøè çàìiíó çìiííèõ ξ  η, äå ξ = x+
√

t−s
M2r

η, dξ = (
√

t−s
M2r

)n dη, îäåðæèìî
Jr ≤

M r
1

(t− s)r
n
2

∫

Rn

(t− s)
n
2

(M2r)
n
2

e−|η|2 dη =
C(r)

(t− s)
n
2 (r−1)

,äå C(r) = M r
1 (

π
M2r

)
n
2 . Äðóãó îöiíêó ç (18) ç òi¹þ ñàìîþ ñòàëîþ C(r) îòðèìó¹ìîàíàëîãi÷íî. Ëåìó äîâåäåíî. �Çàóâàæåííÿ 3. Íåõàé p, p′ ∈ (1,+∞) � òàêi ÷èñëà, ùî 1

p + 1
p′

= 1. Òîäi
p′ < 1 +

2

n
⇔

p

p− 1
<

n+ 2

n
⇔ pn < pn− n+ 2p− 2 ⇔ p > 1 +

n

2
. (19)Ëåìà 3. Íåõàé G � âèìiðíà �óíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà (16), J � ëiíié-íèé iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð, âèçíà÷åíèé �îðìóëîþ

(J z)(x, t) =

t∫

0

∫

Ω

G(x, t, ξ, s)z(ξ, s) dξds, (x, t) ∈ Q0,T . (20)ßêùî p > 1+ n
2 , òî îïåðàòîð J : Lp(Q0,T ) → Lp(Q0,T ) ¹ öiëêîì íåïåðåðâíèì (òîìóîáìåæåíèì i íåïåðåðâíèì îïåðàòîðîì).Äîâåäåííÿ. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ ëåìè, p, p′ � ÷èñëà ç çàóâàæåííÿ 3. Âðà-õîâóþ÷è ïîçíà÷åííÿ òåîðåìè 1 òà ëåìè 2 ç r = p′, îòðèìà¹ìî

|||G|||pp ≡

∫

Q0,T

( ∫

Q0,t

|G(x, t, ξ, s)|p
′

dξds
) p

p′

dxdt =

T∫

0

dt

∫

Ω

( t∫

0

Jp′(x, t, s) ds
) p

p′

dx.
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t∫

0

ds

(t− s)β
=

[
−
(t− s)1−β

1− β

]∣∣∣∣
s=t

s=0

=
t1−β

1− β
. (21)Òîìó ç îöiíîê (18) îäåðæèìî

|||G|||pp≤

T∫

0

dt

∫

Ω

( t∫

0

C(r)

(t− s)
n
2 (p′−1)

ds
) p

p′

dx=

T∫

0

dt

∫

Ω

(
C(r)

t1−
n
2 (p′−1)

1− n
2 (p′ − 1)

) p
p′

dx= C1,äå C1 > 0 � ñòàëà, áî îñòàííié iíòåãðàë íå ìà¹ îñîáëèâîñòåé òà âèêîíó¹òüñÿ (äèâ.(19) i óìîâè ëåìè) óìîâà n
2 (p′ − 1) < 1. Îòîæ, òâåðäæåííÿ íàøî¨ ëåìè âèïëèâà¹ çòåîðåìè 1 äëÿ �óíêöi¨ K ñïåöiàëüíîãî âèãëÿäó. �Íàñëiäîê 1. ßêùî p > 1 + n

2 , òî ç íåðiâíîñòi (13) òà äîâåäåííÿ ëåìè 3 âèïëèâà¹iñíóâàííÿ òàêî¨ ñòàëî¨ Mp > 0, ùî äëÿ âñiõ z ∈ Lp(Q0,T ) âèêîíó¹òüñÿ îöiíêà
||J z;Lp(Q0,T )|| ≤ Mp||z;L

p(Q0,T )||. (22)Òåïåð íàãàäà¹ìî äåêiëüêà îöiíîê.Çàóâàæåííÿ 4. ßêùî q ∈ (1, 2], òî äëÿ âñiõ r, s ∈ R âèêîíóþòüñÿ îöiíêè
0 ≤ (|r|q−2r − |s|q−2s)(r − s) ≤ 22−q|r − s|q, (23)

| |r|q−2r − |s|q−2s | ≤ 22−q|r − s|q−1. (24)Ïðè ðîçãëÿäi ðiâíÿíü çi çìiííèìè ïîêàçíèêàìè íåëiíiéíîñòi âèíèêà¹ ïîòðå-áà ïðàöþâàòè ç óçàãàëüíåíèìè ïðîñòîðàìè Ëåáåãà, ÿêi âïåðøå ââåäåíî ó [19℄(äåÿêi âëàñòèâîñòi öèõ ïðîñòîðiâ âèâ÷åíî ó [20℄, [21℄, [22℄, [23℄). Ìè âèêîðèñ-òîâóâàòèìåìî òåõíiêó îòðèìàííÿ äåÿêèõ îöiíîê ó öèõ ïðîñòîðàõ. Òîìó íàãà-äà¹ìî, ùî óçàãàëüíåíèì ïðîñòîðîì Ëåáåãà Lq(x,t)(Q0,T ) íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíàâèìiðíèõ çà Ëåáåãîì �óíêöié v : Q0,T → R
1, äëÿ ÿêèõ ρq(v,Q0,T ) < +∞, äå

ρq(v,Q0,T ) =
∫
Q0,T

|v(x, t)|q(x,t) dxdt. Çà âèêîíàííÿ óìîâè (Q) öåé ïðîñòið ¹ ([20,. 599, 600℄) ðå�ëåêñèâíèì áàíàõîâèì ïðîñòîðîì ñòîñîâíî íîðìè Ëþêñåìáóðãà
||v;Lq(x,t)(Q0,T )|| = inf{λ > 0 : ρq(v/λ,Q0,T ) ≤ 1}.Êðiì òîãî, âèêîíóþòüñÿ íåïåðåðâíi âêëàäåííÿ Lq(x,t)(Q0,T ) 	 Lr(x,t)(Q0,T ), ÿêùî

q(x, t) ≥ r(x, t) (äèâ. [20, . 599-600℄).Çàóâàæåííÿ 5. (Ëåìà 1 [22, . 168℄, çàóâàæåííÿ 3.1 [9, . 453℄). Íåõàé �óíêöiÿ qçàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (Q),
Sq(s) =

{
sq0 , s ∈ [0, 1],

sq
0

, s > 1,
S1/q(s) =

{
s1/q

0

, s ∈ [0, 1],
s1/q0 , s > 1,äå ñòàëi q0, q0 âçÿòi ç (Q). Òîäi:1) ||v;Lq(x,t)(Q0,T )|| ≤ S1/q(ρq(v,Q0,T )) ïðè ρq(v,Q0,T ) < ∞;2) ρq(v,Q0,T ) ≤ Sq(||v;Lq(x,t)(Q0,T )||) ïðè ||v;Lq(x,t)(Q0,T )|| < ∞.
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u ∈ Lq(x,t)(Q0,T ) òà v ∈ Lq′(x,t)(Q0,T ), äå 1/q(x, t) + 1/q′(x, t) = 1,

∫

Q0,T

|uv| dxdt ≤ 2||u;Lq(x,t)(Q0,T )|| · ||v;L
q′(x,t)(Q0,T )||. (25)Äàëi äîâåäåìî äåÿêi åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà Íåìèöüêîãî ñïåöiàëü-íîãî âèãëÿäó.Ëåìà 4. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (G), (Q) çi ñòàëîþ q0 < 2, N � îïåðàòîðÍåìèöüêîãî, âèçíà÷åíèé �îðìóëîþ

(N z)(x, t) = g(x, t)|z(x, t)|q(x,t)−2z(x, t), (x, t) ∈ Q0,T . (26)Òîäi äëÿ êîæíîãî ÷èñëà p ∈ [1,+∞) îïåðàòîð N : Lp(Q0,T ) → Lp(Q0,T ) ¹îáìåæåíèì i íåïåðåðâíèì. Êðiì òîãî, iñíó¹ ñòàëà Np > 0 òàêà, ùî äëÿ âñiõ
u, v ∈ Lp(Q0,T ) âèêîíóþòüñÿ îöiíêè

||Nu−Nv;Lp(Q0,T )|| ≤ Np

{
S1/h

(
||u− v;Lp(Q0,T )||

p
)}1/p

, (27)

||Nu;Lp(Q0,T )|| ≤ Np

{
S1/h

(
||u;Lp(Q0,T )||

p
)} 1

p
, (28)äå S1/h � íåïåðåðâíà ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à �óíêöiÿ ç çàóâàæåííÿ 5.Äîâåäåííÿ. Äîâåäåìî ñïåðøó îöiíêó (27). Âiçüìåìî äîâiëüíi �óíêöi¨ u, v ∈ Lp(Q0,T ).Ç íåðiâíîñòi (24) òà óìîâè (G) îòðèìà¹ìî

||Nu−Nv;Lp(Q0,T )||
p ≤ C2

∫

Q0,T

∣∣∣ |u(x, t)|q(x,t)−2u(x, t)−|v(x, t)|q(x,t)−2v(x, t)
∣∣∣
p

dxdt ≤

≤ C2

∫

Q0,T

2p(2−q(x,t))|u(x, t)− v(x, t)|(q(x,t)−1)p dxdt ≤

≤ C22
p(2−q0)

∫

Q0,T

|u(x, t)− v(x, t)|p(q(x,t)−1) dxdt.Òîäi ç óçàãàëüíåíî¨ íåðiâíîñòi �åëüäåðà (25) äëÿ �óíêöi¨ h(x, t) = 1
q(x,t)−1 çàìiñòü

q(x, t) (h > 1 ïðè q < 2) îòðèìà¹ìî
||Nu −Nv;Lp(Q0,T )||

p ≤ C22
p(2−q0)2||1;Lh′(x,t)(Q0,T )|| ×

× || |u− v|p(q(x,t)−1);Lh(x,t)(Q0,T )|| = C3|| |u− v|p(q(x,t)−1);Lh(x,t)(Q0,T )||, (29)äå �óíêöiÿ h′ òàêà, ùî 1
h(x,t) +

1
h′(x,t) = 1 ìàéæå ñêðiçü â Q0,T , ñòàëà C3 íå çàëåæèòüâiä u, v. Òåïåð ñêîðèñòà¹ìîñÿ îöiíêàìè ç çàóâàæåííÿ 5

|| |u− v|p(q(x,t)−1);Lh(x,t)(Q0,T )|| ≤ S1/h(ρh(|u− v|p(q(x,t)−1), Q0,T )) =

= S1/h

( ∫

Q0,T

[
|u− v|

p

h(x,t)

]h(x,t)
dxdt

)
= S1/h

( ∫

Q0,T

|u− v|p dxdt
)
=
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= S1/h

(
||u− v;Lp(Q0,T )||

p
)
.Òîìó ç (29) îäåðæèìî (27).Ç (27) äëÿ v = 0 òà î÷åâèäíî¨ ðiâíîñòi N0 = 0 îäåðæèìî (28).Ç îöiíêè (28) âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð N äi¹ ç Lp(Q0,T ) â Lp(Q0,T ), çîêðåìà âií¹ îáìåæåíèì, áî S1/h � íåïåðåðâíà i ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à �óíêöiÿ.Ç îöiíêè (27) òà òîãî, ùî S1/h � íåïåðåðâíà i ìîíîòîííî çðîñòàþ÷à �óíêöiÿâèïëèâà¹ íåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðà Íåìèöüêîãî, ÿêùî um −→

m→∞
u â Lp(Q0,T ), òî

||Num −Nu;Lp(Q0,T )|| ≤ Np

{
S1/h

(
||um − u;Lp(Q0,T )||

p
)}1/p

−→
m→∞

0.Ëåìó äîâåäåíî. �3. Îñíîâíèé ðåçóëüòàò. Ïîâåðíåìîñÿ äî çàäà÷i (1)-(3). Ñïåðøó ïîäàìî îçíà-÷åííÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçêó.Îçíà÷åííÿ 2. Ñëàáêèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1)-(3) íàçèâàòèìåìî òàêó �óíêöiþ
u ∈ Lp(Q0,T ), ÿêà ìàéæå äëÿ âñiõ (x, t) ∈ Q0,T çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

u(x, t) =

∫

Ω

G(x, t, ξ, 0)u0(ξ) dξ +

t∫

0

∫

Ω

G(x, t, ξ, s)f(ξ, s) dξds−

−

t∫

0

∫

Ω

G(x, t, ξ, s)g(ξ, s)|u(ξ, s)|q(ξ,s)−2u(ξ, s) dξds, (30)äå G � �óíêöiÿ �ðiíà ïåðøî¨ ìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ ðiâíÿííÿ (14).Ñ�îðìóëþ¹ìî i äîâåäåìî òàêó òåîðåìó.Òåîðåìà 3. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (G), (Q) çi ñòàëîþ 1 < q0 < 2, (UF) çiñòàëîþ p ∈ (1 + n
2 ,+∞), òî çàäà÷à (1)-(3) ìà¹ ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê.Äîâåäåííÿ. Âèçíà÷èìî îïåðàòîðè K, N , J , A òàê: K � òîòîæíî ñòàëèé (äèâ. (10) )îïåðàòîð,

(Kz)(x, t) =

∫

Ω

G(x, t, ξ, 0)u0(ξ) dξ +

t∫

0

∫

Ω

G(x, t, ξ, s)f(ξ, s) dξds; (31)

N � íåëiíiéíèé îïåðàòîð Íåìèöüêîãî ç (26), J � ëiíiéíèé iíòåãðàëüíèé îïåðàòîð ç(20), A � êîìáiíàöiÿ îïåðàòîðiâ K, N , J , à ñàìå
A = K − J ◦ N . (32)Âðàõîâóþ÷è ââåäåíi ïîçíà÷åííÿ, ðiâíiñòü (30) íàáóäå âèãëÿäó

u = Au, (33)òîáòî äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ ñëàáêîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (1)-(3) çâåëîñÿ äî âiäøóêàííÿíåðóõîìî¨ òî÷êè îïåðàòîðà A. Äîâåäåìî âèêîíàííÿ óìîâ òåîðåìè Øàóäåðà.
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||Ku;Lp(Q0,T )|| ≤ L1||u0;L

p(Ω)||+ L2||f ;L
p(Q0,T )||, u ∈ Lp(Q0,T ), (34)äå L1,L2 > 0 � äåÿêi ñòàëi. ßê ìè çàçíà÷àëè, òîòîæíî ñòàëèé îïåðàòîð öiëêîìíåïåðåðâíèé.2) Ç ëåìè 4 âèïëèâà¹, ùî N : Lp(Q0,T ) → Lp(Q0,T ) � íåïåðåðâíèé i îáìåæåíèéîïåðàòîð. Êðiì òîãî, îäåðæàëè îöiíêè (27), (28).Ëåìà 3 i íàêëàäåíi íà p óìîâè äîâîäÿòü, ùî îïåðàòîð J : Lp(Q0,T ) → Lp(Q0,T )¹ öiëêîì íåïåðåðâíèì i îáìåæåíèì. Êðiì òîãî, îòðèìàëè îöiíêó (22).Ç ëåìè 1 òà îòðèìàíèõ âëàñòèâîñòåé îïåðàòîðiâ N , J îäåðæèìî, ùî J ◦ Nöiëêîì íåïåðåðâíèé, ÿê êîìïîçèöiÿ öiëêîì íåïåðåðâíîãî i íåïåðåðâíîãî òà îáìåæå-íîãî îïåðàòîðiâ (äèâ., òàêîæ, [24, ñ. 235-236℄). Îòæå, A öiëêîì íåïåðåðâíèé ÿê ñóìàöiëêîì íåïåðåðâíèõ îïåðàòîðiâ K i J ◦ N (äèâ. çàóâàæåííÿ 1).3) Çà�iêñó¹ìî äîâiëüíå ìàëå ε ∈ (0,min{ 1

2 , 2−q0}), äå q0 ∈ (1, 2) � ñòàëà ç óìîâè(Q). Òîäi ε < 1
2 , òîáòî 1− 2ε > 0. Êðiì òîãî, ε < 2− q0, òîìó 2− q0 − ε > 0.Íåõàé R > 0 � òàêå âåëèêå ÷èñëî, ùî

Rε ≥ max{||u0;L
p(Ω)||, ||f ;Lp(Q0,T )||, Mp, L1, L2, 1},

2

R1−2ε
+

Np

R2−q0−ε
≤ 1, (35)äå Mp � ñòàëà ç (22), L1,L2 � ñòàëi ç (34), Np � ñòàëà ç (28),

BR = {u ∈ Lp(Q0,T ) | ||u;Lp(Q0,T )|| ≤ R}.Äîâåäåìî, ùî A : BR → BR. Ïðèéìåìî u ∈ BR. Ç îöiíîê (22), (34), (28), ìîíîòîí-íîñòi �óíêöi¨ S1/h òà âèáîðó R i u îòðèìà¹ìî
||Au;Lp(Q0,T )||≤||(K−J ◦N )(u);Lp(Q0,T )||≤||Ku;Lp(Q0,T )||+||J (Nu);Lp(Q0,T )|| ≤

≤ ||Ku;Lp(Q0,T )||+ Mp||Nu;Lp(Q0,T )|| ≤ L1||u0;L
p(Ω)||+ L2||f ;L

p(Q0,T )||+

+ MpNp

{
S1/h

(
||u;Lp(Q0,T )||

p
)} 1

p
≤ 2R2ε +Rε

Np

{
S1/h

(
Rp

)} 1
p
.Îñêiëüêè R > 1, òî ç îçíà÷åííÿ �óíêöi¨ S1/h îäåðæèìî

S1/h

(
Rp

)
=

(
Rp

) 1ess infh(x,t)
=

(
Rp

) 1ess inf 1
q(x,t)−1 =

(
Rp

) 1
1

q0−1 = Rp(q0−1).Òîìó ç âèáîðó R îòðèìà¹ìî îöiíêó
||Au;Lp(Q0,T )|| ≤ 2R2ε + NpR

ε+q0−1 =
( 2

R1−2ε
+

Np

R2−q0−ε

)
R ≤ R.Îòæå, A : BR → BR. Â ïóíêòi 2 ìè íàãàäàëè, ùî öåé îïåðàòîð öiëêîì íåïåðåðâíèé.Òîìó A çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè òåîðåìè Øàóäåðà. Îòîæ, iñíó¹ u ∈ Lp(Q0,T ) � íåðóõîìàòî÷êà îïåðàòîðà A i ñëàáêèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1)-(3). �Çàóâàæåííÿ 6. Êîðèñòóþ÷èñü ìåòîäîì ìîíîòîííîñòi, çà óìîâè g(x, t) ≥ 0 ñòàí-äàðòíî îòðèìó¹ìî ¹äèíiñòü óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó u çàäà÷i (1)-(3) â êëàñi �óíêöié

L2(0, T ;H1
0(Ω))∩C([0, T ];L2(Ω)) (çàçíà÷èìî, ùî íàëåæíiñòü öüîìó ïðîñòîðó ðîçâ'ÿç-êó u ç òåîðåìè 1 ìè òóò íå ñòâåðäæó¹ìî).
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ut −∆u+ g(x, t)|u|q(x,t)−2
u = f(x, t)in ylinder domain is onsidered. If ondition 1 < q0 ≤ q(x, t) ≤ q0 < 2 issatis�ed, then the existene of the mild solution of this problem is proved.Key words: nonlinear paraboli equation,initial-boundary value problem,variable exponent of nonlinearity, generalized Lebesque and Sobolev spaes,mild solution, Green's funtion.
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ut −∆u+ g(x, t)|u|q(x,t)−2

u = f(x, t)â öèëèíäðè÷åñêîé îáëàñòè. Ïðè óñëîâèè 1 < q0 ≤ q(x, t) ≤ q0 < 2 äîêàçàíîñóùåñòâîâàíèå ñëàáîãî ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíîå ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå, ñìåøàíàÿ çà-äà÷à, ïåðåìåííûé ñòåïåíü íåëèíåéíîñòè, îáîáù¼ííûå ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãàè Ñîáîëåâà, ñëàáîå ðåøåíèå, �óíêöèÿ �ðèíà.


