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Ïî÷àòêîâèé ïðîöåñ ç íåçëi÷åííîþ êiëüêiñòþ òèïiâ µ(t) ïîðîäæó¹ çóïè-
íåíèé ãiëëÿñòèé ïðîöåñ ξ(t), ÿêùî ïðè ïîïàäàííi µ(t) â äåÿêó íåïîðîæ-
íþ ìíîæèíó S ïðîöåñ çóïèíÿ¹òüñÿ. Ðîçãëÿäà¹òüñÿ òâiðíèé ôóíêöiîíàë
íàâåäåíîãî âèùå ïðîöåñó.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ãiëëÿñòi ïðîöåñè, òâiðíèé ôóíêöiîíàë, ïåðåõiäíi éìî-
âiðíîñòi.

Ðîçãëÿäà¹ìî S-çóïèíåíèé ãiëëÿñòèé ïðîöåñ ç äîâiëüíîþ êiëüêiñòþ òèïiâ ÷àñ-
òèíîê. Ïðîöåñè ç äîâiëüíîþ êiëüêiñòþ òèïiâ ÷àñòèíîê ùå íàçèâàþòü çàãàëüíèìè
ãiëëÿñòèìè ïðîöåñàìè. Âèêîðèñòàíî ðåçóëüòàòè ïîäàíi â [3], [4], [6]. Ðîçãëÿíåìî ôà-
çîâèé ïðîñòið òèïiâ ÷àñòèíîê (X,A) ç A � σ-àëãåáðîþ Áîðåëiâñüêèõ ìíîæèí íà
X, ÿêà ìiñòèòü âñi îäíîòî÷êîâi ìíîæèíè. ×åðåç Ω ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ íå íå-
ãàòèâíèõ ìið α íà X , ÿêi ñêîíöåíòðîâàíi íà ñêií÷åííèõ ïiäìíîæèíàõ ç A i íàáó-
âàþòü iíòåãðàëüíèõ çíà÷åíü. Êîæíèé åëåìåíò α ∈ Ω ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè ÿê
ïîäâiéíèé âåêòîð (x1, n1; . . . ;xk, nk), äå {x1, . . . , xk} � òà ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà A,
íà ÿêié α ¹ ñêîíöåíòðîâàíèì. Öå ïðèïóùåííÿ îçíà÷à¹, ùî â îêðåìî âèáðàíèé ìî-
ìåíò ÷àñó, òiëüêè ñêií÷åííà êiëüêiñòü òèïiâ ÷àñòèíîê íàÿâíà. Çðîçóìiëî, ùî ni ¹
íåâiä'¹ìíèì öiëèì, i âiäïîâiäà¹ çà êiëüêiñòü ÷àñòèíîê êîíêðåòíîãî òèïó. Ïîçíà÷èìî
÷åðåç Y σ-àëãåáðó Êîëìîãîðîâà íà Ω, ÿêà ¹ íàéìåíøîþ σ-àëãåáðîþ, ùî ìiñòèòü âñi
öèëiíäðè÷íi ìíîæèíè {α ∈ Ω : α({x}) = n}. Íà öüîìó ïðîñòîði ðîçãëÿäàþòü íå-
îáðèâíèé ìàðêîâñüêèé ïðîöåñ ç ïåðåõiäíîþ éìîâiðíiñòþ P (t1, x, t2, A), äå t1, t2 ∈ R
� ÷àñ, x ∈ X, A ∈ Y. Ðîçãëÿäàþ÷è êîæíó òðà¹êòîðiþ öüîãî ïðîöåñó ÿê åâîëþöiþ
áëóêàííÿ ÷àñòèíêè, P (t1, x, t2, A) iíòåðïðåòóþòü, ÿê éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ÷àñòèíêà,
ÿêà ïî÷àëà áëóêàííÿ ç îäíi¹¨ òî÷êè òèïó x ∈ X, çà ÷àñ t ïîòðàïëÿ¹ â ìíîæèíó
A ∈ Y. Êîæíà ç ÷àñòèíîê òèïó x ìà¹ âèïàäêîâèé ÷àñ æèòòÿ τ . Â êiíöi ñâîãî æèòòÿ
êîæíà ÷àñòèíêà òèïó x ìèòò¹âî ïîðîäæó¹ äåÿêó âèïàäêîâó êiëüêiñòü íîâèõ ÷àñòè-
íîê, ïî÷àòêîâi ïîëîæåííÿ, ÿêèõ ðîçïîäiëåíi âèïàäêîâî íà ïðîñòîði Ω. Êiëüêiñòü i
ïîëîæåííÿ ÷àñòèíîê-íàùàäêiâ çàëåæàòü òiëüêè âiä ïîëîæåííÿ ÷àñòèíêè-ïðåäêà â
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ìîìåíò ïåðåòâîðåííÿ. Äàëi êîæíà íîâà ÷àñòèíêà åâîëþöiîíó¹ íåçàëåæíî âiä iíøèõ
àíàëîãi÷íî. Ïîäiáíîãî òèïó ïðîöåñè ðîçãëÿäàëè ó [1], [2] òà [5].

Íåõàé µxt0t(A) òàêà âèïàäêîâà ìiðà, ÿêà äëÿ êîæíîãî A ∈ Y äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi
÷àñòèíîê â ìîìåíò ÷àñó t, ùî ïîòðàïëÿþòü â ìíîæèíó A, çà óìîâè, ùî â ïî÷àòêîâèé
ìîìåíò ÷àñó t0 áóëà òiëüêè îäíà ÷àñòèíêà â òî÷öi x ∈ X. ×åðåç µt0t(A) âèçíà÷èìî
âèïàäêîâó ìiðó, ÿêà äîðiâíþ¹ êiëüêîñòi ÷àñòèíîê ó ìîìåíò ÷àñó t, òèïè ÿêèõ ¹ ç
ìíîæèíè A, íåçâàæàþ÷è íà òå, ñêiëüêè i ÿêèõ ÷àñòèíîê áóëî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò
÷àñó t0.

Íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî ïðîñòið X ñêëàäà¹òüñÿ ç íåçëi÷åííî¨ êiëüêîñòi åëå-
ìåíòiâ X = R+, òîáòî ïðèïóñêà¹ìî, ùî ìíîæèíà òèïiâ ÷àñòèíîê ¹ íåçëi÷åííîþ àáî,
ùî êîæíîìó òèïó ñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü íåâiä'¹ìíå äiéñíå ÷èñëî, i íàâïàêè. Öå ¹
÷àñòêîâèì âèïàäêîì çàãàëüíèõ ãiëëÿñòèõ ïðîöåñiâ.

Çàóâàæèìî, ùî êiëüêiñòü âñiõ ÷àñòèíîê ó ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ïîâèííà áóòè ñêií-
÷åííîþ, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî ëèøå ñêií÷åííié êiëüêîñòi òèïiâ âiäïîâiäà¹ íåíóëüîâà
êiëüêiñòü ÷àñòèíîê. Õî÷à ñóìàðíà êiëüêiñòü ìîæå áóòè ÿê çàâãîäíî âåëèêîþ.

Íà îñíîâi ìiðè µxt0t(A) ââîäèòüñÿ áàãàòîâèìiðíà ìiðà µxt0t(A)

µα(x)t0t(A) =

∫
ϕ(x)

µxt0t(A) dx,

äå α ∈ Ω, x ⊂ X ¹ ìíîæèíîþ òèïiâ ÷àñòèíîê, ùî ¹ àðãóìåíòîì ôóíêöi¨ α. Iíøèìè
ñëîâàìè, ÿêùî â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò t0 ìè ìàëè íàáið ÷àñòèíîê α(x) = (αx1 , . . . ,
αxk

)′, αj ∈ N òèïè ÿêèõ ïåðåáóâàëè â ìíîæèíi x, òî çà ÷àñ t îòðèìàëè íàáið òî-
÷îê, ÿêi íàëåæàòü ìíîæèíi A. Âèùå ââåäåíà ìiðà ïîâåðòà¹ êiëüêiñòü íàùàäêiâ äëÿ
êîæíîãî òèïó ç ìíîæèíè x.

Ìàþ÷è ïåðåõiäíi éìîâiðíîñòi P (t1, x, t2, A), ââåäåìî éìîâiðíiñòü P̂ (t1, α1, t2, α2),
α1, α2 ∈ Ω, äå P̂ � éìîâiðíiñòü òàêà: ÿêùî â ìîìåíò ÷àñó t1 ¹ íàáið α1, òî äî ÷àñó
t2 îòðèìó¹òüñÿ ìíîæèíà α2. Äëÿ ïðîñòîòè ïîçíà÷åíü çàçíà÷èìî µ·(t0, t) = µ·t0t(X).
Î÷åâèäíî, ùî

P̂ (t1, α1, t2, α2) = P{µα1
(t1, t2) = α2}.

Çàôiêñó¹ìî ñêií÷åííó ïiäìíîæèíó S ∈ Ω, 0 /∈ S, ÿê óçàãàëüíåííÿ âîíà ìîæå ìàòè
ìiðó Ëåáåãà íóëü. Çóïèíåíèì, àáî S-çóïèíåíèì ãiëëÿñòèì ïðîöåñîì íàçèâà¹òüñÿ
ïðîöåñ ξαt(X), âèçíà÷åíèé äëÿ t ∈ R+ òà α ∈ Ω ðiâíîñòÿìè

ξx(t0, t) = ξαt0t(X) =

 µx(t0, t), ÿêùî ∀ v, 0 6 v < t, µx(t0, v) /∈ S;
µx(t0, u), ÿêùî ∀ v, 0 6 v < u, µx(t0, v) /∈ S,

µx(t0, u) ∈ S, u < t.

Îòîæ, äëÿ S-çóïèíåíîãî ãiëëÿñòîãî ïðîöåñó ξx(t), òî÷êè ìíîæèíè S ¹ äîäàòêîâèìè
ñòàíàìè ïîãëèíàííÿ ïîðiâíÿíî ç ïî÷àòêîâèì ïðîöåñîì µx(t), ÿêèé ìàâ òiëüêè îäíó
òî÷êó ïîãëèíàííÿ {0}. Òîìó íà âiäìiíó âiä ïðîöåñó µx(t), â S-çóïèíåíîìó ãiëëÿñ-
òîìó ïðîöåñi ξx(t) îêðåìi ÷àñòèíêè â t-ìó ïîêîëiííi íåçàëåæíî ðîçìíîæóþòüñÿ çà
éìîâiðíiñíèì çàêîíîì, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ ÷åðåç P (·), òiëüêè â òîìó âèïàäêó, êîëè
ξx(t) /∈ S. ßê òiëüêè âèïàäêîâèé âåêòîð ξx(t) ïîòðàïèòü ó ìíîæèíó S, åâîëþöiÿ
ïðîöåñó ïðèïèíÿ¹òüñÿ.

Âèçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ îáìåæåíèõ A-âèìiðíèõ ôóíêöié íà X ÿê F , ìíîæèíè
äîäàòíèõ òà âiä'¹ìíèõ ôóíêöié ç F îçíà÷èìî F+ òà F− âiäïîâiäíî. Äëÿ âñiõ f ∈ F ,
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α ∈ Ω ìè ïèñàòèìåìî, ùî [f, α] =
∫
X
f(x)α(dx). Îïåðàòîðîì çñóâó Wα íà Ω ìè

âèçíà÷èìî òàêå WαA = {α′ : α′ − α ∈ A} äëÿ A ⊂ Y.
Ïîçíà÷èìî îêðåìî ïåðåõiäíi éìîâiðíîñòi äëÿ S-çóïèíåíîãî ïðîöåñó ÷åðåç

P̂S(t1, α, t2, A), à äëÿ çâè÷àéíîãî ïðîöåñó ÷åðåç P̂ (t1, α, t2, A). Â îáîõ âèïàäêàõ
ïåðåõiäíi éìîâiðíîñòi P̂S(t1, α, t2, A) òà P̂ (t1, α, t2, A) âèçíà÷åíi äëÿ âñiõ t1 6 t2,
α ∈ Ω òà A ⊂ Y âèçíà÷àþòü ãiëëÿñòi ïðîöåñè ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì, ÿêùî âîíè
çàäîâîëüíÿþòü ïåâíi âëàñòèâîñòi. Îáèäâi ïåðåõiäíi éìîâiðíiñòi P̂ (t1, α, t2, A) òà
P̂S(t1, α, t2, A) ¹ Y-âèìiðíèìè ôóíêöiÿìè, ÿê ôóíêöi¨ ïî α, à òàêîæ íåâiä'¹ìíèìè
ìiðàìè íà Y, ÿê ôóíêöi¨ ïî A. Î÷åâèäíî, ç ÿêîãî á íàáîðó íå ïî÷àâñÿ ïðîöåñ, ìè
çàâæäè ïîòðàïèìî ó âåñü ïðîñòið ïîäié Ω, òîìó P̂ (t1, α, t2,Ω) = P̂S(t1, α, t2,Ω) = 1.
Çãiäíî ç òàêèìè ñàìèìè ìiðêóâàííÿìè çà íóëüîâèé ïðîìiæîê ÷àñó ïîòðàïèòè â
ÿêóñü ìíîæèíó ïðîöåñ ìîæå òiëüêè òîäi, êîëè âií ó íié ¹ íà ïî÷àòêó öüîãî ïðî-
ìiæêó, òîìó P̂ (t1, α, t1, A) = P̂S(t1, α, t1, A) = I{α ∈ A}. Çðîçóìiëî, ùî ïîâèííî
âèêîíóâàòèñÿ i çâè÷àéíå ðiâíÿííÿ Êîëìîãîðîâà-×åïìåíà äëÿ çâè÷àéíîãî ïðîöåñó

P̂ (t1, α, t3, A) =

∫
Ω

P̂ (t2, α
′, t3, A)P̂ (t1, α, t2, dα

′), ∀ t1 6 t2 6 t3, (1)

òà ïåâíà ìîäèôiêàöiÿ äëÿ S-çóïèíåíîãî

P̂S(t1, α, t3, A) =

∫
Ω\(S\A)

P̂ (t2, α
′, t3, A)P̂ (t1, α, t2, dα

′), ∀ t1 6 t2 6 t3. (2)

Îñêiëüêè âñi ÷àñòèíêè â ïðîöåñi åâîëþöiîíóþòü íåçàëåæíî îäíà âiä îäíî¨, òî ìîæíà
òàêîæ çàïèñàòè òàêi ñïiââiäíîøåííÿ:

P̂ (t1, α1 + α2, t2, A) =

∫
Ω

∫
Ω

I{α′
1 + α′

2 ∈ A}P̂ (t1, α1, t2, dα
′
1)×

× P̂ (t1, α2, t2, dα
′
2), (3)

P̂S(t1, α1 + α2, t2, A) =

∫
Ω\(S\A)

∫
Ω\(S\A)

I{α′
1 + α′

2 ∈ A}P̂ (t1, α1, t2, dα
′
1)×

× P̂ (t1, α2, t2, dα
′
2). (4)

Ç îãëÿäó íà òå, ùî ó íàñ ¹ ïðîöåñ ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì, ëîãi÷íèì ¹ ïðèïóùåííÿ, ùî
ïðè △ → 0 îáèäâà ïðîöåñè ðiâíi P̂ (t, α, t+△, A) = P̂S(t, α, t+△, A) i

P̂ (t, α, t+△, A) =
{

1 + p(t, α,A)t+ o(t), ïðè p(t, α,A) < 0, α ∈ A;
p(t, α,A)t+ o(t), ïðè p(t, α,A) > 0, α /∈ A.

(5)

Òîìó íàâåäåíå âèùå ïðèïóùåííÿ ìîæíà ïåðåôîðìóëþâàòè òàê:

P̂ (t1, α, t2, A) = p(t1, α,A)(t2 − t1) + o(t2 − t1), t2 → t−1 , α /∈ A,

P̂ (t1, α, t2, A)− P̂ (t1, α, t1, A)

t2 − t1
= p(t1, α,A) + o(1),

lim
t2→t+1

P̂ (t1, α, t2, A)− P̂ (t1, α, t1, A)

t2 − t1
= p(t1, α,A).
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Àíàëîãi÷íî ìîæíà äîâåñòè i äëÿ ïðàâî¨ ãðàíèöi

lim
t2→t−1

P̂ (t2, α, t1, A)− P̂ (t1, α, t1, A)

t2 − t1
= p(t1, α,A).

Öå ðiâíîñèëüíî òîìó, ùî
∂

∂t
P̂ (t, α, t, A) = p(t, α,A),

ôóíêöiþ p(t, α,A) ìè íàçèâàòèìåìî ïåðåõiäíîþ ùiëüíiñòþ ãiëëÿñòîãî ïðîöåñó. Àíà-
ëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ i äëÿ âèïàäêó, êîëè α ∈ A. Ç âëàñòèâîñòåé ïåðåõiäíèõ éìîâiðíîñ-
òåé P̂ (t1, α, t2, A) òà P̂S(t1, α, t2, A) ìè îòðèìó¹ìî òàêi óìîâè íà p(t, α,A). p(t, α,A)
iñíó¹ i ¹ ñêií÷åííîþ äëÿ áóäü-ÿêèõ t, α, A, Y-âèìiðíîþ ÿê ôóíêöiÿ ïî α i ¹ òàêîæ
óçàãàëüíåíîþ ìiðîþ íà Y ÿê ôóíêöiÿ ïî A. Î÷åâèäíî òàêîæ, ùî p(t, α, {α}) 6 0,
p(t, α,A ⊂ Ω− {α}) > 0 i p(t, α,Ω) = 0.

Ââåäåìî çâè÷àéíèé i ëîãàðèôìi÷íèé ôóíêöiîíàëè Ëàïëàñà äëÿ îáèäâîõ ïðîöå-
ñiâ,  ðóíòóþ÷èñü íà îñíîâíèõ ïåðåõiäíèõ éìîâiðíîñòÿõ

F (t1, α, t2, s) =

∫
Ω

exp


∫
X

s(x)α′(dx)

 P̂ (t1, α, t2, dα
′) = EP̂ exp[s, α],

Ψ(t1, α, t2, s) = logF (t1, α, t2, s) = logEP̂ exp[s, α],

FS(t1, α, t2, s) =

∫
Ω

exp


∫
X

s(x)α′(dx)

 P̂S(t1, α, t2, dα
′) = EP̂S

exp[s, α] =

=

∫
Ω\(S\A)

exp


∫
X

s(x)α′(dx)

 P̂S(t1, α, t2, dα
′),

ΨS(t1, α, t2, s) = logFS(t1, α, t2, s) = logEP̂S
exp[s, α].

Â îçíà÷åííi ôóíêöiîíàëà äëÿ çóïèíåíîãî ïðîöåñó ìîæíà iíòåãðîâóâàòè ïî âñüîìó
ïðîñòîðó, áî êîíòðîëü íàä ïîòðàïëÿííÿì äî ïîãëèíàþ÷î¨ ìíîæèíè S âèêîíó¹òüñÿ
ïåðåõiäíîþ éìîâiðíiñòþ P̂S(t1, α, t2, dα

′), ïðîòå äëÿ çðó÷íîñòi òà êîíçèñòåíòíîñòi ç
iíøèìè ïîçíà÷åííÿìè ìè çâóçèìî ìíîæèíó. Ââåäåìî òàêîæ âiäïîâiäíi ôóíêöiîíàëè,
 ðóíòóþ÷èñü íà ïåðåõiäíèõ ùiëüíîñòÿõ p(t, α,A)

ϕ(t1, α, s) =

∫
Ω

exp


∫
X

s(x)α′(dx)

 p(t1, α, dα
′) = Ep exp[s, α],

ψ(t1, α, s) = exp{−[s, α]}ϕ(t1, α, s),

ϕS(t1, α, s) =

∫
Ω\(S\A)

exp


∫
X

s(x)α′(dx)

 p(t1, α, dα
′),

ψS(t1, α, s) = exp{−[s, α]}ϕS(t1, α, s).
Ç íåçàëåæíîñòi ðîçìíîæåííÿ ÷àñòèíîê (3) âèêîíó¹òüñÿ

F∗(t1, α1 + α2, t2, A) = F∗(t1, α2, t2, A) · F∗(t1, α2, t2, A),
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äå �∗� îçíà÷à¹, ùî îïèñàíå âèùå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ áóäü-ÿêîãî ç îáèäâîõ ïðîöåñiâ. I ç
(5) âèïëèâà¹

∂

∂t1
F∗(t1, α, t2, s)|t1=t−2

= ϕ∗(t1, α, s).

Òîìó
ϕ∗(t, α1 + α2, s) = ϕ∗(t, α1, s) exp[s, α2] + ϕ∗(t, α2, s) exp[s, α1].

Ïîäiëèâøè îáèäâi ñòîðîíè îñòàííüî¨ ðiâíîñòi íà exp[s, α1 + α2], îòðèìà¹ìî

ψ∗(t, α1 + α2, s) = ψ∗(t, α1, s) + ψ∗(t, α2, s).

Íà âiäìiíó âiä ïîïåðåäíiõ ðîáiò ïî S-çóïèíåíèõ ãiëëÿñòèõ ïðîöåñàõ ó öüîìó âèïàäêó
ïðèòðèìóâàòèìåìîñÿ êëàñè÷íîãî ïðèïóùåííÿ, â ÿêîìó ïðîöåñ ïî÷èíà¹òüñÿ ç îäíi¹¨
÷àñòèíêè. Î÷åâèäíî, ùî áiëüøiñòü íàâåäåíèõ âèùå òâåðäæåíü ìîæíà ïåðåïèñàòè ó
ïîòî÷êîâié ôîðìi, òîáòî, íàïðèêëàä,

ψ∗(t, α, s) =

∫
X

ψ∗(t, x, s)α(dx) = [ψ∗(t, ·, s), α], α ∈ Y, x ∈ X,

òîìó

p(t, α,A) =
k∑

i=1

nip(t, xi,Wxi−α, A),

äå α = {n1, x1; . . . ;nk, xk}. Ó öüîìó âèïàäêó ìè ôàêòè÷íî âðàõîâó¹ìî éìîâiðíiñòü
ïåðåõîäó ç îäíi¹¨ òî÷êè ôiêñîâàíîãî òèïó i ìíîæèìî íà êiëüêiñòü òî÷îê öüîãî òèïó.
Òàê ïðîõîäèìî ïî âñiõ òèïàõ, íà ÿêèõ ôóíêöiÿ α ñêîíöåíòðîâàíà.

Îñêiëüêè áiëüøiñòü ñòàòåé îïèñóþòü éìîâiðíiñòü âèðîäæåííÿ ãiëëÿñòèõ ïðî-
öåñiâ çà ðiçíèõ óìîâ, òî ó íàøîìó âèïàäêó éìîâiðíiñòü âèðîäæåííÿ çàãàëüíîãî
ãiëëÿñòîãî ïðîöåñó áåç óìîâ íà çóïèíåíiñòü ¹ P̂ (t1, x, t2, {0}), ÿêùî öÿ éìîâiðíiñòü
ïðÿìó¹ äî îäèíèöi ïðè âñiõ x ∈ X, òî ïðîöåñ íàçèâàòèìåìî òèì, ùî âèðîäæó¹òü-
ñÿ. Éìîâiðíiñòü âèðîäæåííÿ S-çóïèíåíîãî ãiëëÿñòîãî ïðîöåñó áóäå âèçíà÷åíà ÿê
P̂S(t1, x, t2, S ∪ {0}).

ßêùî âñi ïðèïóùåííÿ ùîäî ïåðåõiäíèõ ùiëüíîñòåé âèêîíóþòüñÿ, òî ìîæíà ïî-
áóäóâàòè ôóíäàìåíòàëüíèé Ôåëëåðiâñüêèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ çâè÷àéíîãî òà S-çóïèíå-
íîãî ïðîöåñó. Äëÿ ïî÷àòêó âèâåäåìî âñþ òåîðiþ äëÿ çâè÷àéíîãî ïðîöåñó, à ïîòiì
ïåðåêëàäåìî íà çóïèíåíèé. Äëÿ öüîãî íàì ïîòðiáíî ùå êiëüêà ïîçíà÷åíü.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç q(t, α) éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðîöåñ â îêîëi ÷àñó t çàëèøèâñÿ
íà ìiñöi α, àëå íå ïîòî÷êîâî. Òîáòî, íàïðèêëàä, ÿêùî ¹ îäíà òî÷êà a òèïó x1 i îäíà
òî÷êà b òèïó x2, òî äîïóñêà¹òüñÿ, ùî òî÷êà a òèïó x1 ïåðåéøëà â òî÷êó c òèïó x2
i òî÷êà b òèïó x2 ïåðåéøëà â òî÷êó d òèïó x1. Â öüîìó âèïàäêó ïðîöåñ çìiíþâàâñÿ
ïîòî÷êîâî, àëå çàãàëîì çàëèøèâñÿ â òîìó ñàìîìó ñòàíi α, ùî é áóâ íà ïî÷àòêó, òîìó
ÿê i íà ïî÷àòêó, òàê i â êiíöi ìè îòðèìàëè ïî îäíié òî÷öi òèïiâ x1 òà x2, âiäïîâiäíî.
Òîìó îçíà÷åíó âèùå éìîâiðíiñòü ìîæíà çàïèñàòè ÿê

q(t, α) = p(t, α, α).

×åðåç p1(t, α,A) ïîçíà÷èìî éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðîöåñ â îêîëi t âèéøîâ çi ñâîãî
ñòàíó â ìíîæèíó A \ {α}

p1(t, α,A) = p(t, α,A \ {α}).
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Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðîöåñ ïðîòÿãîì âñüîãî iíòåðâàëó ÷àñó [t1, t2] çàëèøàâñÿ íå
ïîòî÷êîâî íà ìiñöi, ìè îçíà÷èìî ÷åðåç

J(t1, t2, α) =

t2∫
t1

p(t, α, α)dt.

Íåõàé

P̂ (0)(t1, α, t2, A) = I{α ∈ A} exp


∫
X

J(t1, t2, x)α(dx)

 ≈

≈ I{α ∈ A} exp

{
k∑

i=1

J(t1, t2, xi)ni

}
¹ éìîâiðíiñòþ òîãî, ùî ïðîöåñ çà âåñü ïðîìiæîê ÷àñó [t1, t2] çàëèøèâñÿ ïîòî÷êîâî
íà ìiñöi, òîáòî íå âiäáóëèñÿ æîäíi çìiíè âñåðåäèíi ïðîöåñó, êîæíà ÷àñòèíêà â êîæåí
ìîìåíò ÷àñó ïåðåõîäèëà ñàìà ó ñåáå. Íàäàëi ìè îçíà÷èìî íåçàëåæíó â ñóêóïíîñòi
ïîñëiäîâíiñòü ïîäié òà ¨õíi éìîâiðíîñòi

P̂ (k)(t1, α, t2, A) =

t2∫
t1

exp[J(t1, t, ·), α]
∫
Ω

P̂ (k−1)(t, α′, t2, A)p1(t, α, dα
′)dt,

ùî äëÿ êîæíîãî k îçíà÷àþòü k ïîòî÷êîâèõ çìií âñåðåäèíi ïðîöåñó äî ïîòðàïëÿííÿ
â ìíîæèíó A. Äëÿ çâè÷àéíîãî ïðîöåñó ìè ìà¹ìî ðîçâ'ÿçîê Ôåëëåðà

P̂ (t1, α, t2, A) =
∞∑
k=0

P̂ (k)(t1, α, t2, A).

Öå âèêîíó¹òüñÿ òiëüêè äëÿ çâè÷àéíèõ çàãàëüíèõ íå S-çóïèíåíèõ ãiëëÿñòèõ ïðîöåñiâ.
Äëÿ S-çóïèíåíèõ ïðîöåñiâ, ìè ââîäèìî êiëüêà äîäàòêîâèõ ïîçíà÷åíü éìîâiðíîñòåé
ïîâ'ÿçàíèõ ç ïîòðàïëÿííÿì, ÷è íå ïîòðàïëàííÿì ó ìíîæèíó S, çîêðåìà, ùî ïðîöåñ
ïîòðàïèâ ó ìíîæèíó A, íå ïîòðàïèâøè â ñåáå {α} òà íå ïîòðàïèâøè ó ìíîæèíó
âèðîäæåííÿ S

p2(t, α,A) = p(t, α,A \ {α} \ S).
Éìîâiðíiñòü òîãî, ùî ïðîöåñ ïîòðàïèâ ó A ∩ S ïîçíà÷èìî ÿê

pS(t, α,A) = p(t, α,A ∩ S),

à ùî ïðîöåñ ïîòðàïèâ ó A \ S ÷åðåç

pS̄(t, α,A) = p(t, α,A \ S).

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè A ∩ S ̸= ∅ i ïðîöåñ ïîòðàïèòü â A \ S. Â öié
ñèòóàöi¨ âèçíà÷èìî

P̂
(k)

S̄
(t1, α, t2, A) = P̂ (k)(t1, α, t2, A \ S)

=

t2∫
t1

exp[J(t1, t, ·), α]
∫
Ω

P̂ (k−1)(t, α′, t2, A)p2(t, α, dα
′)dt.
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Äàëi ââåäåìî òàêó ïîñëiäîâíiñòü éìîâiðíîñòåé íåçàëåæíèõ ó ñóêóïíîñòi ïîäié, ÿêi
âiäïîâiäàþòü çà ïîòðàïëÿííÿ ïðîöåñó ó ìíîæèíó A, ÿêà íå îáîâ'ÿçêîâî íå ïåðåòèííà
ç S, ïðîòå ïðè áóäü-ÿêîìó ïðîìiæíîìó ïîòðàïëÿííi ïðîöåñó â ìíîæèíó S ïðîöåñ
çóïèíÿ¹òüñÿ

P̂
(0)
S (t1, α, t2, A) = P̂ (0)(t1, α, t2, A),

P̂
(k)
S (t1, α, t2, A) = P̂

(k)

S̄
(t1, α, t2, A) +

t2∫
t1

∫
Ω

pS(t, α
′, A)P̂

(k−1)

S̄
(t1, α, t, dα

′)dt.

Íà ïiäñòàâi öèõ éìîâiðíîñòåé ôóíäàìåíòàëüíèé Ôåëëåðiâñüêèé ðîçâ'ÿçîê äëÿ S-çó-
ïèíåíèõ ãiëëÿñòèõ ïðîöåñiâ íàáóäå âèãëÿäó

P̂S(t1, α, t2, A) =
∞∑
k=0

P̂
(k)
S (t1, α, t2, A).

Ïîäàëüøà ìåòà öüîãî àíàëiçó � ðîçãëÿíóòè çâ'ÿçîê ôóíêöiîíàëüíîãî ðiâíÿííÿ äëÿ
çâè÷àéíèõ i äëÿ çóïèíåíèõ ïðîöåñiâ.

Òåîðåìà 1. Ôóíêöiîíàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ S-çóïèíåíèõ ïðîöåñiâ íàáóâà¹ âèãëÿäó

∂

∂s
F (s, w, t, f) = −

∫
Ω

F (s, w′, t, f)pS̄(s, w, dw
′) + B

äå B = ∂B/∂s, à B ç (6) â òåîðåìi.
Äîâåäåííÿ.

FS(s, w, t, f) =

∫
Ω

exp[f, w′]P̂S(s, w, t, dw
′) =

∞∑
k=0

∫
Ω

exp[f, w′]P̂
(k)
S (s, w, t, dw′) =

=
∞∑
k=0

∫
Ω

exp[f, w′]P
(k)

S̄
(s, w, t, dw′)+

+
∞∑
k=0

∫
Ω

exp[f, w′]

t∫
s

∫
Ω

pS(t
′, α′, dw′)P̂

(k)

S̄
(s, w, t′, dα′)dt′ =

=
∞∑
k=0

∫
Ω

exp[f, w′]P (k)(s, w, t, dw′ \ S) +B = A+B.

Ðîçãëÿíåìî îáèäâà äîäàíêè A òà B îêðåìî, äëÿ ïî÷àòêó ïåðøèé

A =
∞∑
k=0

∫
Ω

exp[f, w′]P (k)(s, w, t, dw′ \ S) =
∞∑
k=0

∫
Ω\S

exp[f, w′]P (k)(s, w, t, dw′) =

=

∫
Ω\S

I{w′ ∈ w} exp


∫
X

f(x)w′(dx) +

∫
X

J(s, t, x)w′(dx)

 p1(s, w, dw
′)+

+
∞∑
k=1

∫
Ω\S

t∫
s

exp[f + J(s, s′, ·), w′]

∫
Ω

P (k−1)(s′, w′′, t, dw′)p1(s
′, w, dw′′)ds′ =
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=

∫
Ω\S

I{w′ ∈ w} exp[f + J(s, t, ·), w′]p1(s, w, dw
′)+

+

∫
Ω\S

t∫
s

exp[f + J(s, s′, ·), w′]
∞∑
k=1

∫
Ω

P (k−1)(s′, w′′, t, dw′)p1(s
′, w, dw′′)ds′ =

= I{w′ ∈ Ω \ S} exp[f + J(s, t, ·), w]+

+

∫
Ω\S

t∫
s

exp[J(s, s′, ·), w′]

∫
Ω

exp[f, w′]

∞∑
k=0

P (k)(s′, w′′, t, dw′)p1(s
′, w, dw′′)ds′ =

= I{w ∈ Ω \ S} exp[f + J(s, t, ·), w]+

+

∫
Ω\S

t∫
s

exp[J(s, s′, ·), w]F (s′, w′, t, f)p1(s
′, w, dw′)ds′.

Ìè íå çâîäèòèìåìî äðóãèé äîäàíîê äî òàêîãî æ ãàðíîãî âèãëÿäó ïðîñòî ïîêàæåìî,
ùî ìîæíà óíèêíóòè íåñêií÷åííèõ ñóì i ðåêóðñié

B =

∞∑
k=0

∫
Ω

exp[f, w′]

t∫
s

∫
Ω

pS(t
′, α′, dw′)P̂

(k)

S̄
(s, w, t′, dα′)dt′ =

=
∞∑
k=0

∫
Ω

exp[f, w′]

t∫
s

∫
Ω\S

pS(t
′, α′, dw′)P̂ (k)(s, w, t′, dα′)dt′ =

=

∫
Ω

exp[f, w′]

t∫
s

∫
Ω\S

pS(t
′, α′, dw′)I{w ∈ dα′} exp[J(s, t′, ·), w]dt′+

+
∞∑
k=0

∫
Ω

exp[f, w′]

t∫
s

∫
Ω\S

pS(t
′, α′, dw′)

t′∫
s

exp[J(s, t′′, ·), w]×

×
∫
Ω

P̂ (k)(t′′, α′′, t′, dα′)p1(t
′′, w, dα′′)dt′′dt′ =

=

∫
Ω

exp[f, w′]

t∫
s

pS(t
′, w, dw′) exp[J(s, t′, ·), w]dt′+ (6)

+

∫
Ω

exp[f, w′]

t∫
s

∫
Ω\S

pS(t
′, α′, dw′)

t′∫
s

exp{[J(s, t′′, ·), w]− [f, α′]}×

×F (t′′, α′′, t′, f)p1(t
′′, w, dα′′)dt′′dt′.
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×àñòèíà B íå ìiñòèòü æîäíèõ ðåêóðñié òà íåñêií÷åííèõ ñóì, à òàêîæ ¹ íåïåðåðâíîþ
òà äèôåðåíöiéîâíîþ ïî s, òîìó ∃ ∂B/∂s =: B. Äëÿ ïîäàëüøèõ îá÷èñëåíü çíàéäåìî

∂J(s, t, ·)
∂s

=
∂

∂s

t∫
s

p(s′, w, w)ds′ = −p(s, w,w) = −q(s, w).

Îá÷èñëèìî ïîõiäíó ïî s âiä óñüîãî ôóíêöiîíàëà

∂

∂s
F (s, w, t, f) =

∂A

∂s
+ B =

∂

∂s
I{w ∈ Ω \ S} exp[f + J(s, t, ·), w]+

+
∂

∂s

∫
Ω\S

t∫
s

exp[J(s, s′, ·), w]F (s′, w′, t, f)p1(s
′, w, dw′)ds′ + B =

=
J(s, t, ·)
∂s

I{w ∈ Ω \ S} exp[f + J(s, t, ·), w]−

−
∫

Ω\S

exp[J(s, s, ·), w]F (s, w′, t, f)p1(s, w, dw
′)+

+
∂J(s, t, ·)

∂s

∫
Ω\S

t∫
s

exp[J(s, s′, ·), w]F (s′, w′, t, f)p1(s
′, w, dw′)ds′ + B =

= −q(s, w) exp[f + J(s, t, ·), w]I(w ∈ Ω \ S)−
∫

Ω\S

F (s, w′, t, f)p1(s, w, dw
′)−

−q(s, q)
t∫

s

∫
Ω\S

exp[J(s, s′, ·), w]F (s′, w′, t, f)p1(s
′, w, dw′)ds′ + B =

= −
∫

Ω\S

F (s, w′, t, f)p(s, w, dw′) + B = −
∫
Ω

F (s, w′, t, f)pS̄(s, w, dw
′) + B.

Ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè. �

Ó âèïàäêó, ÿêùî ïðîöåñ íå ¹ S-çóïèíåíèì, òîáòî S = ∅, íàø ðåçóëüòàò çáiãà¹òüñÿ
ç [6]. Ó òîìó âèïàäêó pS(t, α,A) = p(t, α,A ∩ S) = p(t, α,A ∩ ∅) = p(t, α, ∅) = 0,
pS(t, α,A) = p(t, α,A \ S) = p(t, α,A). Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî B = 0, òîìó i B = 0, à

−
∫
Ω

F (s, w′, t, f)pS̄(s, w, dw
′) = −

∫
Ω

F (s, w′, t, f)p(s, w, dw′).

Çâiäñè i âèïëèâà¹, ùî ïðè S = ∅
∂

∂s
F (s, w, t, f) = −

∫
Ω

F (s, w′, t, f)p(s, w, dw′).

Ùî ¹ ðiâíîñèëüíèì ðiâíÿííþ (2.23) â [6]. Àíàëîãi÷íî öå ìîæíà çâåñòè i äî (2.24) â
[6].
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In this paper starting process with the in�nite number of types of particles
µ(t) generate stopped branching process ξ(t), if by falling of the �rst one into
the non empty set S process stops. Here we consider the generating functional
of the upper de�ned process.
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Íà÷àëüíûé ïðîöåññ ñ íåñ÷èñëåííûì êîëè÷åñòâîì òèïîâ µ(t) ïîðîæäàåò
îñòàíîâëåííûé âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ ξ(t), åñëè ïðè ïîïàäàíèè µ(t) â íå-
êîòîðîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî S ïðîöåññ îñòàíàâëèâàåòñÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ
îáðàçóþùèé ôóíêöèîíàë âûøåïðèâåäåííîãî ïðîöåññà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ, îáðàçóþùèé ôóíêöèîíàë, ïåðå-
õîäíàÿ âåðîÿòíîñòü.


