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Äîâåäåíî òåîðåìè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi, îäåðæàíî çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿç-
êiâ ëiíiéíèõ íîðìàëüíèõ ïàðàáîëi÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ïðè êðàéîâèõ i ïî-
÷àòêîâèõ äàíèõ ç âàãîâèõ ïðîñòîðiâ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Çíàéäåíî óìî-
âè åêâiâàëåíòíîñòi ðåãóëÿðíîãî â îáëàñòi ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i ó äâîõ ôîðìó-
ëþâàííÿõ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: íîðìàëüíà ïàðàáîëi÷íà êðàéîâà çàäà÷à, óçàãàëüíåíà
ôóíêöiÿ, âàãîâèé ôóíêöiéíèé ïðîñòið, óçàãàëüíåíi êðàéîâi çíà÷åííÿ, óçà-
ãàëüíåíi ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ.

Â [1]-[5] âèâ÷àëè êðàéîâi çàäà÷i äëÿ ëiíiéíèõ ïàðàáîëi÷íèõ ñèñòåì â îáìåæåíèõ
îáëàñòÿõ Q ó ïðîñòîðàõ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié iç D′(Q). Ó [4]-[6] äîâåäåíî åêâiâà-
ëåíòíiñòü ó äâîõ ðiçíèõ ôîðìóëþâàííÿõ êðàéîâèõ çàäà÷ äëÿ ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ
ïàðàáîëi÷íèõ ðiâíÿíü i ñèñòåì ç óçàãàëüíåíèìè ôóíêöiÿìè â ïðàâèõ ÷àñòèíàõ êðà-
éîâèõ òà ïî÷àòêîâî¨ óìîâ.

Ó [7] îäåðæàíî òî÷íi îöiíêè ðîçâ'ÿçêiâ çàãàëüíèõ ïàðàáîëi÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷
ó ïðîñòîðàõ ôóíêöié, ÿêi ìîæóòü ìàòè ñëàáêi îñîáëèâîñòi ïðè t = 0. Â [8], [9] äî-
âåäåíî ðîçâ'ÿçíiñòü ïàðàáîëi÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ç ïðàâèìè ÷àñòèíàìè, ùî ìàþòü
ñèëüíi òî÷êîâi ñòåïåíåâi îñîáëèâîñòi.

Ó ñòàòòi äîâåäåíî ðîçâ'ÿçíiñòü íîðìàëüíèõ ïàðàáîëi÷íèõ êðàéîâèõ çàäà÷ ó
ïðîñòîðàõ ôóíêöié iç ñèëüíèìè ñòåïåíåâèìè îñîáëèâîñòÿìè ïðè t = 0 òà óçàãàëü-
íåíî ðåçóëüòàòè ç [4]-[6] íà âèïàäîê ïðàâèõ ÷àñòèí iç øèðøèõ (âàãîâèõ) ïðîñòîðiâ
óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié.

1. Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ òà äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ. Íåõàé Ω0 � îáëàñòü â
Rn, îáìåæåíà çàìêíåíîþ ïîâåðõíåþ Ω1 êëàñó C

∞, Qi = Ωi×(0, T ], i = 0, 1, Q2 = Ω0,
D(Qi) = C∞

0 (Qi), D(Qi) = C∞(Qi), i = 0, 1, 2,

D0(Qi) (D0(Qi)) = {φ ∈ D(Qi) : D
k
t |t=T = 0 (Dk

t φ |t=0 = 0), k = 0, 1, . . . }, i = 0, 1,

L(x, t,D)u ≡ (Dt −A)u ≡
(
Dt −

∑
|α|≤2b

aα(x, t)D
α
x

)
u,

c⃝ Ëîïóøàíñüêà Ã., 2011
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Bj(x, t,Dx) ≡
∑

|α|≤rj

bjα(x, t)D
α
x , j = 1,m, m = bp,

aα(x, t) � êâàäðàòíi p × p ìàòðèöi ç åëåìåíòàìè aνµα ∈ D(Q0), |α| = α1 + . . . + αn,

Dt =
∂
∂t , D

α
x = ∂|α|

∂x
α1
1 ···∂xαn

n
=

(
∂

∂x1

)α1 · · ·
(

∂
∂xn

)αn
, bjα(x, t) � ðÿäêè äîâæèíè p ç åëå-

ìåíòàìè ç D(Q1), j = 1,m, L � ïàðàáîëi÷íèé çà Ïåòðîâñüêèì ìàòðè÷íèé äèôåðåí-
öiàëüíèé âèðàç. Ââàæà¹ìî äàëi rm ≤ · · · ≤ r1 ≤ 2b− 1, r0 = rm+1 = 2b,

(j) = 0 äëÿ j = 0,m+ 1, (j) = 1 äëÿ j = 1,m.

Ìàòðèöåþ Äiðiõëå ïîðÿäêó 2b íàçèâà¹òüñÿ ([3, c. 178]) ìàòðèöÿ ç 2b ðÿäêiâ, ÿêó
ïåðåñòàâëÿííÿì ðÿäêiâ ìîæíà çâåñòè äî âèãëÿäó

B(x, t,Dx) = (B0(x, t,Dx), . . . ,B2b−1(x, t,Dx))
′,

äå Bj(x, t,Dx) ≡
∑

|α|≤j

b̃jα(x, t)D
α
x , b̃jα(x, t) � êâàäðàòíi p× p ìàòðèöi, i ó öüîìó ðàçi

detBj0(x, t, ν) = det
∑

|α|=j

b̃jα(x, t)ν
α ̸= 0 äëÿ äîâiëüíèõ (x, t) ∈ Q1,

ν = ν(x, t)� îðò âíóòðiøíüî¨ íîðìàëi äî Q1 ó òî÷öi (x, t), øòðèõ îçíà÷à¹ òðàíñïîíó-
âàííÿ.

Ñèñòåìà êðàéîâèõ äèôåðåíöiàëüíèõ âèðàçiâ {Bj}mj=1 = {Bj(x, t,Dx)}mj=1 íàçè-
âà¹òüñÿ íîðìàëüíîþ [2], ÿêùî ìàòðèöþ B = (B1, . . . , Bm)′ ìîæíà äîïîâíèòè íîâèìè
ðÿäêàìè äî ìàòðèöi Äiðiõëå ïîðÿäêó 2b.

Ââàæàòèìåìî, ùî ñèñòåìà {Bj}mj=1 ðiâíîìiðíî íàêðèâà¹ îïåðàòîð L ([3, c. 15]),
à òàêîæ ¹ íîðìàëüíîþ.

Â Q0 ðîçãëÿäà¹ìî íîðìàëüíó ïàðàáîëi÷íó êðàéîâó çàäà÷ó [2], [3]

L(x, t,D)u = F0(x, t), (x, t) ∈ Q0 (1)

Bj(x, t,Dx)u(x, t) = Fj(x, t), (x, t) ∈ Q1, j = 1,m (2)

u |t=0 = Fm+1(x), x ∈ Ω0. (3)

Çãiäíî ç [2] iñíóþòü òàêi êðàéîâi äèôåðåíöiàëüíi âèðàçè B̂j , Cj , Ĉj , j = 1,m
ïîðÿäêiâ r̂j ,mj , m̂j , ïðè÷îìó rj + m̂j = mj + r̂j = 2b − 1, ùî ïðàâèëüíà ôîðìóëà
Ãðiíà ∫

Q0

[v′Lu− (L∗v)′u]dxdt+

m∑
j=1

∫
Q1

[ĈjvBju− B̂jvCju]dxdt+

+

∫
Ω0

[v′(x, 0)u(x, 0)− v′(x, T )u(x, T )]dx = 0, u, v ∈ Q0,

äå L∗ = −Dt −A∗, A∗ � ôîðìàëüíî ñïðÿæåíèé äî A äèôåðåíöiàëüíèé âèðàç, øòðèõ
îçíà÷à¹ òðàíñïîíóâàííÿ.

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ:
ϱ0(x) � íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ íà Ω0, äîäàòíà â Ω0, ÿêà äîðiâíþ¹

íóëþ íà Ω1 òà ìà¹ ïîðÿäîê âiäñòàíi d(x) âiä òî÷êè x ∈ Ω0 äî Ω1 ïðè d(x) → 0;
ϱ1(t) � íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ íà [0, T ], äîäàòíà ïðè t > 0, ÿêà

ìà¹ ïîðÿäîê t ïðè t→ 0;
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ϱ(x, t) � íåñêií÷åííî äèôåðåíöiéîâíà ôóíêöiÿ íàQ0, äîäàòíà â Q0, ÿêà äîðiâíþ¹

íóëþ íà Q1 ∪ Ω0, ìà¹ ïîðÿäîê d(x) ïðè d(x) → 0 òà d(x) ≤ t
1
2b , ïîðÿäîê ϱ

1
2b
1 (t) ïðè

t→ 0 òà d(x) ≥ t
1
2b .

Òàêîæ ââàæà¹ìî ϱ0(t) ≤ 1, ϱ1(x) ≤ 1, ϱ(x, t) ≤ 1 äëÿ âñiõ x ∈ Ω0, t ∈ [0, T ].
Âèêîðèñòîâó¹ìî ôóíêöiéíi ïðîñòîðè

Ck(Ω0) � ïðîñòið ôóíêöié φ, äëÿ ÿêèõ íåïåðåðâíi ïîõiäíi Dαφ ç |α| ≤ [k] òà

(ïðè íåöiëîìó k) ñêií÷åííi
∑

|α|=[k]

sup
x,y∈Ω,x ̸=y

∆y
xD

α
xφ(x)

|x−y|k−[k] , äå ∆y
xψ(x) = ψ(y) − ψ(x), [k] �

öiëà ÷àñòèíà ÷èñëà k,

Hk(Qi) = Ck(Qi) � ïðîñòið Ãåëüäåðà ([2], [10]) ôóíêöié φ, äëÿ ÿêèõ íåïåðåðâíi
ïîõiäíi Dαφ = Dα0

t Dα
xφ ç |α| = |α|+ 2bα0 ≤ [k] òà (ïðè íåöiëîìó k) ñêií÷åííi∑

|α|=[k]

sup
(x,t),(y,τ)∈Qi,x ̸=y

∆y
xD

α
x,tφ(x, t)

|x− y|k−[k]
,

∑
0<k−|α|<2b

sup
(x,t),(y,τ)∈Qi,t ̸=τ

∆τ
tD

α
x,tφ(x, t)

|t− τ |
k−|α|

2b

,

òóò ∆τ
t ψ(x, t) = ψ(x, τ)− ψ(x, t),

Ck,(0)(Qi)(C
k
0 (Qi)) = {φ ∈ Ck(Qi) : D

j
tφ |t=T = 0 (Dj

tφ |t=0 = 0), 0 ≤ j ≤ [ k2b ]},
Hk,r,(0)(Qi) = {φ ∈ Hk,(0)(Qi) : D

αφ |Q1
= 0, |α| ≤ 2b− r − 2},

Hk,2b−1,(0)(Qi) = Hk,(0)(Qi), i = 0, 1,

ââîäèìî ïðè k ≥ 0

Dk(Ω0) = {φ ∈ Ck(Ω0) (D(Ω0) ïðè öiëîìó k): ϱ
|α|−k
0 Dαφ ∈ C(Ω0), |α| ≤ [k]},

D∗
k(Ω0) = {φ ∈ Ck+2b(Ω0) (D(Ω0) ïðè öiëîìó k): A∗φ ∈ Dk(Ω0)},

Xk(Ω0) = {φ ∈ D∗
k(Ω0) : B̂j(x, 0, Dx)φ(x) = 0, x ∈ Ω1, j = 1,m},

X(Ω0) = {φ ∈ D(Ω0) : B̂j(x, 0, Dx)φ(x) = 0, x ∈ Ω1, j = 1,m},
Dk(Q0) = {φ ∈ Ck,(0)(Q0) (D

0(Q0) ïðè öiëîìó k): ϱ|α|−kDαφ ∈ C(Q0), |α| ≤ [k]},
D∗

k(Q0) = {φ ∈ Ck+2b,(0)(Q0) (D
0(Q0) ïðè öiëîìó k): L∗φ ∈ Dk(Q0)},

Xk(Q0) = {φ ∈ D∗
k(Q0) : B̂j(x, t,Dx)φ(x, t) = 0, (x, t) ∈ Q1, j = 1,m},

X(Q0) = {φ ∈ D0(Q0) : B̂j(x, t,Dx)φ(x, t) = 0, (x, t) ∈ Q1, j = 1,m},
Dk(Q1) = {φ ∈ C∞,(0)(Q1) ∩ Ck(Q1) : ϱ

2bα0−k
1 Dαφ ∈ C(Q1), |α| ≤ k},

à òàêîæ
Zk(Ω0) = {φ ∈ C∞(Ω0): ϱ

|α|−k
0 Dαφ ∈ C(Ω0), ∀ α}, k ∈ R,

Zk(Ω0) = {φ ∈ C∞(Ω0) ∩ C [k](Ω0): ϱ
|α|−k
0 Dαφ ∈ C(Ω0), ∀ |α| ≥ k}, k > 0,

Z−k(Ω0) = Z−k(Ω0),

Zk(Qi, 0) = {φ ∈ C∞,(0)(Qi) : ϱ
2bα0−k

2b
1 Dαφ ∈ C(Qi) ∀ α}, k ∈ R,

Zk(Qi, 0) = {φ ∈ C∞,(0)(Q1) ∩ C [k](Qi) : ϱ
2bα0−k

2b
1 Dαφ ∈ C(Qi) ∀ |α| ≥ k}, k > 0,

Z−k(Qi, 0) = Z−k(Qi, 0), k ≥ 0, i = 0, 1,
Z∗
k(Q0, 0) = {φ ∈ Zk+2b(Q0, 0) : L

∗φ ∈ Zk(Q0, 0)},
Xk(Q0, 0) = {φ ∈ Z∗

k(Q0, 0) : Ĉjφ ∈ Zk+rj+1(Q1, 0), B̂jφ = 0, j = 1,m}, k ≥ 0.

Ñêàæåìî, ùî φν → 0 ïðè ν → ∞ â Dk(Qi), ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî ìóëüòèiíäåêñó
α, |α| ≤ k ïîñëiäîâíiñòü φ̃ν = ϱ|α|−kDαφν çáiãà¹òüñÿ äî íóëÿ ïðè ν → ∞ ðiâíîìiðíî
â Qi. Ïîäiáíî âèçíà÷àþòü çáiæíiñòü ó iíøèõ ïðîñòîðàõ.
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Ëåìà 1. Äëÿ äîâiëüíèõ ÷èñåë r ≥ 0, φj ∈ D(Q1) (âiäïîâiäíî φj ∈ Dr+2b−j(Q1),

φj ∈ Zr+2b−j(Q1, 0)), j = 0, 2b− 1, ψ0 ∈ D(Ω0) (ψ0 ∈ Dr+2b(Ω0), ψ0 ∈ Zr+2b(Ω0)),

äîâiëüíî¨ ìàòðèöi Äiðiõëå B̃(x, t,Dx) ç êîåôiöi¹íòàìè ç D(Q1) iñíó¹ òàêà âåê-

òîð-ôóíêöiÿ ψ ∈ D∗
r(Q0) (âiäïîâiäíî ψ ∈ D∗

r(Q0), ψ ∈ Z∗
r (Q0, 0)), ùî B̃jψ = φj,

j = 0, 2b− 1 i ψ |t=0 = ψ0.

Ëåìó äîâîäÿòü çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ ëåìè 4.3 iç [5] (äèâ. òàêîæ [11]), äå ðîçãëÿ-
íóòî âèïàäîê φj ∈ D0(Q1), j = 0, 2b− 1, ψ0 ∈ D(Ω0).

Ç ëåìè 1 âèïëèâà¹, ùî ïðîñòîðè Xk(Q0), Xk(Q0, 0) íåïîðîæíi ïðè k ≥ 0.

Ñ.Ä. Iâàñèøåí ([3] òà áiáëiîãð.) ïîáóäóâàâ ìàòðèöþ Ãðiíà

G(x, t, y, τ) =
(
G0(x, t, y, τ), . . . , Gm(x, t, y, τ)

)
çàäà÷i (1)-(3), âèâ÷èâ ¨¨ âëàñòèâîñòi, âëàñòèâîñòi iíòåãðàëüíèõ îïåðàòîðiâ Ãðiíà

Gjφ =
t∫
0

dτ
∫
Ωj

Gj(·, ∗, y, τ)φ(y, τ)dy, j = 0,m, Gm+1φ =
∫
Ω0

G0(·, ∗, y, 0)φ(y)dy,

ñïðÿæåíèõ îïåðàòîðiâ Ãðiíà [2]

Ĝjφ =
T∫
τ

dt
∫
Ω0

G′
j(x, t, ·, ∗)φ(x, t)dx, j = 0,m, Ĝm+1φ =

T∫
0

dt
∫
Ω0

G′
0(x, t, ·, 0)φ(x, t)dx

íà ãåëüäåðîâèõ ïðîñòîðàõ ôóíêöié (äëÿ äîâiëüíèõ äîñòàòíüî ãëàäêèõ f, φ

(G0f, φ)0 = (f, Ĝ0φ)0, (Gjf, φ)1 = (f, Ĝjφ)1, j = 1,m,

äå (f, φ)i =
∫ T

0
dt

∫
Ω(i)

φ′fdx, i = 0, 1); äîâåäåíî, ùî

Ĝ0 : Hk,(0)(Q0) → Hk+2b,r1,(0)(Q0) ⊂ Hk,(0)(Q0),

Ĝj : Hk,(0)(Q0) → Hk+rj+1,(0)(Q1) ïðè j = 1,m òà îáìåæåíi;

äîâåäåíî òåîðåìè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ ó ãåëüäåðîâèõ ïðîñòîðàõ óçà-
ãàëüíåíèõ ôóíêöié, çäîáóòî çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿçêiâ çà äîïîìîãîþ ìàòðèöi Ãðiíà.
Äëÿ ãëàäêèõ Fj = fj , j = 0,m+ 1, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè óçãîäæåííÿ, çîêðåìà
äëÿ fj ∈ D(Qj), j = 0,m, fm+1 ∈ D(Q2) ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1)-(3) íàáóâ âèãëÿäó [2]

u(x, t) =
t∫
0

dτ
∫
Ω0

G0(x, t, y, τ)f0(y, τ)dy+

+
m∑
j=1

t∫
0

dτ
∫
Ω1

Gj(x, t, y, τ)fj(y, τ)dy +
∫
Ω0

G0(x, t, y, 0)fm+1(y)dy, (x, t) ∈ Q0.

Ó [4] äîâåäåíî, ùî ïðè äîâiëüíié ψ ∈ C2b,1
x,t (Q0), òàêié ùî B̂jψ = 0, j = 1,m,

çîêðåìà ψ ∈ Xr(Q0), ïðàâèëüíi ñïiââiäíîøåííÿ

T∫
τ

dt
∫
Ω0

G′
0(x, t, y, τ)(L

∗ψ)(x, t)dx = ψ(y, τ), (y, τ) ∈ Q0,

T∫
τ

dt

∫
Ω0

G′
j(x, t, y, τ)(L

∗ψ)(x, t)dx = (Ĉjψ)(y, τ), (y, τ) ∈ Q1, j = 1,m. (4)
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Ëåìà 2. Ĝ0 : Dr(Q0) → Xr(Q0), Zr(Q0, 0) → Zr+2b(Q0, 0),

Ĝj : Dr(Q0) → Cr+rj−1,(0)(Q1), Zr(Q0, 0) → Zr+rj+1(Q1, 0), j = 1,m,

Ĝm+1 : Dr(Q0) → Xr(Ω0), Zr(Q0, 0) → Zr+2b(Ω0), r ≥ 0.

Äîâåäåííÿ. Cïðÿæåíà äî çàäà÷i (1)-(3) êðàéîâà çàäà÷à ¹ òàêîæ íîðìàëüíîþ é îáåð-
íåíî ïàðàáîëi÷íîþ (òåîðåìà 6 [3, ñ. 179]).

Ç îäíîçíà÷íî¨ ðîçâ'ÿçíîñòi ñïðÿæåíî¨ ïàðàáîëi÷íî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i â êëàñàõ
ãëàäêèõ ôóíêöié âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ φ ∈ Dr(Q0) iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê ψ = (Ĝ0φ) ∈
Xr(Q0) ñèñòåìè L

∗ψ = φ, òîìó ç âèêîðèñòàííÿì ôîðìóë (4), ëåìè 1 òà ðåçóëüòàòiâ

[2] îäåðæó¹ìî Ĝ0 : Dr(Q0) → Xr(Q0), Ĝj : Dr(Q0) → C [r]+rj−1,(0)(Q1), j = 1,m,

Ĝm+1 : Dr(Q0) → Xr(Ω0).
Ïðè φ ∈ Zr(Q0, 0) âèêîðèñòîâó¹ìî îöiíêè [3, c. 120] (òà îçíà÷åííÿ [3, ñ. 16])∣∣Dα

y,τG0ik(x, t, y, τ)
∣∣ ≤ Cd−n−|α|(x, t, y, τ)Ec(t− τ, d(x, t, y, τ)), (5)∣∣Dα

y,τGjk(x, t, y, τ)
∣∣ ≤ Cd−λj (x, t, y, τ)Ec(t− τ, d(x, t, y, τ)), i, k = 1, p,

äå λj = n+ 2b− rj − (j) + |α|, j = 1,m,

Ec(t, z) = exp
(
− C

(z2b
t

) 1
2b−1

)
,

d(x, t, y, τ) = (|x − y|2 + |t − τ | 1b ) 1
2 � ïàðàáîëi÷íà âiäñòàíü ìiæ òî÷êàìè (x, t) òà

(y, τ) ∈ Q0, G0ik, Gjk (i, k = 1, p � êîìïîíåíòè, âiäïîâiäíî, ìàòðèöi G0 òà âåêòîð-
ôóíêöié Gj , j = 1,m).

Âèêîíóþ÷è â iíòåãðàëàõ DαGjφ çàìiíó xi − yi = (t − τ)
1
2b ξ

2b−1
2b

i , i = 1, n, à ïðè
|α| > r + ri + (j) ùå é �ïåðåêèäàííÿ� ïîõiäíèõ íà φ, ÿê ó [9], îäåðæó¹ìî

(DαĜjφ)(y, τ) = O(τ
r+rj+(j)−|α|

2b ) ïðè τ → 0, y ∈ Ω0, j = 0,m+ 1,

(DαĜm+1φ)(y, 0) = O(ϱ
r+2b−|α|
0 + 1) ïðè d(y) → 0, y ∈ Ω0. �

2. Ôîðìóëþâàííÿ óçàãàëüíåíî¨ íîðìàëüíî¨ ïàðàáîëi÷íî¨ êðàéîâî¨ çà-

äà÷i. Òåîðåìà iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi. Íåõàé V ′ � ïðîñòið ëiíiéíèõ íåïåðåðâíèõ

ôóíêöiîíàëiâ (óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié ÷è âåêòîð-ôóíêöié) íà V , (φ,F )i =
p∑

j=1

(φj , Fj)i

� çíà÷åííÿ óçàãàëüíåíî¨ âåêòîð-ôóíêöi¨ F = (F1, . . . , Fp) ∈ V ′(Qi) íà îñíîâíié

âåêòîð-ôóíêöi¨ φ = (φ1, . . . , φp) ∈ V (Qi), i = 0, 2, s(F ) � ïîðÿäîê ñèíãóëÿðíîñòi
óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨ F [12], [13], s(F ) = max

1≤j≤p
s(Fj) ïðè F = (F1, . . . , Fp),

|g|p = |g1|+ · · ·+ |gp| äëÿ âåêòîð-ôóíêöi¨ g = (g1, . . . , gp).
Ïðèïóùåííÿ:

(Fp) Fj ∈ D0′(Q1), s(Fj) ≤ sj , j = 1,m, r ≥ s′−1, äå s′ = max
1≤j≤m

(sj−rj), F0 ∈ X ′
r(Q0),

Fm+1 ∈ X ′
r(Q2);

(Fp0) F0 ∈ X ′(Q0), Fj ∈ D0′(Q1), j = 1,m, Fm+1 ∈ D′(Q2),
(Zp0) F0 ∈ Z ′

k0
(Q0, 0), Fj ∈ Z ′

kj
(Q1, 0), j = 1,m, Fm+1 ∈ Z ′

km+1
(Q2),

r > s0 = max
0≤j≤m+1

(kj − rj − (j)).
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Ïåðøå ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i (1)-(3). Çà ïðèïóùåííÿì (Fp) (âiäïîâiäíî
(Fp0), (Zp0)) çíàéòè òàêó óçàãàëüíåíó âåêòîð-ôóíêöiþ u ∈ D′

r(Q0) (âiäïîâiäíî
u ∈ D0′(Q0), u ∈ Z ′

r(Q0, 0)), ùî

(L∗ψ, u)0 = (ψ, F )0 +
m∑
j=1

(Ĉjψ,Fj)1 + (ψ |t=0 , Fm+1)2

∀ ψ ∈ Xr(Q0) (∀ ψ ∈ X(Q0), ∀ ψ ∈ Xr(Q0, 0)). (6)

Òåîðåìà 1. Çà ïðèïóùåííÿì (Fp) ((Fp0), (Zp0)) âåêòîð-ôóíêöiÿ u, çàäàíà ôîð-
ìóëîþ

(φ, u)0 = (Ĝ0φ,F0)0 +
m∑
j=1

(Ĝjφ, Fj)1 + (Ĝm+1φ,Fm+1)2

∀ φ ∈ Dr(Q0) (∀ φ ∈ D0(Q0), ∀ φ ∈ Zr(Q0, 0)), (7)

¹ ¹äèíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1)-(3).

Òåîðåìó äîâîäÿòü çà ñõåìîþ äîâåäåííÿ òåîðåìè ç [4] iç âðàõóâàííÿì ëåìè 2.
3. Ïðî óçàãàëüíåíi ïî÷àòêîâi òà êðàéîâi çíà÷åííÿ ðåãóëÿðíèõ ðîçâ'ÿç-

êiâ. Ïðè ðåãóëÿðíié F0 ìîæíà ïî-iíøîìó ñôîðìóëþâàòè çàäà÷ó, íàäàâøè ïåâíîãî
ñåíñó âèêîíàííþ óìîâ (2) òà (3) äëÿ ¨¨ ðîçâ'ÿçêó.

Íåõàé ε ∈ (0, ε0), ε1 ∈ (0, ε10), Ω1ε � ïàðàëåëüíà äî Ω1 ïîâåðõíÿ, Ω0ε = Ωε �
ïiäîáëàñòü Ω0 ç ìåæåþ Ω1ε; Qiεε1 = Ωiε × (ε1, T ], i = 0, 1; ïðè φ ∈ D(Q1) âèçíà÷à¹ìî
φ(xε, t) = φ(x, t), ÿêùî (xε, t) ∈ Q1εε1 (òîáòî xε = x+ εν(x), x ∈ Ω1, t ∈ (ε1, T ]) ïðè
ε ∈ (0, ε02 ), ε1 ∈ (0, ε102 ), φ(xε, t) = 0, ÿêùî (xε, t) ∈ Q0ε0ε10 .

Îçíà÷åííÿ. Ðåãóëÿðíà â Q0 âåêòîð-ôóíêöiÿ u íàáóâà¹ óçàãàëüíåíèõ êðàéîâèõ
çíà÷åíü F ∈ D′(Q1), ÿêùî iñíó¹

lim
ε,ε1→0

∫
Q1εε1

φ′(xε, t)u(xε, t)dQ1 = (φ, F )1 ∀ φ ∈ D(Q1), (8)

íàáóâà¹ óçàãàëüíåíèõ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü F ∈ D′(Ω0), ÿêùî iñíó¹

lim
ε,t→0

∫
Ω0ε

φ′(x)u(x, t)dx = (φ,F )2 ∀ φ ∈ D(Ω0). (9)

Íåõàé
Mr(Q0) =

{
v ∈ L1,loc(Q0) :

∫
Q0

ϱr(x, t)|vj(x, t)|dx < +∞, j = 1, p
}
,

{B̃j(x, t,D)}j=0,2b−1 � ìàòðèöÿ Äiðiõëå ïîðÿäêó 2b ç êîåôiöi¹íòàìè ç D(Q1),

r � íàéìåíøå öiëå ÷èñëî ≥ r.

Òåîðåìà 2. ßêùî F0 ∈ L1(Q0)∩C(Q0), u ∈Mr(Q0)∩C2b,1
x,t (Q0) � ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè

(1) â Q0, r ≥ 0, òî
(i) u íàáóâà¹ óçàãàëüíåíèõ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü ç D′

r+2b(Ω0) (ç D
′(Ω0) ïîðÿäêó

ñèíãóëÿðíîñòi ≤ r + 2b) òà B̃ju íàáóâàþòü íà Q1 óçàãàëüíåíèõ êðàéîâèõ çíà÷åíü

ç D′
r+j+1(Q1) (iç D

′(Q1) ïîðÿäêiâ ñèíãóëÿðíîñòåé ≤ r + j), j = 0, 2b− 1.
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ßêùî âèêîíó¹òüñÿ (i) äëÿ ðîçâ'ÿçêó u ∈Mr(Q0) ∩ C2b,1
x,t (Q0) ñèñòåìè (1) â Q0

ïðè F0 ∈ C(Q0), òî u ∈ Mr(Q0) òîäi é òiëüêè òîäi, êîëè
∫
Q0
ψF0 dxdt ñêií÷åííèé

äëÿ âñiõ ψ ∈ D∗
r(Q0).

Äëÿ ðîçâ'ÿçêó u ∈ Mr(Q0) ∩ C2b,1
x,t (Q0) ñèñòåìè (1) â Q0 ïðè F0 ∈ C(Q0) òà

äåÿêîìó r ≥ 0 êîæíi äâi ç òðüîõ íàñòóïíèõ óìîâ çóìîâëþþòü âèêîíàííÿ òðåòüî¨:
âèêîíó¹òüñÿ (i) ïðè j = 0, b− 1;
u ∈Mr(Q0);∫
Q0
ϱb(x, t)|F0(x, t)|dxdt < +∞.

Äîâåäåííÿ. Ïîáóäó¹ìî ïîêðèòòÿ {Uj}p̂j=1 ÷àñòèíè Q∗ öèëiíäðà Q0, ùî ïðèëÿãà¹ äî

Q1∪Ω0, n+1-âèìiðíèìè îêîëàìè Uj . Îäíî÷àñíî îäåðæèìî ïîêðèòòÿ {Vj}p̂j=1 ái÷íî¨

ïîâåðõíi Q1 n-âèìiðíèìè îêîëàìè. Ìåæà Q∗ ñêëàäà¹òüñÿ ç Q1 ∪ Ω0 òà ïîâåðõíi

Q̃1 ∪ {t = ε1} â Q0. ×àñòèíó îáëàñòi Q∗ ìiæ öi¹þ ïîâåðõíåþ òà Q1εε1 ïîçíà÷èìî
÷åðåç Q∗

εε1 . Â êîæíîìó îêîëi Uj ââåäåìî âèïðÿìëÿþ÷ó ëîêàëüíó ñèñòåìó êîîðäèíàò

(ξ(j), t) = (ξ′(j), ξ
(j)
n , t) = (ξ

(j)
1 , . . . , ξ

(j)
n−1, ξ

(j)
n , t) ç ïî÷àòêîì ó äåÿêié òî÷öi Vj = Q1∩Uj

òà âiññþ ξn ó íàïðÿìi âíóòðiøíüî¨ íîðìàëi äî Q1 ó öié òî÷öi.

Íåõàé {e(l)(x)} � âiäïîâiäíå ïîêðèòòþ {Vl}p̂l=1 ðîçêëàäåííÿ îäèíèöi. Â îáëàñòi

Q∗
0εε1 = Q0εε1 \Q0ε0ε10 (ε ∈ (0, ε0), ε1 ∈ (0, ε10)) çàïèøåìî ôîðìóëó Ãðiíà

∫
Q∗

0εε1

(L∗Φε,ε1)
′udxdt−

∫
Q∗

0εε1

Φ′
ε,ε1F0dxdt =

2b−1∑
j=0

∫
Q1εε1∪Q1ε0ε10

C̃jΦε,ε1 · B̃judxdt (10)

äëÿ ðîçâ'ÿçêó u ∈ C2b,1
x,t (Q0) ∩ Mr(Q0) ñèñòåìè (1) òà âåêòîð-ôóíêöi¨ Φε,ε1 , ÿêà â

êðàéîâîìó êîîðäèíàòíîìó îêîëi Ul ó âèïðÿìëÿþ÷èõ ëîêàëüíèõ êîîðäèíàòàõ ìà¹

âèãëÿä Φ
(l)
ε,ε1 =

2b+r−1∑
i=0

(ξ
(l)
n − ε)iφ

(l)
i (ξ′(l), ε), äå φ

(l)
i = e(l)φi, φi � äîâiëüíi âåêòîð-

ôóíêöi¨ ç D(Vl), i = 0, 1, . . . , 2b − 1, φ2b, φ2b+1, . . . , φ2b+r−1 ∈ D(Vl), j = 0, 2b+ r − 1

i òàêi, ùî L∗Φ
(l)
ε,ε1 = ξrnφ̃, φ̃ ∈ C(Ul) (¨õí¹ iñíóâàííÿ âèïëèâà¹ ç ëåìè 4.1 [5] äëÿ

îïåðàòîðà L∗).
Ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç ïåðøîãî äîäàíêó â ëiâié ÷àñòèíi (10) äîðiâíþ¹ (ξn − ε)r

φ̂′(ξ′, ξn − ε, t)u, âåêòîð-ôóíêöiÿ φ̂ îáìåæåíà ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ξn − ε,
òîìó çãiäíî ç óìîâîþ u ∈ Mr(Q0) iñíó¹ ãðàíèöÿ ïðè ε, ε1 → 0 öüîãî äîäàí-
êó, ÿêà ç âèêîðèñòàííÿì ëåìè ç [13, c. 70] äîðiâíþ¹

∫
Q∗

0

ϱr(x)φ′(x, t)u(x, t)dxdt,

äå Q∗
0 = Q0 \ Q0ε0ε10 , φ îáìåæåíà òà ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì ó Ω0 × (0, T ]. Òà-

êîæ iñíó¹ Φ(l) = lim
ε,ε1→0

Φ
(l)
ε,ε1 ∈ D(Ul). Çà ïðèïóùåííÿì òåîðåìè ùîäî F0 iñíó¹

lim
ε,ε1→0

∫
Q∗

0εε1

Φ′
ε,ε1F0dxdt =

∫
Q∗

0

Φ′F0dxdt. Òîäi iñíó¹ òàêîæ ãðàíèöÿ ïðàâî¨ ÷àñòèíè (10),

ÿêà çà ëåìîþ ç [13, c. 70] äîðiâíþ¹ lim
ε,ε1→0

2b−1∑
j=0

∫
Q1εε1∪Q1ε0ε10

(C̃jΦ)
′ · B̃judxdt.
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Âèáèðàþ÷è ïî ÷åðçi âiäìiííîþ âiä íóëÿ ëèøå îäíó ç âåêòîð-ôóíêöié φ0, . . . ,
φ2b−1, ç iñíóâàííÿ ãðàíèöi âñi¹¨ ïðàâî¨ ÷àñòèíè (10) ïðè ε, ε1 → 0 îäåðæó¹ìî iñíó-

âàííÿ êîæíî¨ ç ãðàíèöü lim
ε,ε1→0

∫
Q1εε1

φ′(x, t)(B̃ju)(x, t)dxdt, çîêðåìà ãðàíèöü

lim
ε,ε1→0

∫
Q1εε1

φBjudxdt, lim
ε,ε1→0

∫
Q1εε1

φCjudxdt ∀ φ ∈ D(Q1).

Âðàõîâóþ÷è çíàéäåíó ïðè äîâåäåííi ëåìè 4.1 iç [5] (äèâ òàêîæ ëåìó 1 iç [11])
ëiíiéíó çàëåæíiñòü ôóíêöi¨ Φ âiä φ0, . . . , φ2b−1 òà ¨õíiõ ïîõiäíèõ (âiäïîâiäíî äî ïî-

ðÿäêiâ 2b+r−1, . . . , r), îäåðæó¹ìî, ùî B̃ju ìàþòü óçàãàëüíåíi êðàéîâi çíà÷åííÿ F̃j ç

D(Q1) ïîðÿäêiâ ñèíãóëÿðíîñòåé ≤ r+ j, j = 0, 2b− 1. Çîêðåìà, Bju, Cju íàáóâàþòü
íà Q1 äåÿêèõ óçàãàëüíåíèõ êðàéîâèõ çíà÷åíü âiäïîâiäíî Fj , F

c
j ∈ D(Q1) ïîðÿäêiâ

ñèíãóëÿðíîñòåé s(Fj) ≤ r + rj , s(F
c
j ) ≤ r +mj , j = 1,m.

Âèáèðàþ÷è âåêòîð-ôóíêöi¨ φj ∈ Dr+2b−j(Q1), j = 0, 2b− 1, ÿê âèùå çíàõî-

äèìî φ2b+j ∈ Dr+2b−j(Q1), j = 0, r − 1 i òàêó ψ = Φ ∈ D∗
r(Q0), ùî ψ |t=0 = 0,

C̃jψ = φ2b−j−1 ∈ Dr+j+1(Q1). Ïîäiáíî äî ïîïåðåäíüîãî îäåðæó¹ìî iñíóâàííÿ

(φ, F̃j)1 = lim
ε,ε1→0

∫
Q1εε1

φ′(x, t)(B̃ju)(x, t)dxdt äëÿ êîæíî¨ φ ∈ Dr+j+1(Q1),

òîáòî iñíóâàííÿ F̃j ∈ D′
r+j+1(Q1), çîêðåìà, Bju ∈ Dr+rj+1(Q1), Cju ∈ Dr+mj+1(Q1).

Çàïèøåìî ôîðìóëó Ãðiíà â îáëàñòi Q̃∗
0εε1 = Ωε × (ε1, ε01) äëÿ ðîçâ'ÿçêó

u ∈ C2b,1
x,t (Q0) ∩Mr(Q0) ñèñòåìè (1) òà âåêòîð-ôóíêöi¨ Ψ =

q∑
i=0

(t − ε1)
iψi(x)η1(t), äå

q = ( r
2b ), η1 ∈ C∞(R+), η1(t) = 1 ïðè t ∈ [0, ε013 ], η1(t) = 0 ïðè t ≥ 2ε01

3 , η1(t) ≤ 1,
ψ0 � äîâiëüíó âåêòîð-ôóíêöiþ ç D(Ω0), ψ1, . . . , ψq âèáèðàþòü çà ëåìîþ 4.2 [5] äëÿ
îïåðàòîðà L∗: ∫

Q̃∗
0εε1

t
r
2b ψ̃′(x, t)u(x, t)dxdt−

∫
Q̃∗

0εε1

Ψ′F0dxdt+ (11)

+
2b−1∑
j=0

∫
Q̃∗

1εε1

[(C̃Ψ)′(x, t) · (B̃ju)(x, t)dxdt = −
∫

Ω0ε

Ψ′(x, ε1)u(x, ε1)dx.

Òóò Q̃∗
1εε1 = Sε × (ε1, ε01), ψ̃ � îáìåæåíà ôóíêöiÿ ç êîìïàêòíèì íîñi¹ì ó

Q̃∗
0 = S× [0, ε10]. Çà óìîâàìè òåîðåìè òà âèçíà÷åíèì âèùå iñíóâàííÿì óçàãàëüíåíèõ

êðàéîâèõ çíà÷åíü B̃ju, j = 0, 2b− 1 iñíó¹ ãðàíèöÿ ïðè ε, ε1 → 0 ëiâî¨ ÷àñòèíè (11).
Òîäi ç (11) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ lim

ε,ε1→0

∫
Ω0ε

Ψ′(x, ε1)u(x, ε1)dx. Çà ëåìîþ ç [13, c. 70] öåé

âèðàç äîðiâíþ¹ lim
ε,ε1→0

∫
Ω0ε

ψ′
0(x)u(x, ε1)dx.

Íåõàé Fm+1� ôóíêöiîíàë íà D(Ω0), âèçíà÷åíèé ôîðìóëîþ

(ψ0, Fm+1)2 = lim
ε,ε1→0

∫
Ω0ε

ψ′
0(x)u(x, ε1)dx, ψ0 ∈ D(Ω0). (12)

Ç (11), âðàõîâóþ÷è ëåìó ç [13, c. 70], îäåðæó¹ìî
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|(ψ0, Fm+1)2| ≤ |
∫̃
Q∗

0

t
r
2b ψ̃′(x, t)u(x, t)dxdt|+ |

∫̃
Q∗

0

Ψ′F0dxdt|+
2b−1∑
j=0

|(C̃jΨ, F̃j)1|.

Ç äîâåäåííÿ ëåìè 4.2 ç [5] âèïëèâà¹ îöiíêà |ψ̃(x, t)| ≤ C sup
x∈Ω0,|α|≤s

|Dαψ0(x)|,

äå s = 2b( r
2b ) + 2b ≤ r + 2b;

m∑
j=1

(C̃jΨ, F̃j)1 òàêîæ ¹ ëiíiéíîþ ôóíêöi¹þ ψ0 òà ¨¨

ïîõiäíèõ äî ïîðÿäêó r+2b. Òîìó Fm+1 � ëiíiéíèé íåïåðåðâíèé ôóíêöiîíàë íàD(Ω0),
s(Fm+1) ≤ 2b+ r.

Âèáèðàþ÷è ψ0 ∈ Dr+2b(Ω0), ÿê âèùå çíàõîäèìî ψi ∈ Dr+2b(1−i)(Ω0), i = 1, . . . ,

( r
2b ) òà Ψ ∈ D∗

r(Q0). Îòæå, ôóíêöiîíàë (12) íàëåæèòü D′
r+2b(Ω0).

Äðóãå òâåðäæåííÿ òåîðåìè âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi (10).

Ïðè Φε(ξ) =
2b+r−1∑

i=b

(ξn − ε)iφi(ξ
′, ε) ó ôîðìóëàõ (10), (11) ìàòèìåìî âiäìiííèìè

âiä íóëÿ äîäàíêè òiëüêè ïðè j = b, 2b+ r − 1 i

|Φ(ξ′, ξn)| ≤ Cξbn ·
∑

|k|≤2b+r−p−1

sup
ξ′⊂S

|( ∂
∂ξ′ )

kφp(ξ
′)|, p = b, 2b− 1.

Òîìó àíàëîãi÷íî îäåðæó¹ìî òðåò¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. �

Çàóâàæåííÿ 1. Òåîðåìà ïðàâèëüíà ïðè çàìiíi D′
r+2b(Ω0) íà Z

′
r+2b(Ω0), D′

r+j+1(Q1)
íà Z ′

r+j+1(Q1, 0), âiäïîâiäíî, D∗
r(Q0) íà Z

∗
r (Q0, 0).

Ïðèïóùåííÿ:

F': F0 ∈ Hγ(Q0) ∩ L1(Q0), γ ∈ (0, 1), Fj ∈ D′(Q1), j = 1,m, Fm+1 ∈ D′(Q2),
s(Fj) ≤ sj , j = 1,m+ 1, r ≥ s′0 = max

1≤j≤m+1
(sj − rj − (j));

F: F0 ∈ Hγ(Q0) ∩ L1(Q0), γ ∈ (0, 1), F1, . . . , Fm ∈ D0′(Q1), Fm+1 ∈ D0′(Q2),
s(Fj) ≤ sj , j = 1,m+ 1, r ≥ s′0;

Fr: F0 ∈ Hγ(Q0) ∩ L1(Q0), γ ∈ (0, 1), r ≥ 0,
Fj ∈ D′

r+rj+1(Q1), j = 1,m, Fm+1 ∈ X ′
r(Q2) (Fj ∈ D0′(Q(j)), s(Fj) ≤ [r]+rj+(j),

j = 1,m+ 1);
Zr: F0 ∈ Hγ(Q0) ∩ L1(Q0), γ ∈ (0, 1), r ≥ 0,

Fj ∈ Z ′
r+rj+1(Q1, 0), j = 1,m, Fm+1 ∈ Z ′

r+2b(Q2).

Äðóãå ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i (1)-(3). Íåõàé âèêîíàíî îäíå ç ïðèïóùåíü F',

F, Fr, Zr. Çíàéòè â îáëàñòi Q0 ðîçâ'ÿçîê u ∈ C2b,1
x,t (Q0) ∩Mr(Q0) ñèñòåìè (1), ÿêèé

íàáóâà¹ óçàãàëüíåíèõ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü Fm+1 (çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (3) â ñåíñi (9)),
à Bju íàáóâàþòü óçàãàëüíåíèõ êðàéîâèõ çíà÷åíü Fj , òîáòî

lim
ε,ε1→0

∫
Q1εε1

φ(x, t)Bju(x, t)dQ1 = (φ,Fj)1 ∀ φ ∈ D(Q1). (13)

Òåîðåìà 3. Çà êîæíîãî ç ïðèïóùåíü F, Fr, Zr ðîçâ'ÿçîê u ∈ C2b,1
x,t (Q0) ∩Mr(Q0)

çàäà÷i (1)-(3) ó ïåðøîìó ôîðìóëþâàííi ¹ ¨¨ ðîçâ'ÿçêîì ó äðóãîìó ôîðìóëþâàííi é
íàâïàêè.
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Äîâåäåííÿ. Ââàæà¹ìî âèêîíàíèì ïðèïóùåííÿ Fr. Â iíøèõ âèïàäêàõ äîâåäåííÿ àíà-
ëîãi÷íå.

Íåõàé u ∈ C2b,1
x,t (Q0) ∩ Mr(Q0) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i â äðóãîìó ôîðìóëþâàííi,

òîáòî ¹ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1),(9),(13). Çàïèøåìî ôîðìóëó Ãðiíà äëÿ u òà äîâiëüíî¨
ψ ∈ Xr(Q0) â îáëàñòi Q0εε1∫

Q0εε1

(L∗ψ)′udxdt−
∫

Q0εε1

ψ′F0dxdt = (14)

=
m∑
j=1

∫
Q1εε1

[
ĈjψBju− B̂jψCju

]
dxdt+

∫
Ω0ε

ψ(x, ε1)u(x, ε1)dx.

Çà ïðèïóùåííÿì òåîðåìè òà çà òåîðåìîþ 2 iñíóþòü ãðàíèöi ïðè ε, ε1 → 0 êîæ-
íîãî ç äîäàíêiâ (14). Ïåðåõîäÿ÷è â (14) äî ãðàíèöi, êîëè ε, ε1 → 0, çàñòîñîâóþ÷è äî
ïðàâî¨ ÷àñòèíè ëåìó ç [13, c. 70], óìîâè (9), (13), îäåðæèìî∫

Q0

(L∗ψ)′udxdt−
∫
Q0

ψ′F0dxdt =

=
m∑
j=1

lim
ε,ε1→0

∫
Q1εε1

(
lim
ε→0

(
Ĉjψ(xε, t)

)
·Bju(xε, t)dxdt−

−
m∑
j=1

lim
ε,ε1→0

∫
Q1εε1

(
lim
ε→0

(B̂jψ)(xε, t)
)
· Cju(xε, t)dxdt+

+ lim
ε,ε1→0

∫
Ω0ε

(
lim
ε1→0

ψ′(x, ε1)
)
u(x, ε1)dx =

=
m∑
j=1

lim
ε,ε1→0

∫
Q1εε1

(Ĉjψ)(x, t)
)
(Bju)(x, t)dxdt+ lim

ε,ε1→0

∫
Ω0ε

ψ′(x, 0)u(x, ε1)dx =

=
m∑
j=1

(Ĉjψ, Fj)1 + (ψ(y, 0), Fm+1(y))2,

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè � u çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü (6) äëÿ äîâiëüíî¨ ψ ∈ Xr(Q0).

Íàâïàêè, ÿêùî u ∈ C2b,1
x,t (Q0)∩Mr(Q0) � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i â ïåðøîìó ôîðìóëþ-

âàííi, òîáòî çàäîâîëüíÿ¹ òîòîæíiñòü (6) äëÿ äîâiëüíî¨ ψ ∈ Xr(Q0), òî, çîêðåìà, äëÿ
ψ ∈ D(Q0) ç (6) îòðèìà¹ìî

∫
Q0

(L∗ψ)′udxdt −
∫
Q0

ψ′F0dxdt = 0. Çà ãiïîåëiïòè÷íiñòþ

îïåðàòîðà L, u � êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ñèñòåìè (1) â Q0. Ç ëåìè 1 âèïëèâà¹, ùî äëÿ
äîâiëüíèõ φj ∈ Dr+2b−rj−1(Q1) (D(Q1)), j = 1,m, φm+1 ∈ Xr(Ω0) (D(Ω0)) iñíó¹ òàêà

ψ ∈ Xr(Q0), ùî Ĉjψ(xε, t) → φj(x, t) ïðè ε → 0, j = 1,m, ψ(x, 0) = φm+1(x), x ∈ Ω0.
Äëÿ òàêî¨ ψ iñíó¹ (L∗ψ, u)0 = lim

ε,ε1→0

∫
Q0εε1

(L∗ψ)′udxdt, çà òåîðåìîþ 2 Bju íàáóâà¹

íà Q1 äåÿêèõ óçàãàëüíåíèõ êðàéîâèõ çíà÷åíü ç D′
r+rj+1(Q1), à Cju � ç D′

r+mj+1(Q1)

(ç D′(Q1) ïîðÿäêiâ ñèíãóëÿðíîñòåé ≤ r + rj òà ≤ r +mj âiäïîâiäíî), u íàáóâà¹ äå-

ÿêèõ óçàãàëüíåíèõ ïî÷àòêîâèõ çíà÷åíü ç D′
r+2b(Ω0) (ç D

′(Ω0) ïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi
≤ r + 2b). Òîìó iñíó¹ ãðàíèöÿ ïðè ε, ε1 → 0 êîæíîãî ç äîäàíêiâ ó (14). Ïåðåõîäÿ÷è
äî ãðàíèöi â (14) òà âiäíiìàþ÷è îäåðæàíó òîòîæíiñòü âiä (6), îòðèìà¹ìî

lim
ε,ε1→0

m∑
j=1

∫
Q1εε1

[
(Ĉjψ)Bju− (B̂ju)Cju

]
dQ1ε + lim

ε,ε1→0

∫
Ω0ε

ψ′(x, ε1)u(x, ε1)dx =
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=
m∑
j=1

(Ĉjψ, Fj)1 + (ψ(x, 0), Fm+1)2,

à âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó ç [13, c. 70]

lim
ε,ε1→0

m∑
j=1

∫
Q1εε1

φj(x, t)Bju(x, t)dxdt+ lim
ε,ε1→0

∫
Ω0ε

φ′
m+1(x)u(x, ε1)dx =

=
m∑
j=1

(φj , Fj)1 + (φm+1(x), Fm+1)2.

Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è äîâiëüíiñòü φ1, . . . , φm+1, îäåðæó¹ìî (9) òà (13). �

Òåîðåìà 4. Çà êîæíîãî ç ïðèïóùåíü F', F, Fr, Zr âåêòîð-ôóíêöiÿ

u(x, t) =

∫
Q0

G0(x, t, y, τ)F0(y, τ)dydτ+ (15)

+
m∑
j=1

(Gj(x, t, ·, ·), Fj)1 + (G0(x, t, ·, 0), Fm+1)2, (x, t) ∈ Q0

¹ ðîçâ'ÿçêîì êëàñó C2b,1
x,t (Q0) ∩Mr(Q0) çàäà÷i (1), (9), (13).

Äîâåäåííÿ. Çà íàâåäåíèìè âèùå âëàñòèâîñòÿìè ìàòðèöü Gj , j = 0,m+ 1 âåêòîð-
ôóíêöiÿ (15) ¹ êëàñè÷íèì ðîçâ'ÿçêîì ñèñòåìè (1) â Q0, à ç âèêîðèñòàííÿì àíàëîãà
òåîðåìè Ôóáiíi ([12, c. 132]), ïåðåêîíó¹ìîñü, ùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (9) òà (13).
Ïîêàæåìî, ùî u ∈Mr(Q0). Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäêè F' òà F.

Çà îçíà÷åííÿì ïîðÿäêó ñèíãóëÿðíîñòi óçàãàëüíåíî¨ ôóíêöi¨

u(x, t) =
∫
Q0

G0(x, t, y, τ)F0(y, τ)dydτ +
∑

|α|≤sm+1

Dα
y

∫
Ω0

G0(x, t, y, 0)fm+1,α(y)dy+

+
m∑
j=1

∑
|α|≤sj

Dα
y,τ

∫
Q1

Gj(x, t, y, τ) · fj,α(y, τ)dydτ ,

äå fjα ∈ L1(Q1).

Âèùå ïîêàçàíî îáìåæåíiñòü
∫
Q0

ϱr(x, t)G0ik(x, t, y, τ)dxdt â Q0, i, k = 1, p. ßêùî

ðiâíîìiðíî çà y ∈ Q1, τ ∈ [0, T ] îáìåæåíi
∫
Q0

ϱr(x, t)
p∑

k=1

∣∣Dα
yG0ik(x, t, y, 0)

∣∣dxdt òà
∫
Q0

ϱr(x, t)
p∑

k=1

∣∣∣Dα
y,τGjk(x, t, y, τ)

∣∣∣dxdt, âiäïîâiäíî äëÿ |α| ≤ sm+1, i, k = 1, p, |α| ≤ sj ,

j = 1,m, òî îäåðæèìî ñêií÷åííiñòü∫
Q0

( ∫
Q0

ϱr(x, t)

p∑
k=1

|G0ik(x, t, y, τ)|dxdt
)∣∣F0k(y, τ)

∣∣dydτ+
m∑
j=1

∑
|α|≤sj

∫
Q1

( ∫
Q0

ϱr(x, t)

p∑
k=1

∣∣∣Dα
y,τGjik(x, t, y, τ)

∣∣∣dxdt)∣∣fjαk(y, τ)∣∣dydτ+
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∑
|α|≤sm+1

∫
Ω0

( ∫
Q0

ϱr(x, t)

p∑
k=1

∣∣Dα
yG0ik(x, t, y, 0)

∣∣dxdt)|fm+1,α,k(y)|dy.

Âðàõîâóþ÷è îöiíêè (5), îäåðæó¹ìî, ùî ïðè r − λj > −1 äëÿ âñiõ |α| ≤ sj ,

j = 1,m, òîáòî ïðè r > s′0, âèêîíó¹òüñÿ u ∈Mr(Q0).
Ó âèïàäêó ïðèïóùåííÿ Fr âèêîðèñòîâó¹ìî ëåìó 2, çà ÿêîþ∫

Q0

ϱr(x, t)Gj(x, t, ·, ∗)dxdt ∈ Dr+rj+1(Q1), j = 1,m,∫
Q0

ϱr(x, t)Gm+1(x, t, ·, 0)dxdt ∈ Dr+2b(Q2).

Çà àíàëîãîì òåîðåìè Ôóáiíi [12, c. 132]∫
Q0

ϱr(x, t)(Gj(x, t, y, τ), Fj(y, τ))1dxdt =
( ∫
Q0

ϱr(x, t)Gj(x, t, y, τ)dxdt, Fj(y, τ)
)
1
,

∫
Q0

ϱr(x, t)(G0(x, t, y, 0), Fm+1(y))2 =
( ∫
Q0

ϱr(x, t)G0(x, t, y, 0)dxdt, Fm+1(y)
)
2
,

òîìó öi âèðàçè ¹ ñêií÷åííèìè äëÿ äîâiëüíîãî r ≥ 0. Àíàëîãi÷íî ó âèïàäêó ïðèïó-
ùåííÿ Zr. �

Íàñëiäîê 1. Çà êîæíîãî ç ïðèïóùåíü F, Fr, Zr âåêòîð-ôóíêöiÿ (15) ¹ ¹äèíèì
ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1)-(3) ó äâîõ ôîðìóëþâàííÿõ.

Âèñíîâêè. Îäåðæàíî òåîðåìè ïðî iñíóâàííÿ, ¹äèíiñòü òà çîáðàæåííÿ ðîçâ'ÿç-
êó íîðìàëüíî¨ ïàðàáîëi÷íî¨ êðàéîâî¨ çàäà÷i ç ïðàâèìè ÷àñòèíàìè ç âàãîâèõ ïðîñ-
òîðiâ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié. Äîâåäåíî òåîðåìó ïðî óìîâè åêâiâàëåíòíîñòi ó äâîõ
ðiçíèõ ôîðìóëþâàííÿõ ðåãóëÿðíîãî â îáëàñòi ðîçâ'ÿçêó ïðè êðàéîâèõ i ïî÷àòêîâèõ
äàíèõ ç âàãîâèõ ïðîñòîðiâ óçàãàëüíåíèõ ôóíêöié.
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GENERALIZED INITIAL AND BOUNDARY VALUES OF
THE SOLUTIONS OF THE PARABOLIC SYSTEM EQUATIONS
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The uniquely existence theorems and the representation of the solutions
of the linear normal parabolic boundary value problems with right-hand sides
from the weight spaces of the generalized functions are obtained. The conditions
of the equivalence in two de�nitions of the regular solution in domain under
boundary and initial data from some weight spaces of the generalized functions
are founded.
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