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Çàïðîïîíîâàíî êëàñèôiêàöiþ içîëüîâàíèõ îñîáëèâèõ òî÷îê ñóáãàðìî-
íiéíèõ ôóíêöié. Äîâåäåíî âçà¹ìîçâ'ÿçêè ìiæ iíòåãðàëüíèìè ñåðåäíiìè òà
ìiðàìè Ðiñà ñóáãàðìîíiéíèõ ôóíêöié ó ïðîêîëîòèõ îêîëàõ içîëüîâàíèõ
îñîáëèâîñòåé.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ñóáãàðìîíiéíà ôóíêöiÿ, içîëüîâàíà îñîáëèâà òî÷êà,
ìiðà Ðiñà, óñóâíà îñîáëèâà òî÷êà.

1. Âñòóï. Íåõàé ôóíêöiÿ u(x) ñóáãàðìîíiéíà â äåÿêîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi
òî÷êè x0 ∈ Rm, m > 2, òîáòî, â G\{x0}, äå G � âiäêðèòà ìíîæèíà â Rm i u òîòîæ-
íî âiäìiííà âiä −∞. Òîäi öÿ òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ içîëüîâàíîþ îñîáëèâîþ òî÷êîþ
ôóíêöi¨ u.

ßêùî F � ïiäìíîæèíà ìíîæèíè G, ôóíêöiÿ u ñóáãàðìîíiéíà â G\F i iñíó¹
ñóáãàðìîíiéíà â G ôóíêöiÿ ũ òàêà, ùî ũ = u(x) ïðè x ∈ G\F , òî ìíîæèíà F íàçè-
âà¹òüñÿ óñóâíîþ, à ôóíêöiÿ ũ íàçèâà¹òüñÿ ñóáãàðìîíiéíèì ïðîäîâæåííÿì ôóíêöi¨
u íà F [1].

Îçíà÷åííÿ 1 ([2], c. 233). Êîìïàêòíà ìíîæèíà F ⊂ Rm íàçèâà¹òüñÿ ïîëÿðíîþ,
ÿêùî iñíó¹ ñóáãàðìîíiéíà â Rm ôóíêöiÿ u, ñêií÷åííà â êîæíié òî÷öi x ∈ Rm\F i
u(x) = −∞ íà F .

�ìíiñòü òàêî¨ êîìïàêòíî¨ ìíîæèíè äîðiâíþ¹ 0.
Íåõàé F � ïîëÿðíà ìíîæèíà â Rm, G � âiäêðèòà ìíîæèíà â Rm i iñíó¹ u �

ñóáãàðìîíiéíà ôóíêöiÿ â G\F . Ôóíêöiÿ u ïðîäîâæó¹òüñÿ ñóáãàðìîíiéíî íà F òîäi i
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ëèøå òîäi, êîëè âîíà îáìåæåíà çâåðõó íà G\F [2, c. 255]. Ó öüîìó ðàçi ¨¨ ñóáãàðìî-
íiéíå ïðîäîâæåííÿ ũ íà G çàäà¹òüñÿ òàêèì ñïiââiäíîøåííÿì [1, c. 59]:

ũ(x) =

u(x), x ∈ G\F,
lim

y→x,y∈G\F
supu(y), x ∈ F.

Òàêå ïðîäîâæåííÿ ũ íà G ¹äèíå. Ó âèïàäêó F = {x0} òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ óñóâíîþ
òî÷êîþ ôóêíöi¨ u. Â [3] ìè ïîäàëè çîáðàæåííÿ ñóáãàðìîíiéíî¨ ôóíêöi¨ u â îêîëi
¨¨ içîëüîâàíî¨ óñóâíî¨ òî÷êè. Íàøà ìåòà � âèâ÷èòè âçà¹ìîçâ'ÿçêè ìiæ ïîâåäiíêîþ
ôóíêöi¨ u â òåðìiíàõ iíòåãðàëüíèõ ñåðåäíiõ i ðîçïîäiëîì ¨¨ ìàñ Ðiñà â îêîëi äî-
âiëüíî¨ içîëüîâàíî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè. Çàëåæíî âiä öüîãî ìè ïîäà¹ìî êëàñèôiêàöiþ
içîëüîâàíèõ îñîáëèâèõ òî÷îê ñóáãàðìîíiéíèõ ôóíêöié.

2. Êëàñèôiêàöiÿ içîëüîâàíèõ îñîáëèâèõ òî÷îê ñóáãàðìîíiéíèõ ôóíê-

öié. ßê áóëî çàçíà÷åíî ó Âñòóïi, òî÷êà x0 � óñóâíà òî÷êà ñóáãàðìîíiéíî¨ ôóíêöi¨
u òîäi i ëèøå òîäi, êîëè u îáìåæåíà çâåðõó â äåÿêîìó ¨¨ ïðîêîëîòîìó îêîëi. Âiäòàê
iíøi içîëüîâàíi îñîáëèâi òî÷êè ìîæåìî êëàñèôiêóâàòè òàê.

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé x0 � içîëüîâàíà îñîáëèâà òî÷êà ñóáãàðìîíiéíî¨ ôóíêöi¨ u i
u(x) íåîáìåæåíà çâåðõó â êîæíîìó ¨¨ ïðîêîëîòîìó îêîëi.

1. Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ ïîçèòèâíèì ïîëþñîì, ÿêùî iñíóþòü ïðîêîëîòèé
îêië G\{x0} i ñòàëà C > 0 òàêi, ùî

u(x) 6 C log
1

|x− x0|
, m = 2,

u(x) 6 C|x− x0|2−m, m > 3. (1)

2. Òî÷êà x0 íàçèâà¹òüñÿ iñòîòíî îñîáëèâîþ â iíøîìó (ïðîòèëåæíîìó) âè-
ïàäêó.

Ó âèïàäêó m = 2, u = log |f |, f(z) � ãîëîìîðôíà â G\{z0}, òî÷êà z0 áóäå
âiäïîâiäíî óñóâíîþ, ïîëþñîì ÷è iñòîòíî îñîáëèâîþ òî÷êîþ ôóíêöi¨ f .

Ñïðàâäi, ó öüîìó âèïàäêó z0 � óñóâíà òî÷êà ôóíêöi¨ f òîäi i ëèøå òîäi, êîëè
f îáìåæåíà â êîæíîìó ¨¨ ïðîêîëîòîìó îêîëi, ùî åêâiâàëåíòíî îáìåæåíîñòi log |f |
çâåðõó. Òî÷êà z0 ïîëþñ ôóíêöi¨ f òîäi i ëèøå òîäi, êîëè |f(z)| → +∞, ïðè z → ∞.
Ó öüîìó ðàçi iñíó¹ n ∈ N òàêå, ùî

f(z) =
ϕ(z)

(z − z0)n
,

äå ϕ ãîëîìîðôíà â òî÷öi z0, ϕ(z0) ̸= 0. Öå åêâiâàëåíòíî òîìó, ùî log |f(z)| → +∞,
ïðè z → z0 i log |f(z)| 6 C log 1

|z−z0| â êîæíîìó ïðîêîëîòîìó îêîëi òî÷êè z0, äå C �

äåÿêà ñòàëà. Â iíøèõ âèïàäêàõ òî÷êà z0 iñòîòíî îñîáëèâà.
3. Iíòåãðàëüíi ñåðåäíi òà ìiðà Ðiñà ñóáãàðìîíiéíî¨ ôóíêöi¨ â îêîëi

óñóâíî¨ òî÷êè. Îñêiëüêè âëàñòèâiñòü ñóáãàðìîíiéíîñòi çáåðiãà¹òüñÿ ïðè çñóâàõ i
ðîçòÿãàõ ÷è ñòèñêàõ îáëàñòi ¨¨ âèçíà÷åííÿ, òî ìîæåìî ââàæàòè, ùî x0 = 0 i ùî G
êðóã ÷è êóëÿ ðàäióñà áiëüøîãî çà 1. Çà öèõ äîìîâëåíîñòåé ÷åðåç I(r, u) àáî êîðîòêî
I(r) áóäåìî ïîçíà÷àòè iíòåãðàëüíi ñåðåäíi ñóáãàðìîíiéíî¨ ôóíêöi¨ u ïî ñôåði Sr
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ðàäióñà r ç öåíòðîì x0 = 0,

I(r) = I(r, u) =
1

|Sr|

∫
|x|=r

u(x)dσ, 0 < r 6 1,

äå |Sr| ïëîùà ñôåðè Sr, à dσ � åëåìåíò ¨¨ ïëîùi.

Ëåìà 1. ßêùî x0 � óñóâíà òî÷êà ñóáãàðìîíiéíî¨ ôóíêöi¨ u, òî

lim
ε→0

I(ε, u) = ũ(0), (2)

äå ũ � ñóáãàðìîíiéíå ïðîäîâæåííÿ u íà G.

Äîâåäåííÿ. Ïðèéìåìî I(ε, u) = I(ε, ũ). Ç íåðiâíîñòi ũ(0) 6 I(ε, ũ(0)) òà íàïiâíå-
ïåðåðâíîñòi çâåðõó ôóíêöi¨ ũ âèïëèâà¹, ùî I(ε, ũ(0)) → ũ(0) ïðè ε → 0. Çâiäñè
îäåðæó¹ìî (2). �

Ó âèïàäêó óñóâíî¨ òî÷êè áóäåìî ââàæàòè, ùî ôóíêöiÿ u äîâèçíà÷åíà â òî÷öi
x0 = 0 ôîðìóëîþ 2 i çàìiñòü ũ ïèñàòèìåìî u.

Äëÿ içîëüîâàíî¨ îñîáëèâî¨ òî÷êè x0 = 0 äîâiëüíîãî õàðàêòåðó ôóíêöiÿ ðîçïîäi-
ëó ν(t) ìiðè Ðiñà µ ôóíêöi¨ u âèçíà÷à¹òüñÿ òàê [4]:

ν(t)− ν(t0) = µ({x : t0 < x 6 t}), t0 < t < 1,

ν(t0)− ν(t) = µ({x : t < x 6 t0}), 0 < t < t0,

äå çíà÷åííÿ t0 ∈ (0, 1) òà ν(t0) ∈ R âèáèðàþòü äîâiëüíèìè. Ôóíêöiÿ ν(t) íåñïàäíà,
íåïåðåðâíà ñïðàâà íà (0, 1) i âèçíà÷åíà ç òî÷íiñòþ äî ñòàëî¨.

Äëÿ óñóâíî¨ òî÷êè x0 = 0 ñóáãàðìîíiéíî¨ ôóíêöi¨ u â [3] ç'ÿñóâàëè, ùî ãðàíèöÿ

lim
t→0

ν(t) := ν(+0)

ñêií÷åííà, à òàêîæ, ùî

lim
ε→0

1

log ε
I(ε) := γ ∈ [0,+∞), m = 2,

lim
ε→0

(−εm−2I(ε)) := γ ∈ [0,+∞), m > 3. (3)

Ìè ïîäà¹ìî òàêó êëàñèôiêàöiþ óñóâíèõ îñîáëèâèõ òî÷îê.

Îçíà÷åííÿ 3. Óñóâíà òî÷êà x0 = 0 ñóáãàðìîíiéíî¨ ôóíêöi¨ u íàçèâà¹òüñÿ:

i) çâè÷àéíîþ, ÿêùî −∞ < ũ(0);
ii) óñóâíîþ òî÷êîþ I ðîäó, ÿêùî u(0) = −∞ i iíòåãðàë

1∫
0

ν(t)− ν(+0)

tm−1
dt (4)

çáiãà¹òüñÿ;
iii) óñóâíîþ òî÷êîþ II ðîäó, ÿêùî ũ(0) = −∞ i iíòåãðàë (4) ðîçáiãà¹òüñÿ.

Â òåðìiíàõ iíòåãðàëüíèõ ñåðåäíiõ i ôóíêöi¨ ðîçïîäiëó ν(t) ìiðè Ðiñà ôóíêöi¨ u
öi òî÷êè õàðàêòåðèçóþòüñÿ òàê.

Òåîðåìà 1. Âèêîíóþòüñÿ òàêi òâåðäæåííÿ:
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à) ÿêùî x0 = 0 � çâè÷àéíà óñóâíà òî÷êà ñóáãàðìîíiéíî¨ ôóíêöi¨ u, òî

I(r)− u(0) =

r∫
0

ν(t)− ν(+0)

tm−1
dt, 0 < r < 1;

á) ÿêùî x0 = 0 � óñóâíà òî÷êà I ðîäó, òî

I(r)− γ log r =

r∫
0

ν(t)− ν(+0)

t
+ γ1, m = 2,

äå

γ1 = lim
ε→0

(I(ε)− γ log ε),

i

I(r) + γr2−m = (m− 2)

r∫
0

ν(t)− ν(+0)

tm−1
dt+ γ1, m > 3,

äå

γ1 = lim
ε→0

(I(ε) + γε2−m);

â) ÿêùî x0 = 0 � óñóâíà òî÷êà II ðîäó, òî

I(r)− γ log r = lim
ε→0

 r∫
ε

ν(t)− ν(+0)

t
dt+ I(ε)− γ log ε

 , m = 2

i

I(r) + γr2−m = lim
ε→0

(m− 2)

r∫
ε

ν(t)− ν(+0)

tm−1
dt+ I(ε) + γε2−m

 , m > 3.

Äëÿ äîâåäåííÿ Òåîðåìè 1 íàì ïîòðiáíà ëåìà.

Ëåìà 2. ßêùî x0 = 0 � óñóâíà òî÷êà ñóáãàðìîíiéíî¨ ôóíêöi¨ u, òî ïðè 0 < r0 <
< r < 1 âèêîíó¹òüñÿ

1

log r0 − log r

r∫
r0

ν(t)− ν(+0)

t
dt =

I(r)− I(r0)

log r0 − log r
+ γ, m = 2,

m− 2

r2−m0 − r2−m

r∫
r0

ν(t)− ν(+0)

tm−1
dt =

I(r)− I(r0)

r2−m0 − r2−m
− γ, m > 3. (5)

Äîâåäåííÿ. Â [5], [4] äîâåäåíî òàêèé àíàëîã ôîðìóëè �íñåíà ïðè 0 < s < r0 < r < 1

1

log r0 − log r

r∫
r0

ν(t)

t
− 1

log s− log r0

r0∫
s

ν(t)

t
=

=
I(r)− I(r0)

log r0 − log r
− I(r0)− I(s)

log s− log r0
, m = 2
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i

m− 2

r2−m0 − r2−m

r∫
r0

ν(t)

tm−1
− m− 2

s2−m − r2−m0

r0∫
s

ν(t)

tm−1
=

=
I(r)− I(r0)

r2−m0 − r2−m
− I(r0)− I(s)

s2−m − r2−m0

, m > 3. (6)

Ñïðÿìóâàâøè s äî íóëÿ i âðàõóâàâøè (3), áà÷èìî, ùî îñòàíí¹ âiäíîøåííÿ ïðàâîãî
áîêó (6) ïðÿìó¹ äî γ. Îòîæ, ìè îòðèìó¹ìî âèðàç ç ïðàâîãî áîêó (5). Ùîäî ëiâîãî
áîêó (6), òî ïîêàæåìî, ùî

lim
s→+0

1

log s− log r0

r0∫
s

ν(t)

t
dt = ν(+0), m = 2, (7)

òà

lim
s→+0

m− 2

s2−m − r2−m0

r0∫
s

ν(t)

tm−1
dt = ν(+0), m > 3 (8)

i îòðèìà¹ìî âèðàç ç ëiâîãî áîêó (5). Ïîêàæåìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ (8).
Îñêiëüêè ν(t) íåñïàäíà, òî

ν(+0) =
(m− 2)ν(+0)

s2−m − r2−m0

r0∫
s

dt

tm−1
6 m− 2

s2−m − r2−m0

r0∫
s

ν(t)

tm−1
dt. (9)

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè çíà÷åííÿ ν(+0) ñêií÷åííå, òî äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 çíàé-
äåòüñÿ s0 > 0 òàêå, ùî ν(s) < ν(+0) + ε ïðè 0 < s < s0. Òîìó âèðàç ç ïðàâîãî áîêó
(9) íå ïåðåâèùó¹

(ν(+0) + ε)
s2−m − s2−m0

s2−m − r2−m0

+
m− 2

s2−m − r2−m0

r0∫
s0

ν(t)

tm−1
dt.

Ñïðÿìóâàâøè s äî íóëÿ, îäåðæèìî, ùî ïðàâèé áiê (9) íå ïåðåâèùó¹ ν(+0)+ ε. Âðà-
õîâóþ÷è äîâiëüíiñòü ε òà (9), îòðèìà¹ìî (8). Ñïiââiäíîøåííÿ (7) äîâîäèòüñÿ àíàëî-
ãi÷íî. Ëåìó 2 äîâåäåíî. �

Äîâåäåííÿ Tåîðåìè 1.

Äîâåäåííÿ. ßêùî x0 = 0 � çâè÷àéíà óñóâíà òî÷êà, òî çãiäíî ç Ëåìîþ 1 u(0) =
= I(+0) ̸= −∞ i ç (3) âèïëèâà¹, ùî γ = 0. Ñêîðîòèâøè (5) íà ìíîæíèê ïåðåä
iíòåãðàëîì i ñïðÿìóâàâøè r0 äî íóëÿ, îäåðæèìî a.

ßêùî x0 = 0 � óñóâíà òî÷êà I ðîäó, òî ñïiââiäíîøåííÿ (5) äà¹

I(r)− γ log r =

r∫
0

ν(t)− ν(+0)

t
dt+ lim

r0→0
(I(r0)− γ log r0), m = 2

i

I(r) + γr2−m = (m− 2)

r∫
0

ν(t)− ν(+0)

tm−1
dt+ lim

r0→0
(I(r0) + γr2−m0 ), m > 3,
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òîáòî á. Òâåðäæåííÿ â âèïëèâà¹ áåçïîñåðåäíüî ç (5). Òåîðåìà 1 äîâåäåíà. �

Çàóâàæåííÿ 1. Ïîðiâíþþ÷è ðiâíiñòü ïóíêòó a Òåîðåìè 1 ç êëàñè÷íèì àíàëîãîì
ôîðìóëè �íñåíà äëÿ ñóáãàðìîíiéíèõ ôóíêöié (äèâ., íàïðèêëàä, [2]), áà÷èìî, ùî

ν(t)− ν(t0) = n(t),

äå n(t) = µ({x : |x| 6 t}).

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî âñi âèïàäêè Îçíà÷åííÿ 3 ìîæëèâi. Ïðèêëàäè âèïàäêó a
äîáðå âiäîìi. Ôóíêöi¨ u(x) = log |x| ïðè m = 2 i u(x) = −|x|2−m ïðè m > 3, âèçíà÷åíi
â Rm\{0}, ìàþòü óñóâíó òî÷êó x0 = 0 I ðîäó, áî âîíè ãàðìîíiéíi i çà ν(t) ìîæíà
âçÿòè òîòîæíèé íóëü.

Ïîäàìî ïðèêëàä ñóáãàðìîíiéíî¨ ôóíêöi¨ ç óñóâíîþ òî÷êîþ II ðîäó. Íåõàé
z = x+ iy,

u(ζ) =

∫
|z|61

log |z − ζ|dxdy
(1− log |z|)2|z|2

.

Âîíà ñóáãàðìîíiéíà â R2 ÿê ëîãàðèôìi÷íèé ïîòåíöiàë. Îòðèìàëè u(0) = −∞ i

ν(t)− ν(+0) =
1

2π

∫
|z|6t

dxdy

(1− log |z|)2|z|2
=

=

t∫
0

dτ

(1− log τ)2τ
=

1

1− log t
, 0 < t 6 1.

Iíòåãðàë
1∫

0

ν(t)− ν(+0)

t
dt =

1∫
0

dt

(1− log t)t

ðîçáiãà¹òüñÿ. Òîìó x0 = 0 � óñóâíà òî÷êà ôóíêöi¨ u II ðîäó.
Ïðè m > 3 i 2 6 α < m àíàëîãi÷íî ïåðåâiðÿ¹òüñÿ, ùî x0 = 0 ¹ óñóâíîþ òî÷êîþ

II ðîäó ñóáãàðîìíiéíî¨ ôóíêöi¨

u(x) = −
∫

|ξ|61

dξ

|x− ξ|m−2|ξ|α
.

4. Iíòåãðàëüíi ñåðåäíi òà ôóíêöiÿ ðîçïîäiëó ìiðè Ðiñà ñóáãàðìîíiéíî¨

ôóíêöi¨ â îêîëi ïîçèòèâíîãî ïîëþñà òà iñòîòíî îñîáëèâî¨ òî÷êè.

Òåîðåìà 2. ßêùî x0 = 0 � ïîçèòèâíèé ïîëþñ ñóáãàðìîíiéíî¨ ôóíêöi¨ u, òî ïðè
m = 2

I(r) = α log r + lim
ε→+0

 r∫
ε

ν(t)− ν(ε)

t
dt+ I(ε)− I∧+(ε) log ε

 , 0 < r < 1, (10)

äå I∧+(ε) � ïîõiäíà ñïðàâà çà çìiííîþ log r ôóíêöi¨ I(r) â òî÷öi ε, i

α = lim
ε→+0

I∧+(ε),
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à ïðè m > 3

I(r)=αr2−m + lim
ε→+0

(m− 2)

r∫
ε

ν(t)− ν(ε)

tm−1
dt+ I(ε)− I∧+(ε)ε

2−m

 , 0 < r < 1, (11)

äå I∧+(ε) ïîõiäíà ñïðàâà ôóíêöi¨ I(r) çà çìiííîþ r2−m â òî÷öi ε, i

α = − lim
ε→+0

I∧+(ε).

ßêùî æ x0 = 0 � iñòîòíî îñîáëèâà òî÷êà ñóáãàðìíîíiéíî¨ ôóíêöi¨ u, òî ïðè m = 2

I(r) = lim
ε→+0

 r∫
ε

ν(t)− ν(ε)

t
dt+ I(ε) + I∧+(ε)(log r − log ε)

 , 0 < r < 1, (12)

à ïðè m > 3

I(r)= lim
ε→+0

(m− 2)

r∫
ε

ν(t)− ν(ε)

tm−1
dt+ I(ε) + I∧+(ε)(ε

2−m − r2−m)

 , 0 < r < 1. (13)

Äîâåäåííÿ. Ïðè m > 3 ñïiââiäíîøåííÿ (6) çàïèøåìî ó âèãëÿäi

(m−2)

r∫
r0

ν(t)

tm−1
dt = I(r)− I(r0)−

r2−m0 − r2−m

r2−m0 − s2−m

(m− 2)

r0∫
s

ν(t)

tm−1
dt− I(r0) + I(s))

 .

Ñïðÿìóâàâøè r0 äî s+ 0 i ïðèéíÿâøè s = ε, çíàõîäèìî

(m− 2)

r∫
ε

ν(t)

tm−1
dt = I(r)− I(ε) + I∧+(ε)(ε

2−m − r2−m)− ν(ε)(ε2−m − r2−m),

ùî ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

I(r) = (m− 2)

r∫
ε

ν(t)− ν(ε)

tm−1
dt+ I(ε) + I∧+(ε)(ε

2−m − r2−m), 0 < r < 1. (14)

Çâiäñè âèïëèâà¹ (13) íå çàëåæíî âiä õàðàêòåðó îñîáëèâîñòi òî÷êè x0 = 0. Äîâåäåìî
òàêå: êîëè x0 = 0 � ïîçèòèâíèé ïîëþñ, òî (13) íàáóâà¹ âèãëÿäó (11).

Ïðèéìåìî t = r2−m, I(r) = ψ(t), 0 < r < 1. Ôóíêöiÿ ψ(t) îïóêëà íà (1,+∞),

òîìó ψ
′

+(t) íå ñïàäà¹, à âiäòàê ìà¹ ãðàíèöþ ïðè t → +∞ ñêi÷åííó, àáî +∞. Ó
âèïàäêó, êîëè x0 = 0 � ïîçèòèâíèé ïîëþñ, öÿ ãðàíèöÿ ñêií÷åííà. Ñïðàâäi, çãiäíî ç
(1) iñíóþòü ñòàëi C > 0 òà r0, 0 < r0 < 1, òàêi, ùî I(r) 6 r2−m ïðè 0 < r 6 r0, òîáòî

ψ(t) 6 Ct, t0 6 t. Îêðiì òîãî, iñíó¹ ñêi÷åííà ÷è +∞ ãðàíèöÿ âiäíîøåííÿ ψ(t)
t ïðè

t→ +∞ (äèâ., íàïðèêëàä, [2]) i

ψ(2t)− ψ(t) =

2t∫
t

ψ
′

+(t)dt > ψ
′

+(t)t.

Òoìó ãðàíèöÿ

lim
t→∞

ψ
′

+(t) = lim
ε→0

I∧+(ε)
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iñíó¹ i ñêií÷åííà. Ïîçíà÷èâøè ¨¨ ÷åðåç α, ç (14) îäåðæó¹ìî (11). Ñïiââiäíîøåííÿ (12)
òà (10) äîâîäÿòüñÿ àíàëîãi÷íî. Òåîðåìó 2 äîâåäåíî. �
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