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Äîâåäåíî, ùî íàä êîìóòàòèâíèì êiëüöåì Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó n,
äîâiëüíèé ðÿäîê äîâæèíè n+ 1 äîïîâíþ¹òüñÿ äî ìàòðèöi, âèçíà÷íèê ÿêî¨
äîðiâíþ¹ íàéáiëüøîìó ñïiëüíîìó äiëüíèêó åëåìåíòiâ öüîãî ðÿäêà.

Êëþ÷îâi ñëîâà: êiëüöå Áåçó, êiëüöå Åðìiòà, êiëüöå åëåìåíòàðíèõ äiëü-
íèêiâ, ñòàáiëüíèé ðàíã.

Çàäà÷à äîïîâíåííÿ óíiìîäóëÿðíîãî ðÿäêà íàä êiëüöåì äî îáîðîòíî¨ ìàòðèöi
ñòàëà âæå êëàñè÷íîþ [1, 2]. Çàçíà÷èìî òiñíèé çâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i ç çàäà÷àìè ïðî
óìîâè, êîëè ïðîåêòèâíèé ìîäóëü íàä êiëüöåì âiëüíèé [3]. Â îñòàííi ðîêè ç'ÿâèëîñü
áàãàòî ïðàöü [4-6], â ÿêèõ çíàéäåíî çâ'ÿçîê âàæëèâîãî iíâàðiàíòà ÿê ñòàáiëüíèé ðàíã
êiëüöÿ, ç öi¹þ çàäà÷åþ òà ç çàäà÷åþ äiàãîíàëiçàöi¨ ìàòðèöü íàä êiëüöÿìè, îñîáëèâî
íàä êiëüöÿìè Áåçó.

Ìåòà íàøî¨ ïðàöi � äîâåñòè, ùî íàä êîìóòàòèâíèì êiëüöåì Áåçó ñòàáiëüíîãî
ðàíãó n, äîâiëüíèé ðÿäîê äîâæèíè n+ 1 äîïîâíþ¹òüñÿ äî ìàòðèöi, âèçíà÷íèê ÿêî¨
äîðiâíþ¹ íàéáiëüøîìó ñïiëüíîìó äiëüíèêà âñiõ åëåìåíòiâ öüîãî ðÿäêà.

Ïiä êiëüöåì R áóäåìî ðîçóìiòè êîìóòàòèâíå êiëüöå ç 1 ̸= 0. Ðÿäîê (a1, . . . , an)
åëåìåíòiâ ç êiëüöÿ R íàçèâà¹òüñÿ óíiìîäóëÿðíèì, ÿêùî a1R + · · · + anR = R. Ñêà-
æåìî, ùî íàòóðàëüíå ÷èñëî n ¹ ñòàáiëüíèì ðàíãîì êiëüöÿ R, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî
óíiìîäóëÿðíîãî ðÿäêà (a1, . . . , an, an+1) iñíóþòü òàêi åëåìåíòè x1, . . . , xn ∈ R, ùî
ðÿäîê (a1 + an+1x1, . . . , an + an+1xn) ¹ óíiìîäóëÿðíèì [6]. Êiëüöå Áåçó öå êiëüöå, â
ÿêîìó äîâiëüíèé ñêií÷åííîïîðîäæåíèé iäåàë ¹ ãîëîâíèì. Êiëüöå Åðìiòà öå êiëüöå,
â ÿêîìó äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R iñíó¹ îáîðîòíà ìàòðèöÿ P i òàêèé åëåìåíò
d ∈ R, ùî (a, b)P = (d, 0).

Òåîðåìà 1. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó n. Òîäi äëÿ
äîâiëüíèõ òàêèõ åëåìåíòiâ a1, . . . , an, an+1 ∈ R, ùî a1R + · · · + anR + an+1R =

c⃝ Ãàòàëåâè÷ À., 2011
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= dR iñíó¹ êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n + 1 ç ïåðøèì ðÿäêîì (a1, . . . , an, an+1),
âèçíà÷íèê ÿêî¨ äîðiâíþ¹ d.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî äîâiëüíèé óíiìîäóëÿðíèé ðÿäîê (a1, . . . , an,
an+1) äîâæèíè n+ 1 íàä êiëüöåì R ìîæå áóòè äîïîâíåíèé äî îáîðîòíî¨ ìàòðèöi A
ïîðÿäêó n+ 1, ïðè÷îìó detA = 1.

Îñêiëüêè ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ R äîðiâíþ¹ n, òî iñíó¹ òàêèé ðÿäîê (x1, . . . , xn)
íàä R, ùî

(a1 + an+1x1)R+ · · ·+ (an + an+1xn)R = R,

àáî
(a1 + an+1x1)u1 + · · ·+ (an + an+1xn)un = 1,

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ u1, . . . , un êiëüöÿ R.
Ïðèéìåìî

P1 =


1 0 . . . 0 0
0 1 . . . 0 0

. . . . . .
. . . . . . . . .

0 0 . . . 1 0
x1 x2 . . . xn 1

 ,

P2 =


1 0 . . . 0 u1(1− an+1)
0 1 . . . 0 u2(1− an+1)

. . . . . .
. . . . . . . . .

0 0 . . . 1 un(1− an+1)
0 0 . . . 0 1

 .

Î÷åâèäíî, ùî detP1 = detP2 = 1. Çâiäñè îäåðæèìî

(a1, . . . , an, an+1)P1P2 = (1, a′2, . . . , a
′
n+1).

Î÷åâèäíî, ùî iñíó¹ òàêà îáîðîòíà ìàòðèöÿ P3 ç detP3 = 1 ïîðÿäêó n + 1, ùî
(a1, . . . , an, an+1)P1P2P3 = (1, 0, . . . , 0). Ïîçíà÷èìî ÷åðåç P = P1P2P3. Î÷åâèäíî, ùî
detP = 1 i íåõàé P−1 = (pij). Òîäi ç ðiâíîñòi (a1, . . . , an, an+1) = (1, 0, . . . , 0)P−1

âèïëèâà¹, ùî
a1 = p11, . . . , an+1 = p1,n+1,

òîáòî ðÿäîê (a1, . . . , an, an+1) ¹ ïåðøèì ðÿäêîì ìàòðèöi P−1, ïðè÷îìó detP−1 = 1.
Îñêiëüêè êiëüöå R ¹ êiëüöåì Áåçó, òî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a1, . . . , an+1∈R

iñíó¹ òàêèé åëåìåíò d ∈ R, ùî a1R + · · · + an+1R = dR. Òóò d � íàéáiëüøèé
ñïiëüíèé äiëüíèê åëåìåíòiâ a1, . . . , an+1. Çâiäñè a1u1 + · · · + an+1un+1 = d òà
a1 = da01, . . . , an+1 = da0n+1 äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ u1, . . . , un+1, a

0
1, . . . , a

0
n+1 ∈ R.

Çâiäñè îäåðæó¹ìî

d(a01u1 + · · ·+ a0n+1un+1 − 1) = 0

i a01R+ · · ·+ a0n+1R+ cR = R äëÿ äåÿêîãî òàêîãî åëåìåíòà c ∈ R, ùî dc = 0.
Îñêiëüêè ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ R äîðiâíþ¹ n, òî

(a01 + cv1)R+ · · ·+ (a0n+1 + cvn+1)R = R

äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ v1, . . . , vn+1 ∈ R.
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Çà äîâåäåíèì âèùå óíiìîäóëÿðíèé ðÿäîê (a01 + cv1, . . . , a
0
n+1 + cvn+1) ìîæíà

äîïîâíèòè äî òàêî¨ îáîðîòíî¨ ìàòðèöi P , ùî detP = 1. Äîìíîæèâøè ïåðøèé ðÿäîê
ìàòðèöi P íà åëåìåíò d, îòðèìà¹ìî ìàòðèöþ C ïîðÿäêó n+ 1 âèãëÿäó

C =

(
a1 . . . an+1

∗ ∗ ∗

)
,

ïðè÷îìó detC = d, ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. �
Îñêiëüêè çãiäíî ç îçíà÷åííÿì êiëüöå ñòàáiëüíîãî ðàíãó n ¹ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî

ðàíãó m, äå m > n, òî ÿê î÷åâèäíèé íàñëiäîê òåîðåìè 1 îäåðæèìî òàêèé ðåçóëüòàò.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå Áåçó ñòàáiëüíîãî ðàíãó n. Òîäi äëÿ
äîâiëüíîãî ðÿäêà (a1, . . . , am), äå m > n+ 1, iñíó¹ êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó m ç

ïåðøèì ðÿäêîì (a1, . . . , am), âèçíà÷íèê ÿêî¨ äîðiâíþ¹ d, äå dR = a1R+ · · ·+ amR.

Îñêiëüêè êîìóòàòèâíå êiëüöå Áåçó ¹ êiëüöåì Åðìiòà òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè
éîãî ñòàáiëüíèé ðàíã äîðiâíþ¹ 2, òî ÿê íàñëiäîê îòðèìó¹ìî âiäîìèé ðåçóëüòàò Êàï-
ëàíñüêîãî [2].

Íàñëiäîê 2 ([2], ò. 3.7). Íåõàé R � êîìóòàòèâíå êiëüöå Åðìiòà. Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ

åëåìåíòiâ a1, . . . , an êiëüöÿ R iñíó¹ êâàäðàòíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó n, âèçíà÷íèê ÿêî¨

äîðiâíþ¹ d, äå d � íàéáiëüøèé ñïiëüíèé äiëüíèê åëåìåíòiâ a1, . . . , an.

Çàóâàæèìî, ùî çàäà÷à äîïîâíþâàëüíîñòi óíiìîäóëÿðíîãî ðÿäêà äî îáîðîòíî¨
ìàòðèöi òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç çàäà÷åþ äiàãîíàëiçàöi¨ ìàòðèöü. Ïîäàìî íåîáõiäíi îçíà-
÷åííÿ.

Áóäåìî ïîçíà÷àòè ÷åðåç diag(ϵ1, ϵ2, . . . , ϵr) ìàòðèöþ ç åëåìåíòàìè ϵ1, ϵ2, . . . , ϵr
ïî ãîëîâíié äiàãîíàëi i íóëÿìè íà iíøèõ ìiñöÿõ. Ìàòðèöi A i B íàçèâàþòüñÿ åêâiâà-
ëåíòíèìè, ÿêùî iñíóþòü îáîðîòíi ìàòðèöi P i Q âiäïîâiäíèõ ðîçìiðiâ, ùî B = PAQ.
ßêùî ìàòðèöÿ A åêâiâàëåíòíà äî äåÿêî¨ äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi

diag(ϵ1, ϵ2, . . . , ϵr, 0, . . . , 0),

äå ϵi|ϵi+1, i = 1, 2, . . . r − 1, òî êàæóòü, ùî ìàòðèöÿ A ìà¹ âëàñòèâiñòü äiàãîíàëüíî¨
ðåäóêöi¨. Åëåìåíòè ϵ1, ϵ2, . . . , ϵr íàçèâàþòüñÿ åëåìåíòàðíèìè äiëüíèêàìè ìàòðèöi A.
Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, ÿêùî äîâiëüíà ìàòðèöÿ íàä
R ìà¹ äiàãîíàëüíó ðåäóêöiþ [2].

Â [2] íàâåäåíî òàêi óìîâè äiàãîíàëiçàöi¨ ìàòðèöü.

Òåîðåìà 2 ([2], ò. 5.2). Êîìóòàòèâíå êiëüöå Åðìiòà R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ

äiëüíèêiâ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äëÿ äîâiëüíîãî óíiìîäóëÿðíîãî ðÿäêà (a, b, c) íàä
R iñíóþòü òàêi åëåìåíòè p, q ∈ R, ùî ðÿäîê (ap+ bq, cp) ¹ óíiìîäóëÿðíèì.

Öi óìîâè â òåðìiíàõ äîïîâíÿëüíîñòi óíiìîäóëÿðíèõ ðÿäêiâ äî îáîðîòíèõ ìàò-
ðèöü ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê.

Òåîðåìà 3. Êîìóòàòèâíå êiëüöå Åðìiòà R ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ

òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè äîâiëüíèé óíiìîäóëÿðíèé ðÿäîê (a, b, c) íàä R ìîæíà äî-

ïîâíèòè äî îáîðîòíî¨ ìàòðèöi âèãëÿäó a b c
−q p 0
−v 0 u

 ,
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äå u, v òàêi åëåìåíòè êiëüöÿ R, ùî (ap+ bq)u+ cpv = 1.
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Proved that over a commutative Bezout ring of stable range n, any row of
length n + 1 is completable to the matrix, determinant of which one of the
most common divisor of all elements of this row.
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