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�� ������ ���
���� �������� � ������ �������� ������������ ������� ��  �!
����
��� "�"��� # ������� �"������� $��%&�� '���� (�)� *� $��%&��  �# ����� ����!
"����� ����������� ������� � � ������ ��������+���� ����� �, -�  �������#  �"�� !
.����� ��� %�"�� ������������ ������� ��, � ��%�. ���� ���������� ����.��"�+ �� 
����������� /������ �"������� $��%&�� '���� ��"�� ���0����� � �������� �"�������
������+����� $��%&�� 1�������, �%� ������ ���+ � ����� � %�� ����
��� $��� (2)�
3�%� $���� ��.��+ ��������� ���% � ���� .�����"+ �  ��%�� ��
%��, � ���� ���� ��
��� �� � "�"����� ������+ # ���%������
����� ��"��+ 
�"�� ����%�# �� �
� ���� �!
�� $��%&�� 1������� (	)� 4����� %��%������� ����� � $��%&�� 1�������  �# �����
�&����� ����
��� ��������  �����
��� "�"���, �� �%�� ���������+"� ����.��� ��!
��������� ������� �� 5����.��
� �� �����%� �������
��  �"�� .���� ������������
����� ��+��� ������� �� (6, �), ������� ���� ��� $��%&�� '���� � $��%&�� 1�������
 ��  ��%�� ����7��� ���8����+  �����
��� "�"��� �� ���� ����8�#�+"� �� %������
��"�� .���� �� �
� ���� ��� $��%&�7 1�������  ��  ��%�� ����7��� ���8����+
 �����
��� "�"��� ���"��
��� &� "������
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dx

dt
= f(x),

dy

dt
= A(x)y, :�;

 � x ∈ Rm, y ∈ Rn, f(x) < ��%���!$��%&��, �����
��� � ���������� �� Rm, �%�
��%��+�� �� ����+��# ����� 1��8�&�� =����&� A(x) # n×n!������� >� ����������
#  �7"�� $��%&��, �����
��� ���������� 7 ����.��� �� Rm� �� ��%��� �����"%�#��,
-� %�.��7 ����0���% x (t;x0) �� �
� ��8� dx

dt = f(x), x|t=0 = x0 �����
���7 ��� �"��
t ∈ R� ��� &+���  �"����+� �����"%���, -� ��%���!$��%&�� f(x) �� ����+��# �&��%�
‖f(x)‖ ≤ α1 ‖x‖+ α2 �  ��%��� ���� 0#����� "������ α1, α2�

���� ��%���"������������ ��%� �����
����? C0 (Rm) < ���"���  �7"��� $��%!

&�7, ����������� � ����.���� �� Rm, 〈y, ȳ〉 =
n∑

j=1

yj ȳj < "%������7  �����% � Rn,

‖y‖ =
√〈y, y〉 < ����� ��%����� 5���7 C′ (Rm; f) < �� ���"��� ���"���� C0 (Rm)

��%�� $��%&�7 F (x), -� "��������&�� F (x (t;x0)) �% $��%&�� ������� t # ����������

 �$����&�7�����, � �� ����
�����? d
dtF (x (t;x)) |t=0

def
= Ḟ (x) ∈ C0 (Rm)� 5���� n×n!

������ �����&� G �� ��� �������� �% ���������� �����? ‖G‖ = max
‖y‖=1

‖Gy‖� 5���7
Ωt

τ (x0) < $�� �������+�� �����&� ����0��%�� ����7��� "�"����

dy

dt
= A (x (t;x0)) y, :2;

��������� � ��
&� t = τ ? Ωt
τ (x0)|t=τ = In,  � In < � ���
�� �����&��

/��� � "�"����� :�; ������ ������� ��� ���� �� "�"����

dx

dt
= f(x),

dy

dt
= A(x)y + h(x), :	;

 � h(x) ∈ C0 (Rm)�

��������� �� ./0/�&�&���/1 2/ 3&3���� :	; ��4 /5��6�7&8 �70����7�7&8 �7/�
9/0&:1 0&;7�<�7&8 ��07�3�= y = u(x), :6;

�>2/ ?@7>A�� u(x) ∈ C′ (Rm; f) � 0&>/7@4�B3� �/�/67�3�B

u̇(x) ≡ A(x)u(x) + h(x) :C� 03�� x ∈ Rm. :�;

D�@0�6�77� �	 � ���� %�, %��� $��%&�� :6; # �����������  �$����&�7�����, ��!
��.��"�+ :�; ����"�#�+"� � ����� �

m∑
j=1

∂u(x)

∂xj
fj(x) ≡ A(x)u(x) + h(x).

��������� �� ����8 �37@4 n × n����7� ����&A� C(x) ∈ C0 (Rm) ��>�1 2/ :C�
?@7>A�E 0&9C�:@

G0(τ, x) =

{
Ω0

τ (x)C(x(τ ;x)), τ ≤ 0,

Ω0
τ (x)[C(x(τ ;x)) − In], τ > 0,

:@;

0&>/7@4�B3� /A�7>�

‖G0 (τ, x)‖ ≤ K exp {−γ |τ |} :�;



'()*�(+, -*./012 �3'*.(+, �43/56 �1.12.56 7(89574.: ��� %;

; :��>&�& :/:��7&�& 3��C&�& K, γ	 �/:� ?@7>A�= :@; 7�;&0�=�B ?@7>A�4= .��7�
;�:�<� '�/ /5��6�7� �70����7�7� �7/9/0&:& 3&3���& :	;	

A"������� $��%&�� '���� :@;  �# ����� "���� .�����, -� "�"���� :	; ��# ����!
.���7 �����������7 ������� :6; ��� %�.��7 $��%&�� h(x) ∈ C0 (Rm) � 7��� ��.��
����"��� � ��������+���� ����� �

y = u(x) =

+∞∫
−∞

G0 (τ, x) · h (x (τ ;x)) dτ.

D�@0�6�77� 2	 B�%������ �&��%� :�;  �� $��%&�� '���� :@; �%���������� ��%������

‖Gt (0, x)‖ ≤ K exp {−γ |t|} :
;

 ��  �����.��� $��%&��

Gt(0, x) =

{
Ωt

0(x)C(x), t ≥ 0,
Ωt

0(x)[C(x) − In], t < 0.
:�;

A� ����� � $��%&�� '���� :@; �������# ��%�? �%-� �"����+  �� ����� ��%� $��%&��

Ḡ0 (τ, x) =

{
Ω0

τ (x)C̄ (x (τ ;x)) , τ ≤ 0
Ω0

τ (x)
[
C̄ (x (τ ;x))− In

]
, τ > 0,

G̃0 (τ, x) =

{
Ω0

τ (x)C̃ (x (τ ;x)) , τ ≤ 0

Ω0
τ (x)

[
C̃ (x (τ ;x))− In

]
, τ > 0,

�� �� �"��# �����
� C��� ���, �����%�� , ��.�� ������ ��� ��%�?

G0 (τ, x) =

⎧⎨
⎩

Ω0
τ (x)

{
C̄ (x (τ ;x)) + p

[
C̄ (x (τ ;x))− C̃ (x (τ ;x))

]}
, τ ≤ 0

Ω0
τ (x)

{
C̄ (x (τ ;x)) + p

[
C̄ (x (τ ;x))− C̃ (x (τ ;x))

]
− In

}
, τ > 0,

 � p < �� +!�%�  �7"�� 
�"���
C�"���� ������+ :�;, �%� ��# # ��� $��%&�� '���� :@;, ���7���� �������� ��!

��������D �%-� . "�"���� :�; ��# �����
 ������ $��%&�7 '���� :@;, �� &� "�"����
��������+ "����� "���%� �����������

/��"��� ���%�� �� ���������� "�"���� #

dx

dt
= 1,

dy

dt
= (1 + 2009 cosx)y,

� ���%�� �� "����� "���%� ���������� "�"���� #

dx

dt
= sinx,

dy

dt
= 2009(cosx)y.

B���� ������"���, -� � ���� %�, %��� �����&� A(x) ≡ A # "�����, "�"���� :�;
��.� ���� ���+%� ���������� � �� � ���������� �� � � ���+%� �� �, %��� Reλj 	= 0
 �� �"�� ���"��� 
�"�� λj �����&� A� 4�� "� �������# ��%�? �%-� �����
��% "�����
�����&� A  ������# ����, �� "�"���� :�; �� ��.� ���� ����������� B�����#�+"�,
 �� ������� �����&� A(x) ��.� ��%�������"+ ����.��"�+ detA(x) ≡ 0, x ∈ Rm, �
"��� "�"���� :�; �� � ����������� 5��� ��� ���"��7 ���%�� ��%�� "�"����?
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dx
dt = 1,

dy1

dt = y1 cos 2x+ y2 (sin 2x− 1) ,

dy2

dt = y1 (sin 2x+ 1)− y2 cos 2x.

:�E;

� ���� ���7 "�"���� �����
��% �����&� A(x) =

(
cos 2x sin 2x− 1

sin 2x+ 1 − cos 2x

)
����.��

 ������# ������� � &+��� ���� "�"���� :�E; ������� �������(
y1
y2

)
=

(
cosx sinx
sinx − cosx

)(
z1
z2

)

��� ��+"�  � ���������� "�"���� �� "������ %��$�&�#����� dx
dt = 1, dzi

dt = (−1)
i+1

zi,
���� "�"���� :�E; ��# # ��� $��%&�� '����, ����� # �����������

D�@0�6�77� 		 F%-� "�"���� :�; # ����������, �� �� ���� �� :2; ��� ���� �� "�"!
����

dy

dt
= A (x (t;x0)) y + f (t) :��;

��� %�.��7 ����������7 � ����.���7 �� R $��%&�� f(t) ������ ����.���7 ��
R ����0���% � &�7 ����0���% ��.�� ����"��� � ��������+���� ����� � y(t) =

=
∫ +∞
−∞ Gt (τ, x0) f (τ) dτ ,  � Gt (τ, x) < ?@7>A�� .��7� ;�:�<� '�/ /5��6�7� �/;0F�;>&

:C� C�7�87/E 3&3���& :2;

Gt (τ, x0) =

{
Ωt

τ (x0)C (x (τ ;x0)) , τ ≤ t
Ωt

τ (x0) [C (x (τ ;x0))− In] , τ > t.

4�� "� �������# ��%�7 ��"����%? �>2/ 7�/:7/��:7� 3&3���� :��; '�& :��>/�@
?�>3/0�7/�@ ;7�<�77� x0 ∈ Rm � '�& :��>�8 7�'����07�8 � /5��6�7�8 7� R ?@7>A�E
f (t) 7� ��4 /5��6�7/9/ 7� R �/;0F�;>@1 �/ ?@7>A�E .��7� :@; 3&3���� :�; 7� ��4	

5��� ��� ���%�� ��%�� "�"���� :�;, �%� �� ��# $��%&�� '���� :@;⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

dx1

dt
= cosx1 cosx2 cosx3,

dx2

dt
= cosx1 cosx2 sinx3,

dx3

dt
= cosx1 sinx2,

dy

dt
=[λ1(x) sin x1 sinx2 sinx3+λ2(x) sin x1 cosx2 cosx3+λ3(x) cos x1 sinx2 sinx3]y,

 � λj(x) = λj(x1, x2, x3), j = 1, 2, 3, �� +!�%� $��%&�� ���������� 7 ����.��� �� R3�
B������
� "��&�������7 ����0���% ���8�� ��+�� ������+ x1 ≡ π

2 , x2 ≡ π
2 , x3 ≡ π

� �� "������
� � �"����# ��������, ������#�� dy
dt = 0 · y� B� ���� �� ��� ���� ��

�������� dy
dt = 0 ·y+1 �� ��# ����.���� ����0��%��, � � &+��� �������#, -� ���� ���

��-� "�"���� �� ��# $��%&�� '�����
G$�%������ ���� ��  �"�� .���� ���"����"�� ���������"�� "�"��� :�; # ���� 

$��%&�7 1�������� 3�%� $��%&�� ������ ���+ � ����� � %�� ����
��� $���� 5�



'()*�(+, -*./012 �3'*.(+, �43/56 �1.12.56 7(89574.: ��� %=

�� ���� �� ��� �&�7��� $��%&�� 1������� %�� ����
�� $���� ��.� ��������� ���%

� �����+ ���� .�����"+ �  ��%�� ��
%���

B� ��� (�) ��%�? �%-� �"��# %�� ����
�� $���� V = 〈S(x)y, y〉 � "������
���
�����&�� %��$�&�#���� S(x) ∈ C′ (Rm; f), ���� �� �%�� ��� �� � "�"����� :�;  � ����
�����
���

V̇ =
〈[

Ṡ(x) + S(x)A(x) +AT (x)S(x)
]
y, y

〉
≥ ‖y‖2 :�2;

� � &+��� ����
detS(x) 	= 0 , ∀x ∈ Rn, :�	;

�� "�"���� :�; ������ # ��� $��%&�� '���� :@;� 5����%�� ,  �� "�"���� :�E; ��.��
������� $��%&�� 1������� � ��%��� ����� � V = y21 cos 2x+ 2y1y2 sin 2x− y22 cos 2x�
� &+��� ���� ���� �� &�#� $��%&�� ��� �� � "�"����� :�E;  � ���� �����
���
V̇ = 2

(
y21 + y22

)
�

4 ��8��� ��%�, �� ��� (�) ��%�? �%-� "�"���� :�; ���������, �� �"��# ���.���
������ "������
��� �����&+ S(x) ∈ C′ (Rm; f),  �� �%�� ��%���#�+"� �������"�+
:�2;� � ���� %�, %��� � �#�+"� ����"��� $��%&�� '���� :@; � ���� # # ����,  ��%� �
�����&+ S(x), -� �� ����+����+ �������"�� :�2;, ��.�� ����"��� � ����� � �����&�
����������

S(x) = 2
0∫

−∞
[C(x) − In]

T
[Ωz

0(x)]
T
[Ωz

0(x)] [C(x) − In] dz−

−2
+∞∫
0

[C(x)]
T
[Ωz

0(x)]
T
[Ωz

0(x)] [C(x)] dz.

:�6;

���%�����7 ����" $��%&�� 1�������  �# ����� �&����� ����
��� ����� ������

�"���� "�"���� :�;, �� �%�� &� "�"���� ����8�#�+"� ����������� 4���� .����
$��%&�� 1������� V = 〈S(x)y, y〉, �%� �� ����+��# ����� :�2;, ��� � #  �"��+ "%�� !
��� ��� ����� � �� ���. � ��%� $��%&�� ��.�� �� 8�%����

4����.���� �����&� :�6; ��.�� ������+���� ��%?

S(x) =
0∫

−∞
[C(x) − In]

T [Ωz
0(x)]

T H1 (x (z;x)) [Ω
z
0(x)] [C(x)− In] dz−

−
+∞∫
0

[C(x)]
T
[Ωz

0(x)]
T
H2 (x (z;x)) [Ω

z
0(x)] [C(x)] dz = S (x;H1, H2) ,

:��;

 �Hi(x) ∈ C0 (Rm), i = 1, 2, <  ����+�� "������
�� �����&�, �%� �� ����+����+ �����
 � ����� �����
���"��? 〈Hi(x)y, y〉 ≥ 2 ‖y‖2� =��.��� �����&+ :��; ��� ������  ���
������.���  � ���� �����
���� �����&+ Hi(x) ∈ C0 (Rm) �����#�+"� � ���.����
�����&+ S (x;H,H) ��� ������ ���+%� � ��#�  � ���� �����
���� �����&� H(x) ∈
∈ C0 (Rm)� ��"����+� ������� �����&� H(x) ∈ C0 (Rm) � ��%��� ����� �?

H(x) = (C(x)− In)
T
H1(x) (C(x) − In) + CT (x)H2(x)C(x)

� ���������  �� ����.��"�� C2(x) ≡ C(x), C(x(z;x)) ≡ Ωz
0(x)C(x)Ω0

z(x)�

D�@0�6�77� 6	 � ���� %�, %��� "�"���� :�; # ����������, %�.�� � "������
���
�����&+ S(x) ∈ C′ (Rm; f),  �� �%�� ��%���#�+"� �������"�+ :�2;, ������ .��� �,
%��� ����, �������� S−1(x) # ����.���� �� Rm�
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D�@0�6�77� �	 F%-�  ��%� ������ .��� �����&� S(x) ∈ C′ (Rm; f) �� ����+��#
�������"�+ :�2;, ��  �� �����&� −S−1(x) = S̄(x) ∈ C′ (Rm; f) ��%���#�+"� �������"�+〈[

˙̄S(x)− S̄(x)AT (x) −A(x)S̄(x)
]
z, z

〉
≥ γ ‖z‖2 , :�@;

 � γ = 1
‖S‖2

0

� *� ����
�#, -� ���� �� ������ .���� %�� ����
��� $����
〈
S̄(x)z, z

〉
��� �� � "�"����� "���.���� �� ������+���� ��������  � "�"���� :�;

dx

dt
= f(x),

dz

dt
= −AT (x)z :��;

#  � ���� �����
�����

B� ��� (�!	) ��%�? �%-� �"��# %�� ����
�� $����

W = 〈Θ(x)z, z〉 :�
;

� ����.���� "������
��� �����&�� %��$�&�#���� Θ(x) ∈ C′ (Rm; f), ���� �� �%��
��� �� �� "���.���� "�"����� :��;  � ���� �����
���

Ẇ =
〈[

Θ̇(x)−Θ(x)AT (x)−A(x)Θ(x)
]
z, z

〉
≥ ‖z‖2 , :��;

�� "�"���� ������+ :�; ��# $��%&�� '���� :@;� F%-�  � ��%��� �����"����, -�
detΘ (x0) = 0 ���  ��%��� ���
���� x0 ∈ Rm, �� "�"���� :�; ��# �����
 ������
$��%&�7 '���� :@;, � "�"���� :��; �� ��# .� ��� $��%&�� '����� A��%8� detΘ(x) 	= 0,
∀x ∈ Rm � "�"���� :�;, :��; �� ��+ ������������

9��������� ��%�7 ���%�� ?⎧⎨
⎩

dx
dt = ω,

dy
dt = −y · th 〈λ, x〉 ,

:2E;

 � x ∈ Rm, y ∈ R, ω = (ω1, ..., ωm), λ = (λ1, ..., λm) <  ��%� "���� ��%���� � Rm,
〈λ, x〉 = λ1x1 + ...+ λmxm < "%������7  �����%�

/���%���#��"+? �%-� ��%���#�+"� �������"�+

〈λ, ω〉 =
m∑
j=1

λjωj > 0, :2�;

�� "�"���� ������+ :2E; ��# �����
 ������ $��%&�7 '����G0 (τ, x) �� �
� ��� ����.���
����������� ������� �� 4 &�#� ����� ���������� "���.���  � :2E; "�"����⎧⎨

⎩
dx
dt = ω,

dz
dt = z · th 〈λ, x〉 ,

:22;

� ����8��� ���� �� "%������� $��%&��

V = z2th 〈λ, x〉 :2	;

��� �� � "�"����� :22;� =�#��

V̇ = 2zż · th 〈λ, x〉+ z2
1

ch2 〈λ, x〉 〈λ, ω〉 =
(
2th2 〈λ, x〉+ 〈λ, ω〉

ch2 (λ, x)

)
z2. :26;
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4���� ��� ��7���8� ���
���� $��%&��

f (σ) = 2th2σ +
p

ch2σ
��� σ ∈ R �  � ����� ���
����� ��������� p� H�����#��

min
σ∈R

f (σ) =

{
p, 0 < p ≤ 2,

2
(√

2p− 1
)
, 2 ≤ p.

H�.�, � �����"�� :26; �������#  � ���� �����
���"�+ ���� ��� $��%&�� :2	; ��� �� �
"�"����� :22;

V̇ ≥ z2 ·min {〈λ, ω〉 , 2} .
H"%��+%� $��%&�� :2	; ������# ���+����� ���
���� ��� 〈λ, x〉 = 0, �� "�"���� :2E;
��# �����
 ������ $��%&�7 '�����

I�� ���7�� ��
� � � �� � $��%&�7 '����, �����+�� ����0��%� ���8�� m ������+
"�"���� :2E; x (t;x) = ωt+ x �� "������ � �"����# ��������

dy

dt
= −yth (〈λ, ω〉 t+ 〈λ, x〉)

� ����8��� "%������ $��%&�� Ωt
τ (x)

Ωt
τ (x) = exp

{
−

t∫
τ

th (〈λ, ω〉σ + 〈λ, x〉) dσ
}

=

=

[
exp {〈λ, ω〉 τ + 〈λ, x〉}+ exp {− 〈λ, ω〉 τ − 〈λ, x〉}
exp {〈λ, ω〉 t+ 〈λ, x〉}+ exp {− 〈λ, ω〉 t− 〈λ, x〉}

] 1
〈λ,ω〉

.

����, ����8� �����
����
k = 〈λ, ω〉 , z = 〈λ, x〉 :2�;

� ����"��8� $��%&�� Ωt
τ (x)

Ωt
τ (x) =

[
exp {kτ + z}+ exp {−kτ − z}
exp {kt+ z}+ exp {−kt− z}

] 1
k

, :2@;

8�%�#�� "%������ $��%&�7 C (z),  �� �%�� ��%�����+"� ��%�  �� �&��%�?{ |Ωt
0(x)C (z)| ≤ K exp {−γt} , t ≥ 0 ,

|Ωt
0(x) [C (z)− 1]| ≤ K exp {γt} , t ≤ 0

:2�;

�  ��%���  � ������ "������ K, γ� B���8� γ = 1 � ��������
� :2@;, �&��%� :2�;
����8��� � ����� �⎧⎪⎨

⎪⎩
|C (z)| ≤ K

[
exp{z}+exp{−2kt−z}

exp{z}+exp{−z}
] 1

k

, t ≥ 0 ,

|C (z)− 1| ≤ K
[
exp{2kt+z}+exp{−z}

exp{z}+exp{−z}
] 1

k

, t ≤ 0.
:2
;

� �������"��� :2
; ����7 ���  � �����&� ��� t → +∞ � t → −∞, �� ���� ��� H ��!
.�#�� ⎧⎪⎨

⎪⎩
|C (z)| ≤ K

[
exp{z}

exp{z}+exp{−z}
] 1

k

,

|C (z)− 1| ≤ K
[

exp{−z}
exp{z}+exp{−z}

] 1
k

.
:2�;



%@ ���� ����	 
��
�� �����

9��������� "��
��%� ���� �% 〈λ, ω〉 = k ≥ 1� H
��� ��, -� � &+��� ���� %� ��%�!
��#�+"� �������"�+

exp {z}
exp {z}+ exp {−z} ≤

[
exp {z}

exp {z}+ exp {−z}
] 1

k

,

� �%�� �������#, -� %�.�� $��%&�� C (z), �%� �� ����+��# �������"��⎧⎨
⎩

|C (z)| ≤ K
[

exp{z}
exp{z}+exp{−z}

]
,

|C (z)− 1| ≤ K
[

exp{−z}
exp{z}+exp{−z}

]
.

:	E;

��%�. �� ����+������ � �������"�� :2�;� 4� $��%&�� C (z), �%� �� ����+��# �����!
��"�� :	E;, ��.�� ������� ��%�?

C (z) =
exp {z}

exp {z}+ exp {−z} . :	�;

4� ��8� $��%&�� C (z), �%� ��%�. �� ����+����+ �&��%� :	E;, ��.�� �����

Cn (z) =

[
exp {z}

exp {z}+ exp {−z}
]n

, n = 2, 3, . . . :	2;

F%-� ��%���#�+"� �������"�+ 〈λ, ω〉 ≥ 1, �� ����8���  ��%� $��%&�� '���� "�"����
:2E;

G0(τ, x)=

⎧⎪⎨
⎪⎩

[
exp{kτ+z}+exp{−kτ−z}

exp{z}+exp{−z}
] 1

k
[

exp{kτ+z}
exp{kτ+z}+exp{−kτ−z}

]n
, τ ≤ 0,[

exp{kτ+z}+exp{−kτ−z}
exp{z}+exp{−z}

] 1
k
{[

exp{kτ+z}
exp{kτ+z}+exp{−kτ−z}

]n
− 1

}
, τ > 0,

:		;

 � k = 〈λ, ω〉 = ∑m
j=1 λjωj ≥ 1, z = 〈λ, x〉, n <  ����+�� $�%"����� �������+�� 
�"���

���� �����"����, -� ��%���#�+"� �������"�+

0 < 〈λ, ω〉 < 1. :	6;

/����
��� p = 1
〈λ,ω〉 = 1

k � ����8��� �������"�� :2�;⎧⎪⎨
⎪⎩

|C (z)| ≤ K
[

exp{z}
exp{z}+exp{−z}

]p
,

|C (z)− 1| ≤ K
[

exp{−z}
exp{z}+exp{−z}

]p
, p > 1.

:	�;

F%-�, �����%�� , p ∈ (0, 2], �� %�.�� $��%&�� C (z), �%� �� ����+��# �������"��⎧⎪⎨
⎪⎩

|C (z)| ≤ K
[

exp{z}
exp{z}+exp{−z}

]2
,

|C (z)− 1| ≤ K
[

exp{−z}
exp{z}+exp{−z}

]2 :	@;

��%�. �� ����+������ � �������"�� :	�;� /�"�� ������ ���%����+ � �#�+"� ���7��
$��%&��, �%� �� ����+��# �������"�� :	@;, � "���

C (z) = −2
[

exp{z}
exp{z}+exp{−z}

]3
+ 3

[
exp{z}

exp{z}+exp{−z}
]2

≡

≡ 2
[

exp{−z}
exp{z}+exp{−z}

]3
− 3

[
exp{−z}

exp{z}+exp{−z}
]2

+ 1.
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J������
��, ��� p = 3 ��.�� ���7��

C (z) = 6

[
exp {z}

exp {z}+ exp {−z}
]5

− 15

[
exp {z}

exp {z}+ exp {−z}
]4

+

+10

[
exp {z}

exp {z}+ exp {−z}
]3

≡ −6

[
exp {−z}

exp {z}+ exp {−z}
]5

+

+15

[
exp {−z}

exp {z}+ exp {−z}
]4

− 10

[
exp {−z}

exp {z}+ exp {−z}
]3

+ 1.

� �����+���� ���� %�, %��� p < �������+�� 
�"��, p ≥ 2, $��%&�� C (z), �%� �� �!
���+��# �������"�� :	�;, ��.�� ����"��� � ����� �

C (z) = Θ

([
exp {z}

exp {z}+ exp {−z}
])

, :	�;

 � ������� Θ(q) �����
���7 �����"��

Θ(q) =

q∫
0

σp−1 (1− σ)
p−1

dσ

1∫
0

σp−1 (1− σ)p−1 dσ

. :	
;

H��., �%-� ��%���#�+"� �������"�+ :	6;, �� $��%&�� '���� "�"���� :2E; ��.�� ��!
��"��� � ����� �

G0(τ, x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

[ exp{kτ+z}+exp{−kτ−z}
exp{z}+exp{−z}

] 1
kΘ

( exp{kτ+z}
exp{kτ+z}+exp{−kτ−z}

)
, τ ≤ 0,

[ exp{kτ+z}+exp{−kτ−z}
exp{z}+exp{−z}

] 1
k
{
Θ( exp{kτ+z}

exp{kτ+z}+exp{−kτ−z} )− 1
}
, τ > 0,

:	�;

 � Θ(q) < ������� ����� � :	
;, � �%��� �������+�� 
�"�� p ������� ��%? �%-�
1
k = 1

〈λ,ω〉 ������# �������+���� ���
���� �� ���8� 2, �� ������#�� p = 1
〈λ,ω〉 , �%-�

. 1
〈λ,ω〉 > 1 �� # �������+��� 
�"���, �� ������#�� p = [ 1

〈λ,ω〉 ] + 1,  � [ 1
〈λ,ω〉 ] < &���


�"���� 
�"�� 1
〈λ,ω〉 �

D�@0�6�77� @	 F%-� ��%���#�+"� �������"�+ :	�;, �� "�"���� :2E;, %��� $��%&��
'���� ����� � :	�;, ��# -� �����
 ������ $��%&�7 '����, �����%�� , ��%�?

G0 (τ, x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

[
exp{kτ+z}+exp{−kτ−z}

exp{z}+exp{−z}
] 1

k

Θn
(

exp{kτ+z}
exp{kτ+z}+exp{−kτ−z}

)
, τ ≤ 0 ,

[
exp{kτ+z}+exp{−kτ−z}

exp{z}+exp{−z}
] 1

k
{
Θn

(
exp{kτ+z}

exp{kτ+z}+exp{−kτ−z}
)
− 1

}
, τ > 0,

 � n = 2, 3, . . ., z = 〈λ, x〉�
D�@0�6�77� �	 5���7 α(x) = α (x1, ..., xm) <  ��%�  �7"�� ���������� "%������
$��%&��, �����
��� �� Rm � �� ����+��# �������"�� 0 ≤ α(x) ≤ 1  �� �"�� x ∈ Rm,
�� � ���� ��� $��%&�� C(x), �%� �� ����+��# � ��
�"��  �� �&��%�{ |C(x)| ≤ K [α(x)]

n
,

|C(x) − 1| ≤ K [1− α(x)]
n
,



%% ���� ����	 
��
�� �����

 � n ≥ 2 < �������+�� 
�"��D K <  ��%� ��"��7�� ������.�� �� x ∈ Rm, ��.��
�������� ��%?

C(x) =

α(x)∫
0

σn−1 (1− σ)
n−1

dσ

1∫
0

σn−1 (1− σ)
n−1

dσ

.

5����%�� , �%-� ����� ���7�� $��%&�� C(x), �%� �� ����+��# �&��%�⎧⎨
⎩

|C(x)| ≤ K
[
sin2 x1 sin

4 x2 · . . . · sin2m xm

]2010
,

|C(x)− 1| ≤ K
[
1− sin2 x1 sin

4 x2 · . . . · sin2m xm

]2010
,

�� ������#��, -�

C(x) =

[sin2 x1 sin4 x2·...·sin2m xm]∫
0

σ2009 (1− σ)2009 dσ

1∫
0

σ2009 (1− σ)
2009

dσ

.

/�������
�"+  � ������ � $��%&�� 1������� :�
;, �����.��� ��%�? �%-� "�"!
���� :�; ��# �����
 ������ $��%&�7 '���� 7 � �� � ��%�� $��%&�7 :@; � ���"� ���!
��"��� �+� ����"���, �� �����&� %��$�&�#���� Θ(x) ∈ C′ (Rm; f) $��%&�� 1�������
:�
; ��.�� �� ��� � ����� � �����&� ����������

Θ(x) =
0∫

−∞

[
Ω0

τ (x)C (x (τ ;x))
] ·H1 (x (τ ;x)) ·

[
Ω0

τ (x)C (x (τ ;x))
]T

dτ−

−
+∞∫
0

{
Ω0

τ (x) [C (x (τ ;x))− In]
} ·H2 (x (τ ;x)) ·

{
Ω0

τ (x) [C (x (τ ;x))− In]
}T

dτ,

:6E;

 � H1(x), H2(x) ∈ C0 (Rm) < :/0�CB7� 3&����&<7� ����&A�1 �>� :/:��7/ 0&;7�<�7�G

〈Hj(x)z, z〉 ≥ 2 ‖z‖2, j = 1, 2� 3�� �.� ����# ��.����"�� ������ � ��#� �����&�
H(x) �% � $������ :��;� � &+��� ���� "�"���� :�; ���. � ��.��  �������� ������
����������  � ���������� "�"����� *� ��.�� �������, �����%�� , ��%?

dx

dt
= f(x),

dy

dt
= A(x)y,

dz

dt
= y −AT (x)z. :6�;

/��� �� ������ .���� %�� ����
��� $����

2p 〈y, z〉+ 〈Θ(x)z, z〉 :62;

��� �� � "�"����� :6�; ���  �"����+� ����%�� ���
����� ��������� p > 0 �� �
 � ���� �����
����� ��"����+� ������� p > 0, 5 ‖Θ(x)‖2�
D�@0�6�77� 
	 K��%&�� '���� "�"���� :6�; # 2n× 2n!������ �����&�� ����� �

Ḡ0 (τ, x) =

(
Ḡ11

0 (τ, x) Ḡ12
0 (τ, x)

Ḡ21
0 (τ, x) Ḡ22

0 (τ, x)

)
=
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=

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

(
Ω0

τ (x) 0

ω (0, τ, x) [Ωτ
0(x)]

T

)
·
(

C11 (x (τ ;x)) C12 (x (τ ;x))
C21 (x (τ ;x)) C22 (x (τ ;x))

)
, τ ≤ 0,(

Ω0
τ (x) 0

ω (0, τ, x) [Ωτ
0(x)]

T

)
·
(

C11 (x (τ ;x))− In C12 (x (τ ;x))
C21 (x (τ ;x)) C22 (x (τ ;x))− In

)
, τ > 0,

:6	;

 � ω(0, τ, x) =
∫ 0

τ
[Ωσ

0 (x)]
TΩσ

τ (x)dσ� L��% Ḡ11
0 (τ, x) �����&� �� �# $��%&�� '���� "�"!

���� :�;? Ḡ11
0 (τ, x) = G0 (τ, x)�

D�@0�6�77� �	 C�"���� :6�; ��.�� ������+���� ��%?

dx

dt
= f(x),

dy

dt
= A(x)y +B2(x)z,

dz

dt
= B1(x)y −AT (x)z, :66;

 � n× n!����� �����&� B1(x), B2(x) ∈ C0(Rm) �� ����+����+ �����

〈B1(x)y, y〉 ≥ β1 ‖y‖2 , β1 = const > 0 , :6�;

〈B2(x)y, y〉 ≥ 0. :6@;

� &+��� ���� ���� �� %�� ����
��� $���� :62; ��� �� � "�"����� :66; ��%�. �� �
 � ���� �����
���� ���  �"����+� ����%�� ���
����� ��������� p > 0�

D�@0�6�77� �E	 F%-� � "�"���� :66;  �� �����&+ B1(x), B2(x) ∈ C0 (Rm) �����"!
���� ��%������ ����� :6�;, � ����"�+ :6@; < "��+��8�� �����

〈B2(x)y, y〉 ≥ β2 ‖y‖2 , β2 = const > 0, :6�;

�� "�"���� :66; �� � ���������� �� �� +!�%�� �����&� A(x) ∈ C0 (Rm)�

H"%��+%� ���� �� ������ .���� %�� ����
��� $���� V = 〈y, z〉 ��� �� � "�"��!
��� :66;

V̇ = 〈B1y, y〉+ 〈B2z, z〉 :6
;

 � ���� �����
���, �� "�"���� :66; # ����������� C�"���� :66; ��.�� ����"��� �
��%��� ����� �?⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

dx
dt = f(x),(
0 In
In 0

)⎛
⎝ dy

dt

dz
dt

⎞
⎠=

[(
B1(x) 0

0 B2(x)

)
+

(
0 −AT (x)

A(x) 0

)](
y
z

)
.

:6�;

/��� �� %�� ����
��� $���� V =

〈(
0 In
In 0

)(
y
z

)
,

(
y
z

)〉
��� �� � "�"�����

 ������#

V̇ = 2

〈(
B1(x) 0

0 B2(x)

)(
y
z

)
,

(
y
z

)〉
. :�E;

H�.�, �%-� �����&� B(x) = diag {B1(x), B2(x)}  � ���� �����
��� ��� �� 0#���
�����
���, �� "�"���� :6�; �� � ���������� �� �� +!�%�� �����&� A(x) ∈ C0 (Rm)�
B���8� �����
���� y → y1, z → y2, "�"���� :6�; ������+����

dx

dt
= f(x), S

dy

dt
= [B(x) +M(x)] y, :��;

 � S < ��"��7�� "������
�� ������ .��� �����&�D M(x) ∈ C0 (Rm) < %�"�"������
!
�� �����&�

MT (x) ≡ −M(x), :�2;



B& ���� ����	 
��
�� �����

� �����&� B(x) ∈ C0 (Rm) ��.�� ���.��� "������
���, �� ���. � ��.�� ����"���
B(x) = 1

2

(
B(x) +BT (x)

)
+ 1

2

(
B(x)−BT (x)

)
� 1��%� ��
���, -� ���� �� %�� ����
���

$���� V = 〈Sy, y〉 ��� �� � "�"����� :��; ��# ����� 

V̇ = 2 〈B(x)y, y〉 . :�	;

D�@0�6�77� ��	 F%-� � "�"���� :6�; ������ .��� "������
�� �����&� S = S(x) ∈
∈ C′ (Rm; f) ����.�� �� x, ����� # �������, ��  �� ���� ��� ��� �� � &�#� "�"�����
%�� ����
��� $���� V = 〈S(x)y, y〉 �� �� � ��%�������"+ �����"�+ :�	;� ��� ����,
-�� &� �����"�+ ��%�������"+, ����� "�"���� :6�; ������+���� ��%?

dx

dt
= f(x), S(x)

dy

dt
=

[
B(x) +M(x) − 1

2
Ṡ(x)

]
y. :�6;

�� "�"���� :�6; ��.�� ���7��, ����� �
� ��%� ���%������� 5���7 �"��#
%�� ����
�� $���� V = 〈S(x)y, y〉 � "������
��� �����&�� %��$�&�#���� S(x) ∈
∈ C′ (Rm; f), ���� �� �%�� ��� �� � "�"����� :�;  � ���� �����
���, ����� ��%�!
��#�+"� �������"�+ :�2; � � &+��� ���� detS(x) 	= 0  �� �"�� x ∈ Rn� H
��� ��, -�
"�"���� :�; ��.�� ����"��� � ����� �

dx

dt
= f(x), S(x)

dy

dt
= S(x)A(x)y,

�  ��� ������#�� �%���������� "�"����

dx

dt
= f(x) , S(x)

dy

dt
+

1

2
Ṡ(x)y =

[
S(x)A(x) +

1

2
Ṡ(x)

]
y. :��;

3���� � ��������7 "�"���� �����&�

Ā(x) = S(x)A(x) +
1

2
Ṡ(x)

"��������#��

Ā(x) =
1

2

(
Ā(x) + ĀT (x)

)
+

1

2

(
Ā(x) − ĀT (x)

)
=

= 1
2

{[
S(x)A(x) + 1

2 Ṡ(x)
]
+
[
S(x)A(x) + 1

2 Ṡ(x)
]T}

+

+ 1
2

{[
S(x)A(x) + 1

2 Ṡ(x)
]
−
[
S(x)A(x) + 1

2 Ṡ(x)
]T}

=

=
1

2

{
S(x)A(x) +AT (x)S(x) + Ṡ(x)

}
+

1

2

{
S(x)A(x) −AT (x)S(x)

}
.

/����
��8�

B(x) =
1

2

{
S(x)A(x) +AT (x)S(x) + Ṡ(x)

}
, :�@;

M(x) =
1

2

{
S(x)A(x) −AT (x)S(x)

}
, :��;

��
���, -� "�"���� :��; ��.�� ����"��� � ����� �

dx

dt
= f(x) , S(x)

dy

dt
+

1

2
Ṡ(x)y = [B(x) +M(x)] y, :�
;

 � �����&� B(x), �����
��� �����"�� :�@;, "������
�� �  � ���� �����
���, � �����!
&� M(x) ����� � :��; < %�"�"������
��� /�����"�
� � "�"���� :�
;  � ���% 1

2 Ṡ(x)y
� �����7 ��%, ����� ���  � "�"���� :�6;�
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3���� "�"���� :�6; �� ��� ������ ��� �% "���"��7��, �  ��%�� "������
���
�����&�� S(x) ∈ C′ (Rm; f), �%� �� ����+��# �����

detS(x) 	= 0 ∀ x ∈ Rm, ‖S−1(x)‖ ≤ c < ∞. :��;

F%-� � "�"���� :�6; "������
�� �����&� B(x)  � ���� �����
���, ����� 〈B(x)y, y〉 ≥
β‖y‖2, β = const > 0, ��� �� 0#��� �����
��� 〈B(x)y, y〉 ≤ −β ‖y‖2, β = const > 0, ��
"�"���� :�6; �� � �����������

9����� ��
� "�"���� :�6; �% "���"��7��, x ∈ Rm, y ∈ Rn � ��%���!$��%&�#�
f(x) ∈ CLip (R

m), ‖f(x)‖ ≤ α1 ‖x‖ + α2, αi = const ≥ 0 � �  ��%��� �����&���
B(x),M(x) ∈ C0 (Rm), S(x) ∈ C′ (Rm; f), -� �� ����+����+ ����� :�2;, :��;, "$��!
����#�� ��%� ���� .�����

��
���� �� ����8 3&3���� :�6; '�& 7@CB/0�8 ����&A� B(x) ≡ 0 ��4 �/<� 5
/:7@ ?@7>A�= .��7� :@;	 �/:� >�CB>�3�B ;��77&� y 4 '��7/= � 3&3���� :�6; 5@�
:� ��9@C��7/= ;� 5@:B��>/E 7�0�:F4�7/E H〈B(x)y, y〉 ≥ 0I 3&����&<7/E ����&A�
B(x) ∈ C0 (Rm)	

4��������#�� "����  ��� ���� &�#� �������� F%-� "�"���� :�6; ��� ���+���7
�����&� B(x) ∈ C0 (Rm)

dx

dt
= f(x) ,

dy

dt
= S−1(x)

[
M(x)− 1

2
Ṡ(x)

]
y :@E;

��# ��
� � � �� $��%&�� '���� :@;, �� �"��#  ��%� %�� ����
�� $����
W = 〈Θ(x)z, z〉, ���� �� �%�� ��� �� �� "���.���� "�"�����

dx

dt
= f(x) ,

dz

dt
=

[
M(x) +

1

2
Ṡ(x)

]
S−1(x)z :@�;

 � ���� �����
���� H"%��+%� ��. "�"������ :@E; � :@�; �"��# ��0���%

z = S(x)y, :@2;

�� ���� �� %�� ����
��� $���� V = 〈S(x)Θ(x)S(x)y, y〉 ��� �� � "�"����� :@E; ��%�.
�� �  � ���� �����
����� 4�� "� �������#, -� &� $���� �� ��+ ������ .�����, �
&� ����
�#, -� "�"���� :@E; � :@�; �� ��+ ������������ 4� ��0��%� :@2; �� ��, -�
%��+%�"�+ ����7�� ������.��� ����0��%�� "�"����

dy

dt
= S−1 (x (t;x0))

[
M (x (t;x0))− 1

2
Ṡ (x (t;x0))

]
y,

�%� �������+  � ���� �� +∞, ��%� "��� �% %��+%�"�+ ��%�� ����0��%�� "���.����
"�"����

dz

dt
=

[
M (x (t;x0)) +

1

2
Ṡ (x (t;x0))

]
S−1 (x (t;x0)) z.

4�� "� �������#, -� %��+%�"�+ ������� y ∈ Rn # ������ 
�"��� n = 2n1�
/�������
�"+  � "�"���� :�6; � "������
��� ���� 0���� �����&�� B(x) ∈

∈ C0 (Rm), �������#�� $��%&�� 1������� V �������� � ����� � %�� ����
��� $��!
�� �  � ����� ���������� V = p 〈S(x)y, y〉+〈S(x)Θ(x)S(x)y, y〉� /��  �"��+ ����%��
���
����� ��������� p > 0 ���� �� &�#� $���� ��� �� � "�"����� :�6; �� �  � ����
�����
����� *� ����
�#, -� ��� ��� "�"���� # �����������
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D�@0�6�77� �2	 F%-� �����&� B(x) ∈ C0 (Rm) � "�"���� :�6; �� # "������
���, �
��%���#�+"� ���+%� �������"�+ 〈B(x)y, y〉 ≥ 0, �� &� "�"���� ��.� � �� ���� �������!
����

5� �����8���� ���������� "�"���� �  ����  �7"���� ����������� p1, p2

dx

dt
= p1 − sin 2x ,

dy

dt
= [p2 + cos 2x] y. :@	;

�����+��  �"�� .���� &�#� "�"���� ��"�� 
���+, -� ���� �� � ���������� ��� ��!
%������ �������"��7

p21 + p22 > 1, p2 	= 0. :@6;

���� ����, �%-�  �� ���������� p1, p2 �� ��%�����+"� �������"�� :@6;, �� "�"����
:@	; �� ��# .� ��� $��%&�� '�����

/�� ���
����� ���������� p1, p2, �%� �� ����+����+ �������"�� :@6;, ����8���
������ .��� $��%&�� 1������� V = s(x)y2�

A� |p2| > 1� V = y2�
AA� |p1| > 1 , p2 	= 0 � V = (p1 − sin 2x) y2�
AAA� p21 ≤ 1, p22 < 1, p21 + p22 > 1� V = (λ− sin 2x) y2,⎧⎨

⎩
λ =

√
p2
1+p2

2

1−p2
2

, p1 ∈ (0, 1] ,

λ = −
√

p2
1+p2

2

1−p2
2

, p1 ∈ [−1, 0) .

AM� 0 < |p1| < 1, p22 = 1� V = (λ− sin 2x) y2,

{
λ >

p2
1+1
2p1

, p1 ∈ (0, 1) ,

λ <
p2
1+1
2p1

, p1 ∈ (−1, 0) .

�� ����

��� � "����� ������������� ����� ��� $��%&�� 1������� � ����� �
%�� ����
��� $���  ��  ��%�� %��"�� ����7��� ���8����+  �����
��� "�"���� ��!
"�� .��� ���"����"�+ ���������"�� ������ ����7��� ���8����+  �����
��� "�"���
� ������������ H������� �����+���� ��.��+ ����  .������ ����� �� �
 � ������
������������ ������� ��  �����
��� "�"����
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