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������ �������� ������������ �������� �������� ������ ! ������"�
���� ������ #�����!!�� $ �#�  �"%����&�' ���� #����$ % "����(� "�� � ���� �����)
�"�� ���������� �"��$ " �"���"������� �������� * #"(� � �"�"�� ��� ������)
��"�'��� � ���' �" ���� +"#� �"�"��  ���#"&�' ��� �"� �����& "��� �����"���)
��� �������� � �,� �����"��( � #��� "�' �!-��� ���-�����.��� #����!#��(
/��!���� � ���-�� �� ����#0$ ���� ������ ! ���-"� � ��� ��� $ ���!��(��� ��)
���� ! ���-"�$ ��"�!�#� ���#������ � ���" ������ ���-$ #��� "�' �#�"����
����#!�$ ��1����� ����"��  ��(��"�$ ������ ���! ����� ��,�� 2� ��� ���
�� ��"���3 "#�� ��"��3 ������� ���"���� �'�� �������� �� ��#! ����3 ��������)
"�'��� � ���' �" ����������� �"�"� �  ���� ���� �� ��� � ��������� �!.��#"��(�

4" �"�� ��������� ��!�'�"�� �#����3 ����3 � ��"(��� ��������"�'��� � )
���'$  � �"�� ���#�"�'��  �"��� ���� �" 3���( � 5���# � �������%& �"�� � 65��!)
 "���'$ ,� ���#� ��!�'�"�� #�"�����3 ����3 ��������'�� �" �"�� ���� �"�'��
/�"��#�"�$ ���"�����' �!�#��3 7��"0$  ��1�� -� "���#�"� ��!�'�"�� ������-��'
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�"�"� �" �"�"� �!��% �  ������&�'��  �� #�"������$ ��#��"$ ,� ����!%�'�� #"�)
����� ���#�" �" ���"��� �"�����-������ ���"��� /�� � 8�9 �" ����� 8	9 � .�.���)
�"��%&0�

:��� ��1�� ������-��' ����!���� �.!���� #"(� �� �"�"� �" �"�"� �  �)
#����"���� "������������� "�"���! �" �"#�� ����������� �.5%#�"�$ % �"�� 8;9�
< ��( ���  ��"�#! �"�" �"�"�'��3 ��!#�!� !�"�"�'���� �����'$ �"������ "�!
=� >� =�%(��# 8?9 ��� #��� ��� ������ � ���'�� ��� ������� ��������� �"���
@��"  � �����  �"��� ����( #��� ��� #�����!!�� � ��%��"���� �" ������-�)
���� �"�"��  ��.! "���� ,� ! ABCCC ��$ �� ���# �� ����� ���������($ �� 5��"���
�� �� ������ �"���"�� � �� ���  �"��� ������$ ��#��" * #���������� �"���")
�� $ ��� � �� ��"����� �"��#" ����� ��������#� �"���"������� �"�"�"�� ����3
���'�� ����������� ����� �, � ! ����!�#! �� ��.!�� � �� �� �"���"������ ����)
��( � .��'1 "���� ��& �����& �""#������#� 2� ������ ��������� ����"�� ."�"��
 ������ � �#��������� ���#�� $ �"��#�"�$  �����( ! ���"���� ���#� ��#"���"��3
�"#��3 * �"� ����' ��#"�'��� #��� "�'  �#��� ���� �.!���� �"���

<� ����& "������������  �"��� ����( ���� ������ #��� ��� ������ �� ���)
�!���� �.!���& �!�����& ��� ����� �"�� 8?9*8
9� < ��� �5��� "�� � ���#� ��#"�')
��� #��� "�'� � 8?9*8�9 ������-��� ���#�"�'��  �"��� ���� ��!�� � ��� �������
��������� �"��� < �"�� 8D9 ��.!�� "�� �� �� "����������� �� ������  �"����
��"���' �  �"���� �!�#��( ��%3 �"�"��� ����.�� ��!�'�"�� ��� ��������"�'��� ���)
"��� ��� ����� ����#! /�����' ���-��0 ���-"��  8�9� E"�"�� ����� �"�"��
� ������ �.!������ �!����� �"�� ������!��  8�9*8��9� �� ��� ���"�'��( �����
�"�'$ ��� ������ �"#�� �"�"�"�$ �" �����  8�	9�

2� �"�� % �������� ���� -����� ������-���� ����!�'� "��3 ! 8;9 �")
�"��$ #��� ��#"�'�� �.!���� �!����� �".! "&�'  �������$ �" �#�3 �" #��� "���
 ��%3 ������� ������� �����"&�'  ��� "�� ������ �" �.�"���� �.!����� <�"%�����
�.!���3 � ���.!���3 �"���� ������� ����-!% ���!"��&$ #��� �"����" �"�"�" %
���"�����-���&� +"#! ���!"��& � ���"�����-���& �"�����& �"�"��& �����)
�!��  8�;9� 2� �!�� �&%$ ��� ���� � 8;9$ �!��% � �����  ������"� ��  � �����
�.!���3 �"�"�� �  ������� 33 "������������� "�"���!� F�  �#����� !%�� #�����)
��& ������-����$ �"������ "�!  8�;9� <"-�� �� �������� "�"���! %  � �����
���#�"�'���  �"��� ����( �"�����3 �"�"��$ ������-���& �#�� ��� ����� �"1!
�"�&�

� �!�#�� � �" ����� ���� �� ������� ����3 ��������"�'��� � ���' �" ���)
�������� �"�"� � ���#� ����"������

< �!�#�� 	 ����!�'� "�� �.!��! ���#�"�'�! �"�"�! ��� � ����� G�!�")
H�! ���� �" �����������! �"��$ �#" % �"���"������ ������ �������3 �"�"�� ��
#��� "��� ��!���3 ���#� �� �.!����� �!�����  �#��� ���"#�������  !��� � F�
�.��-����' ���!�& "���� �����'��3 �"�"�� ��� ��#� ��� �"�"$ �#�(  ���"���)
��( �������"��3  ���� ��"%  5��#" ��!�$ �5%��"���  �����! ���"#�������!  !���
�" � �"#�������� #���� ��� ���#"��� 6.!��! �"����! ���"�����3 ������� �"� �)
��  "-#�� #��������� F"��� �""����� ε  �"�"�� %  ����1���� �""#�����
����(��� �����  "-#��� #������� �" �� -��� ��!�� ���� ε ���!% �� �!��$  
�#��� ���#� #������� ��!� #������!%�'��  ���#" �"�"$ �����!   "-"%��$ ,�



(!) #*+*,- ./-!0*�12-�2113 4* #2!5)�67 8!*9*7    &:

 ����1���� !��������� �!���� ��!� � #������� �"% �����# ε−2 / 8;9 ��( ���)
��# ��� �&% εκ � κ < 20� ��1�  �"��� ��"����� �"#�3 �"�"�� % ������ � .����-��
�"��� �� ε→ 0 8;9�

� �!�#�� ; �5��� "�� �"����! ���#�"�'�! �"�"�! �" ���� �� ����� "��������#
�1��  �"���� ��"���' �  ���� �����  �"���� �!�#��(I ��.!�� "�� !  ���� �����!
���'.��� ��! ������ "����(� "��( � �"�����& �"�"��& ���"�� T � ���-���(
�� �'��� ���"�� T ∗� @��" �.!��" �"�"�" �� #�-���! ��#�� "���! ��"����� ε > 0
% �"�����-���&$ ��� �"�����3 �"�"�� ��-�� " ���!"���$ �" �#�3 ���"��� T � T ∗

�� �.��"&�'��  -�����! ���'.��� ��! ������$ ��.�� �"����" �"�"�" % ���"��)
���-���&� F� �� �.J!��� !%�� �.�-����� �� ε→ 0 �.!���3 �"�"�� �� �"�����3$
" ����������� �"  � ����� 33 ���#�"�'���  �"��� ����(�

< �!�#�� ? �5��� "�� ��!#�!! ���#�" σ(T ) �"�����3 �"�"���  �� % �.5%��"����

����# ���#�� σ(T̂1) � σ(T2)  ���� ���� ���.!���3 �"�"�� �" �"�� � �"#��������
 �1��"�� �" �"�"�� 4�(�"�" �" ��#� ��! ����"��$ �#�(  ���� ��"% �.�"��� �.!)
���� �!����� /�!� T̂1 � T2 * "����(� "�� � ���� �"�"�"�� �"�����-��� ���"���0�
2�( �"#� �� �����$ � �� ��.!�! " 1� ����' ���! ���"��" T �

�!�#� � ��� ����� ������-���& "���.����3 �" ����������3 #"������(  �"�)
��� ��"���' λ ∈ σ(T ) �"������� ���"��" � �5��! "��& ��!#�!�  ���� �����

#���� �� ��������� � K#,� λ �∈ σ(T̂1) ∩ σ(T2)$ �� ��"�"�� #"������ �.��"&�'�� �

��� �&&�' #"������ λ �# ���#� ���#�" σ(T̂1)$ /�#,� λ ∈ σ(T̂1)0 �� σ(T2) /�#,�

λ ∈ σ(T2)0� 4��"�����-�����' ���"��" T  �� ��%�'�� !  ��"�#!$ #��� σ(T̂1) ∩
σ(T2) �= ∅� �#,� λ ∈ σ(T̂1) ∩ σ(T2)$ �� �"�"��� "���.���" � ���������" #"������
λ �� �.��"&�'�� �$ #��  �"����$ ���"�� T �"% ��%��"��  �#���� ��� �'���  �)
�"�#! �5��� "�� ���!�! ��� ����������3 #"������ λ /�����" ;0 � ��#"�"��$ ,�

"���.���" #"�����' λ % �!��& "���.����� #"������( λ �# ����# ���#�� σ(T̂1)
� σ(T2) /�����" ?0� ��.!�� "�� �������  �"���� � ��%��"���  �#��� $ ��#"�"��$
,�  -��"�� �( ��!#�!� #���� �� ��������� ���"��" T �"��&�� �� -���
.��'1�3$ ��- 	 �� ���!%�

�� �	
��������� ����� � ���
��� ����� ������� 4��"(
V = {a1, . . . , ak} * �#������" ���-��" ����#  R3$ ���#� � �#�� �5%��"�� ��"�#���
������������ #� ���� L������� V �"�� "������ /��0&1��&$ " #� � * ��2���&�
F��-��! �.� ����"���� ���� E� M�.�$ �#� �5%��!% ���#� ai � aj $ ����"����
���� gij ".� (ai, aj)� ������ �( 3�4����&51&6 3��7 G = G(V,E) * �� �!#!�����'
 �1�� � �.�� M�.� � �� ��'�! � � ��  �1��$ �#�  ��� �5%��!%$ �"� ��� �18&�

9�1�1&�&� 4"�"�� I(a) * ���-��"  ��� �.�$ ����������� ��  �1��� a� ���'�1��

deg(a)  �1��� a �"� ��� ���!-����' I(a)�
<���."-���� f : G → R �"�� "������ 7:1;8�<= 1� 3��7�$ " ���� fg ����"�")

������ 33 >/:?�11� 1� ��2�4 g� N!�#��� f % 1�'����/14= 1� 3��7�$ �#,�  ��" ��)
��� �" �" #�-���! �.� �  #�-��(  �1���� ��'����/1�@�A f : /��0&1� a ∈ V
���"�"%$ ,� lim

x→a
fg(x) = f(a) ���  ��� g ∈ I(a)� +�.��$ 3��1&51� >1�5�11� fg(a)

�!�#��3 f �" #����� �������� ��  �1��� a �.� �.��"&�'�� � 33 ��"������ ! ��(
 �1����

4��"( C(G) * ����� ����� ��� �" G �!�#��($ " C{G} * ����� �!�#��(
�" G$ � ������ ����� ��� �" �."�$ "�� ��"����� �#�� !  �1��"� �� �� ���
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�.��"&�'�� � �"������� ��"������� �" #����� �������� �� ���  �1��  ���� ��)
��� �.�� � ����� �"#�- ����� Cn(G) = {f ∈ C(G) : fg ∈ Cn(g) ���  ��� g ∈ E}�
6"! "-���$ ,� ������� �!�#��( �" �"�� ��  ���"���� !  �1��"� * �� ���� ��1�
�� �"����� ��"����� ��� ��������  ��� - �.� ! 3���� #���� �� ���#"�� ������)
��& "��� �" �.� g �� ����� �" �"�!"�'��� �""����� ��%3 #� �3� 4" #�-���!
�.� % � � �"�!"�'�� �""�����"��3$ ���! ���� ����� ��� df

dg (a) ��!���� 3��1&5�

1� >1�5�11� '4��914B 1� '�&C�3C4�: 94 /��0&1& a ;�18� ��2�� gD />��4B />94/?

g : 1�'���� /�9 /��0&1&� ������� �"���� ����#!  �� �"���! �""�����"��3 ��
�"��-"�'$ ���! ���"������ ����� f ′′� 2� �"�� ����!%�'�� ��.!�#� f ′g′�

�1��3��C �!�#��3 f �" �"�� % �!��& �����"�� ��  ��� (��� �."�∫
G

f dG =
∑
g∈E

∫
g

f dg.

4��"( L2(G) * ����� H�.��" �� �#"����� ��.!�#�� (u, v) =
∫
G uv dG � ����&

‖u‖ = (u, u)1/2� < ����� ������ :�.��% "

W k
2 {G} = {f ∈ L2(G) : fg ∈ W k

2 (g) ���  ��� g ∈ E},
W k

2 (G) = {f ∈ C(G) : fg ∈ W k
2 (g) ���  ��� g ∈ E},

�� �#"����� ��.!�#�� (u, v)k =
k∑

i=0

∫
G

u(i)v(i) dG �"  ���� ����& ����&

‖u‖k = (u, u)
1/2
k �

4��"( Q * �!�#��� #�"�! C{G}� ���64/4= >�9�5�= ��� ��������"�'���� � )
����� �!���� ����#! u′′+Qu = f �" �"�� G �"�� "%�� �!#!�����' ��������"�')
��� � ���' u′′g +Qgug = fg �" �."� g ∈ E �"�" � ���#�� !�� ! (���  �1��"��
M���.5%�� ���-��!  �1�� �"�" �" � � ������-��� V = V0 ∪ V1� � ���#"� ��1�3
� ��� ��"����� �� 5��#! u   "-"%��  �������� u(a) = ϕ(a) ���  ��� a ∈ V0� � �1��
 �1��  ��"�"%��$ ,�.

• �!�#��� u .!�" ����� ��&

ug1(a) = ug2(a) = . . . = ugr (a), /�0

�� g1$ � � � $ gr * �."$ ����������  �1��� a$ r = deg(a)I
•  �#��! "�"�� !�� " ∑

g∈I(a)

du

dg
(a) + q(a)u(a) = 0. /	0

K#,� q(a) = 0$ �� /	0 % #�"�����& !�� �& ������" ."�"��! ��!�� $ ����� ��
����#� $ ��� �"���! � �� �� ���"��# q(a)u(a) ! �������� ������� ���"�"% �"� ����'
������-����� !  �1��� a �"#��" * ���#� ��� �"��!$ ���#� ��� �-���" ����"$
������-���3 �"��� F��-��! V0$  ���#"� �#�3 �"�"%�� !�� � ������$ �"� ��� ���

?�= 3��7�� ����"�"������ 33 �"�"�� ���� ∂G� <�1��� � ���-��� V1 �"� ���
/1:���01��&� 6"! "-���$ ,� �����  �1�� �" �"����� �  �!��1��  ���"���� ��)
��� �"�"��� ! ��� #"(� �� !�� $ " �� ��������%& �"�"� M�� 5���# u #"(� �3
�"�"�� 1!#"%��  #�"�� C2(G)�



(!) #*+*,- ./-!0*�12-�2113 4* #2!5)�67 8!*9*7    &;

E�:/�?�11� �	 K#,�  �!��1��  �1��" % #���� �&$ ��.�� deg(a) = 1$ �� !�� �
/�0$ /	0  ���-!&�'�� ! #"(� ! !�� ! du

dg (a) + q(a)u(a) = 0$ �� g * %���� �.�$

���������� �� a� =�-�$ #���� �  �1���$  �#�� �"�"�� ���& #"(� ! !�� ! ��
!�� ! 4�(�"�"$   "-"%��  �!��1�����

4��"( Ġ = G \ V * ������#�)���-���� �.5%��"��� �.�� +"#�!&�� ������)
����( �"� �# ��"����#� "��( ����� ��$ �!���  �#����� ! "�� O��"����#�)
 "��(P ��������"�'��( ���"�� 8�9

(
d

dG
u′ + qu

)
(x) =

⎧⎪⎨
⎪⎩

u′′(x) + q(x)u(x), x ∈ Ġ,∑
g∈I(x)

du

dg
(x) + q(x)u(x), x ∈ V \ ∂G, /;0

�#�( ��% �" �!�#��3 #�"�! C2(G) � �.5%��!% ��������"�'�� ���"��� �!���� ��)
��#! �" �."� �" ���"��� ��1��� ����#! !  �!��1���  �1��"�� 4"�"��$
���!�&&�� #"(� � �"�"��$ �� ��!�#"������ !�� � ����� ����� /�0$ .�  ���
 �����'  ���"����� �����! C2(G)�

��� #�-��3 �"� �!�#��( u$ v � #�"�! C2{G} ��" �-!%�'�� ���!�"∫
G

u′′v dG =
∑
a∈V

∑
g∈I(a)

(
ug(a)

dv

dg
(a)− du

dg
(a) vg(a)

)
+

∫
G

u v′′ dG /?0

* "�"��� ���!�� H"�"�-" �" �"���
�� ���������� ������� 4��"( V = {a, a1, . . . , al} � E = {(a, a1), . . . , (a, al)}�

+��� Γ = Γ(V,E) * ��#� �( �"� � ��-�"   "-"��$ ,�  �� (��� �." γj = (a, aj)$ �#�
�5%��!&�' ���� a ��#� �  �1��"�� aj$ j = 1, . . . , l$ % ��������(����  ����#"���
4��"( bε1, . . . , b

ε
l * ���#� ������! �.� �"�" Γ �� ����& "��!�" ε � ������  

����� a� K#,� ε ����"��'� �"�� ���"��� �����$ �� ���" ������"% !�� �."� Q���
Γε ����"���� �����.���� �"�" Γ$ �#� ������' �� �  �1��� bεj $ j = 1, . . . , l$ " ����
Sε * �"�$  ���"��( ����& � Γ /�� � ��� �0� 6��!����$ ,� Sε * ��#� �( ����"�
Γε �  �1��"�� a, bε1, . . . , b

ε
l �" �."�� (a, bε1), . . . , (a, b

ε
l )�

M������"&�� �"� Γ �# ���������! �����' �!�#" ��!�$ �#�������  ����(
�����$   ����� ����(�! �!����! ρ ��!�� N!�#��� ρ �"��-��' #�"�! C{Γ} � % ���"�)
��& �" �."�� 2& �!����! �.!��� �" ����"�� Sε$ �����&&�� ����!�#� �  "-#�
#������� ��!�� 4��"( �!�#��� qε ∈ C∞{Γ} ���"��" �" �."� �"�" Sε � ��� )
�&% �!�� �  �1�� ����# Γε� � �������( ������ �� ����."���� ��%��"��� �"� !
 �1��"�$ ���! ���!�#"%��$ ,� ρ � qε ��� �&&�' �!�� � !  ���  �1��"� Γε� ���
#�-���� ε > 0 ! ����� �.!��! �!����! �������

ρε(x) = ρ(x) + ε−2qε(x), x ∈ Γε.

�""��� ε %  ����1����� �""#����� ����(��� ����� #������� �" �� -���
��!� �   "-"%�'�� ����"��'� �"���� ���� ε ���!% �� �!��$  �#���  �1��� a
#������!%�'��  ���#" �"�"$ �����!  ����1���� !��������� �!���� ��!� �" #��)
����� �"% �����# ε−2�



&< ���� �����	
�� �������� ��	��	�

���� �� ��#�"� ��!���3 #����!#��3 /�������3 ������0 �" 33 �")
���"��3 �" ��������& ������������ �"�" /����������3 ������0

F�  � �"������ �� ����#! �� ε → 0  �"���� ��"���' �  �"���� ��������� 
���#�"�'��3 �"�"��

d

dΓε
u′ε + λερεuε = 0 �" Γε, uε = 0 �" ∂Γε, /�0

�� λε * ���#�"�'��( �""���I uε *  �"��" �!�#���� < "-"%��$ ,� uε �"��-��'
�� #�"�! C2(Γε)� +!� ∂Γε = {a1, . . . , al} * ���-��" #���� �� ����# �"�" Γε�

���#����!%�� �"��-����' �.!���� qε  �� �"���� �""���"� 4��"( S * �."�
 R

3
ξ �"�" Sε �� "������!  ���."-���� ξ = (x − a)/ε� 7"� S % ��#� �� � (���

�"���"��� �� �"��-��'  �� ε� �."���  �1��� a % ���"��# #�����"�O �����! R3
ξ$

"  �1��� bεj  ���."-"&�'�� ! ��#�� "�� ���#� bj � < ����� ����"����� ζj = (O, bj)
��� �.� �"�" S� 4��"( q * �!�#��� #�"�! C{S}$ ���"��" �" �."� � � �!�'� ���
��"������� !  �1��"�� ��(����

qε(x) =

{
q(x−a

ε ), #��� x ∈ Sε,

0, #��� x ∈ Γε \ Sε,

���  ��� ���"���� ε�
:��#� �"�"�� /�0 ���#����( � ���"���( ��� #�-���� ε > 0� 6 ���� "�� ���#�)

"�'��3 ����3 ��� ��������"�'��� ���"��� �!���� ����#! �" #���"#���� ���)
�������� �"�"� ��-�" ���"(�������  �����"��3 8�9� 4��"(

λε1 � λε2 � . . . � λεk � . . .

*  �"��� ��"����� �"�"�� /�0$ �"�!��� "�� �  "�! "���� #"������$ �#�������3 ���
#�-����  �"����� ��"������ <���� ����  �"��� �!�#��3 ����"�"������ ���� uε,k� <
8;9 �� �����$ ,� ��1�  �"��� ��"����� λε1 ���!% �� �!�� � �"% "��������#!

λε1 = ε

(∫
S

q dS

)−1 l∑
j=1

1

|γj | +O(ε3/2), ε→ 0,

�� |γj | * �� -��" �." γj � M�1�"  �"���� ��"���'  ���#������  �� �!�� �� ε→ 0
8;$ ���" �9� >��������#" �"�� ���  �"���� ��"���' % �������� ������-���� �"1�3
��"����
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 � !�	�����	"� ���"��� �� ���	�	# �������������"���� ���� λε ����
�  �"���� ��"���' λεk$ k > 1$ �#� �� ���!% �� �!��$ " ���� uε *  ���� ���!  �"��!
�!�#��&� G!#"������ 3��� "��������#� !  ������

λε ∼ λ+ ελ1 + . . . , uε ∼
{
u(x) + εu1(x) + . . . , x ∈ Γε \ Sε,

v(ε−1(x− a)) + εv1(ε
−1(x− a)) + . . . , x ∈ Sε.

/D0

�����" ��� �� ���  �"�"�! /�0� =�#��'#� ρε = ρ �" ���-��� Γε \ Sε$ �� �!�#��� u
.!�� �� 5��#�� � �����

u′′ + λρ(x)u = 0, x ∈ Γ̇,

� �"�� ��'������ #"(� � !�� �

u = 0, x ∈ ∂Γ.

��� �$ �#�� �!�#��� u �������#� "�" !  �1��� a$ �5��!%�� ��-���
M� ����� /�0 �" �."� �"�" S ⊂ R

3
ξ �".! "%  �����!

ε−2 d
2uε
dξ2

+ λε
(
ρ(a+ εξ) + ε−2q(ξ)

)
uε = 0, ξ ∈Ṡ.

:���!���� ���"�#� ����#! ε−2 ��#�!&�' � ����� ��� ���� ���� ����" "������)
��#� �" Sε

v′′ + λq(ξ)v = 0, ξ ∈Ṡ. /�0

��� ����$ �!�#��� v % ����� ��& !  �1��� O ��#� S � �"�� ��'��% !�� � ���)
���"

vζ1(O) = vζ2(O) = · · · = vζl(O),

l∑
j=1

dv

dζj
(O) = 0. /
0

<�"��" �!�#��� uε ����� �� ��������(� �"  #�"������! ����� !  �1��"� bεj
������� 2$ ���!

uγj(b
ε
j) + εu1,γj(b

ε
j) + · · · ∼ vζj (bj) + εv1,ζj (bj) + . . . ,(

ε−1 dv

dζj
(bj) +

dv1
dζj

(bj) + . . .

)
+

(
du

dγj
(bεj) + ε

du1
dγj

(bεj) + . . .

)
∼ 0

6 ���� ���  ��� j = 1, . . . , l ���-!%��

uγj (a) = vζj (bj), /�0

dv

dζj
(bj) = 0, /�R0

.� bεj → a  ������ �����! R3� :#����" 1��' ����"������ /;0$ � ����� /�0$ /
0
�" /�R0 ��-�" ������! "��  ���� � �����

d

dS
v′ + λ qv = 0

�" �"�� S O.�� ��-�P /∂S = ∅0� � �'��! �"����  "�� "��$ ,� �!����" q ��� �&%
�!�& !  ���  �1��"� S�

< �����  ���."-���� �a : C(Γ) → Cl �" �b : C(S) → Cl �" ���!�"��

�a(f) = (fγ1(a), . . . , fγl
(a)), �b(f) = (fζ1(b1), . . . , fζl(bl)).



;> ���� �����	
�� �������� ��	��	�

+��� !�� � /�0 ��-�" �"���"�� �# �a(u) = �b(v)$ " �"�"�" �" ���� �� ����� ��� /D0
�".! "%  �����! ⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

u′′ + λρ(x)u = 0, x ∈ Γ̇,

u(x) = 0, x ∈ ∂Γ,
d

dS
v′ + λ q(ξ)v = 0, ξ ∈ S,

�a(u) = �b(v).

/��0

2& �"�"�! �"�� "������ 3��1&514=�
��.!�!%�� ���"��$ "����(� "��( �� �"�"��& /��0� 4��"( L2(ρ,Γ) � L2(q, S) *

 "�� � ������ H�.��"� < �����  ��� �����"� ���"���

T1 = −1

ρ

d2

dx2
, D(T1) =

{
u ∈W 2

2 {Γ} : u = 0 �" ∂Γ
}
;

T2 = −1

q

d2

dξ2
, D(T2) =

{
v ∈W 2

2 (S) :
l∑

k=1

dv

dζk
(O) = 0,

dv

dζj
(bj) = 0, j = 1, . . . , l

}
,

 ���� ����� < ������ L = L2(ρ,Γ)⊕ L2(q, S) ��������� �"�����( ���"��

T =

(
T1 0
0 T2

)
, D(T ) =

{
(f1, f2) ∈ D(T1)⊕D(T2) : �a(f1) = �b(f2)

}
.

+��� �"�"�" /��0 �# � "�����" ���"�����! � ����& Tw = λw$ �� w = (u(x), v(ξ))�
��.!�!%�� ���-���( ���"�� T ∗� 4��"( w ∈ D(T ) � z ∈ W 2

2 {Γ} ⊕ W 2
2 {S}$

�����! w = (u, v) � z = (ϕ, ψ)� :#����" 1��' ���!��& /?0$ ����"%��

(Tw, z)L =

∫
Γ

u′′ϕdΓ +

∫
S

v′′ψ dS =
l∑

k=1

(
uγk

(ak)
dϕ

dγk
(ak)− du

dγk
(ak)ϕγk

(ak)+

+uγk
(a)

dϕ

dγk
(a)− du

dγk
(a)ϕγk

(a)
)
+

l∑
k=1

(
vζk(bk)

dψ

dζk
(bk)− dv

dζk
(bk)ψζk(bk)+

+vζk(O)
dψ

dζk
(O) − dv

dζk
(O)ψζk (O)

)
+

∫
Γ

uϕ′′ dΓ +

∫
S

v ψ′′ dS.

+���  "�!%�� !�� �$ �"#�"���� �"  �#�� w$ ��#��"$ �"��-����' ��- ���������

dv
dζl

(O) = −
l−1∑
k=1

dv
dζk

(O)� +��� ���"��� � ����' �".!��  �����!

(Tw, z)L = −
l∑

k=1

( du

dγk
(ak)ϕγk

(ak) +
du

dγk
(a)ϕγk

(a)
)
+

l∑
k=1

uγk
(a)

( dϕ
dγk

(a) +
dψ

dζk
(bk)

)
−

−
l−1∑
k=1

dv

dζk
(O)(ψζk (O)− ψζl(O)) + v(O)

l∑
k=1

dψ

dζk
(O) +

∫
Γ

uϕ′′ dΓ +

∫
S

v ψ′′ dS.

=�-�$ ���"�����"�'�� ���"�#� ���#"&�' ��  ��� w ∈ D(T ) ���� � ��1� ����$ #���

ϕγk
(ak) = 0, ϕγk

(a) = 0,
dϕ

dγk
(a) +

dψ

dζk
(bk) = 0
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���  ��� k = 1, . . . , l$ " �"#�-

ψζ1(O) = ψζ2(O) = · · · = ψζl(O),
l∑

k=1

dψ

dζk
(O) = 0.

2� !�� � �""#����!&�' �.�"��'  ���"����� ���-����� ���"��"� > �"��

T ∗ =

(
T̂1 0

0 T̂2

)
$

D(T ∗) =
{
z = (ϕ, ψ) ∈ D(T̂1)⊕D(T̂2) :

dϕ

dγk
(a) +

dψ

dζk
(bk) = 0, k = 1, . . . , l

}
,

�� T̂1 * � !-���� ���"��" T1 �" D(T̂1) = {u ∈ D(T1) ∩ C(Γ): u(a) = 0}$ " T̂2 *

��1����� ���"��" T2 �" D(T̂2) = {v ∈ W 2
2 (S) :

l∑
k=1

dv
dζk

(O) = 0}�
=�-�$ �� �� ���$ ,�  ������ L ���"�� T ���"�����-���(� �"�� �� ���)

��$ ,� ��( ���"�� ��-� �"�� ��%��"��  �#���� < �'��!  ��"�#!  .!�')�#��!
��1��! ���'.��� ��! ������ �"����" �"�"�" ��- .!�� "����(� "�" � ���"�����)
-���� ���"�����

$� %��"�� ���	���� ���������� Q��� σ(B) � ρ(B) ����"�"������  ����)
 ���� ���#� � ����' ����! ���-��! ���"��" B$ " ���� Rμ(B) = (B − μE)−1 *
����' ���! �'��� ���"��"� =��1��� ��!#�!! ���#�" �"������� ���"��"�

&������ �� �'�;�� 4'����4�� T 9�6@1&6D 9&@;���1&6 � >2�3�<�A@� > �14?&14=

σ(T̂1) ∪ σ(T2)	
F4/�9�11�	 :��1! �"! "-���$ ,� ���"��� T̂1 � T2 % �"�����-�����  �����"�
L2(ρ,Γ) � L2(q, S)  ���� ����$ " 3��� ����' ���� Rλ(T̂1) � Rλ(T2) #���"#����

��.!�!%�� ����' ���! ���"��" T � M��������� � �����

(T − λE)w = f /�	0

��� �� ��'���� f ∈ L$ ".� - �����!��⎧⎪⎨
⎪⎩
(T1 − λE)w1 = f1,

(T2 − λE)w2 = f2,

�a(w1) = �b(w2),

�� w = (w1, w2) � f = (f1, f2)�
���!�����$ ,� λ �"��-��' ����' �����( ���-��� ρ(T2)� +��� w2 = Rλ(T2)f2�

N!�#��& w1 1!#"������ !  ������ �!�� w1 = y + z$ ��

(T̂1 − λE)y = f1,

{
(T1 − λE)z = 0,

�a(z) = �b(w2).

K#,� λ ��-��' ���" ���#��� ���"��" T̂1$ �� y = Rλ(T̂1)f1� ��� ����$ ���� #��#�)
��  ���"����( ���"�� Hλ : W

2
2 (S) → W 2

2 {Γ}$ ,� ��% �" �"#�� �" ����� ��-��(
�!�#��3 v ∈ W 2

2 (S) ����" ��� !  ���� ������'  �#�� �b(v) = (v(b1), . . . , v(bl))� �"��
��"(���� �� 5���# u #"(� �3 �"�"��



;@ ���� �����	
�� �������� ��	��	�

⎧⎪⎨
⎪⎩
u′′ + λρ(x)u = 0, x ∈ Γ̇,

u(x) = 0, x ∈ ∂Γ,

�a(u) = �b(v),

/�;0

� ��(���� u = Hλv� 6"! "-���$ ,�  ���."-���� �b : W 2
2 (S) → Cn % ����� ���$

������ � ������& �� �����  �����"� :�.��% "$ " �� 5���# u ���!%$ .� λ ∈ ρ(T̂1)�

+��! w1 = Rλ(T̂1)f1 +Hλw2 = Rλ(T̂1)f1 +HλRλ(T2)f2�

=�-�$ �� λ ∈ ρ(T̂1) ∩ ρ(T2) � ����� /�	0 ��� #�-����  �#��" f ∈ L �"%

%����( �� 5���# w1 = Rλ(T̂1)f1 +HλRλ(T2)f2$ w2 = Rλ(T2)f2$ ��.��

w = Rλ(T )f =

(
Rλ(T̂1) HλRλ(T2)

0 Rλ(T2)

)(
f1
f2

)
.

6 �� �������  ���� "%$ ,� σ(T ) ⊂ σ(T̂1) ∪ σ(T2)� :�" �-!%�'�� � �.�����  #�&)

�����$ .� ��� λ ∈ σ(T̂1) ∪ σ(T2)  �"��!����! ������ ��.!�� "��  �"���  �#���
���"��" T /�� � �� ������ ����� 	 � ;0� �

'� !���(�	�� �� �������	�� "������� ����	� ����� ���	����

���������� Q��� ka(μ,B) � kg(μ,B) ����"�"������  ���� ���� "���.���! �" ���)
������! #"������  �"����� ��"����� μ ���"��" B$ " ���� Vμ(B) = ker(B− μE)
*  ���� ����(  �"���( ��������� <�����$ ,� kg(μ,B) � ka(μ,B)� < "-"������$ ,�
ka(μ,B) ��� �&% �!�& ��� ��� ����� μ$ �#� �� %  �"����� ��"������� ���"��"
B� F��" �'��� �""�"�" * ����"�� ��!#�!!  �"���� � #���� �� ��������� 
�"������� ���"��" T �

=��"��� T̂1 � T2 � ������ � % �"�����-�����$ ���! "���.���� �" �����)
����� #"������ 3����  �"���� ��"���' �.��"&�'��� ���� #"�����' ���  �"����
��"���' ��-� .!�� �����'  ���#�& �"��-��  �� �������3 �"�"�

)��� �� ����1�@�A /C�@1434 >1�5�11� μ 4'����4�� T̂1 1� '���/&G:< ;�CA;4@��

��2�� 3��7� ΓD �42�4 ka(μ, T̂1) � l	

F4/�9�11�	 4" #�-���! �.� γk �"�" Γ ��������� ���"�� Bk = − 1
ρ

d2

dx2 ! ���)

��� L2(ργk
, γk) � �.�"��&  ���"����� D(Bk) =

{
f ∈ W 2

2 (γk) : f(a) = 0, f(ak) = 0
}
�

K#,� L2(ρ,Γ) �"#�! "�� �# ���! �!�! L2(ργ1 , γ1) ⊕ · · · ⊕ L2(ργl
, γl)$ ��

T̂1 = B1 ⊕ · · · ⊕Bl� +��! � ��-���� ����  ���� "% � ����$ ,�  �"��� ��"�����  ���
���"��� Bk % �������� �
)��� �� ����1�@�A /C�@1434 >1�5�11� μ 4'����4�� T2 1� 2�CA0� >� l − 1D 9� l +

;�CA;�@�A ��2�� 3��7� SH ka(μ, T2) � l− 1	

F4/�9�11�	 ���!�����$ ,�$  �!���� � ��-���& ����$ ���!%  �"��� ��"����� μ
���"��" T2 #"������ l� 4��"( v1$ v2$ � � � $ vl * ����(�� ���"��-��  �"��� �!�#��3�
+��� ���!% 1���&/��CA1� ����(�" #��.��"��� v = β1v1 + . . . + βlvl$ �#" �"�� ��'��%
!�� � v(b1) = 0$ � � � $ v(bl−1) = 0� :�" ��$ ����(�" ������"⎧⎪⎨

⎪⎩
β1v1(b1) + · · ·+ βlvl(b1) = 0,

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

β1v1(bl−1) + · · ·+ βlvl(bl−1) = 0
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l − 1 � ����� ����� �� l �� ������ β1$� � � $ βl �" -�� �"% ���!�'� �( �� 5���#�
=�#��'#� !  �1��"� b1$ � � � $ bl−1 �!�#��� v �"�� ��'��% �"#�- !�� � /�R0$ ��  ��"
��� �&% �!�� � �"  ��� �."� �"�" S$ �"  ����#��$ ��-�� �$ �." ζl� :�" ��$
�" #�-���! � ��� �.� �!�#��� v % �� 5��#�� �"�"�� ��1� ��� � ����� /�0 �
�!�'� ��� !�� "�� ��1�� �"��$ � !�� /
0 ���-!%��$ ,� vζl(O) = 0$ dv

dζl
(O) = 0�

+��! �!�#��� v % �!�'� �& �"#�- �" �.� ζl �$ ��-�$ �"  �'��! �"�� Γ� =��-$
β1v1 + · · ·+ βlvl = 0 �" S � ��  �� ��"�� βk �!�'� �$ " �� �!������' ����(��( ���"��-)
�����  �"���� �!�#��( v1$ v2$ � � � $ vl�

4" ��#�"�� � ����� �� ��"���� #������%��"�� ���#��!%����$ ,� �� ����"
��� ����' % �����& /�� � ��#�"� ��#� � �����" �."��$ ����"��(  8�$ �� ;?90� �

&������ �� I;G4 λ ∈ σ(T ) \ (σ(T̂1) ∩ σ(T2))D �4

ka(λ, T ) = kg(λ, T ) = max{ka(λ, T̂1), ka(λ, T2)}.
F4/�9�11�	 4��"( n = ka(λ, T̂1) � m = ka(λ, T2)� =��� � ��� ����� ��� �&% �!�&$

.� λ �∈ σ(T̂1)∩ σ(T2)� �  ��"�#! m = 0  ��  �"���  �#��� ���"��" T !  �#�����!
������ L �"&�'  ����� (u, 0)� +��!

(u1, 0), . . . , (un, 0) /�?0

% �"#���"�'��& �������& ����(�� ���"��-���  �"����  �#��� ���"��" T $ ��
{uk}nk=1 * ."�"  �"����� ��������! Vλ(T̂1)� =�-�$ ka(λ, T̂1) = n�

���� - n = 0$ �� �.�� � #�����"��  �"�����  �#��" (u, v) ���"��" T �� ����
.!��  ���������  �� �!��$  ���! ���#� ���#��"����� +��� �!�" #�����"�" v %
 �"����  �#���� ���"��" T2� E"�" !  �"����! ��������� Vλ(T ) �"%  �����

(Hλv1, v1), . . . , (Hλvm, vm), /��0

�� v1, . . . , vm * ."�"  �"����� ��������! Vλ(T2)$ " Hλ * ���"��$   �����( ! �� �)
����� ������ �� =�-�$ �� �� ��� � ����' kg(λ, T ) = max{n,m}�

��#"-���$ ,� ka(λ, T ) = kg(λ, T )$ ��.��$ ,� �" !�� ������ ���"�� T �� �"%
��%��"���  �#��� � �� ����� ��  �� ������-����$ ���!�����$ ,� ���!%  �#��
(û, v̂) ∈ ker(T − λE)2$ �#�( % ��%��"��� �� /���!�'� ���0  �"�����  �#��" (u, v)$
��.��

(T1 − λE)û = u, (T2 − λE)v̂ = v, �a(û) = �b(v̂); /�D0

(T1 − λE)u = 0, (T2 − λE)v = 0, �a(u) = �b(v). /��0

K#,� λ ∈ σ(T̂1) \ σ(T2)$ �� � /��0  ���� "%$ ,� v = 0$ ���! v̂ = 0 � u �= 0� =��-$
���!�'� �  �#��� u � û �"�� ��'��&�' � ����� �a(u) = �a(û) = 0$ ��.�� u � û !� �)

&&�' �"��&-�# ��  �"����� �" ��%��"����  �#��� ���"��" T̂1$ ,� % ����-)
�� �� � �����! �" (��� �"�����-�����'� =�-�$ λ ∈ σ(T2) \ σ(T̂1)� K#,� ! �'��!
"�� v �= 0$ �� v � v̂ !� �& "�� . �"��&-�# ��� �"�����-����� ���"��" T2$ ,� %
����-�� ��� +��! v = 0I ����  �#�� u �"��-��' �� �.�"���  ���"����� ���"��"
T̂1 � (T̂1 − λE)u = 0$ ,� % ��-�� �� ��1� �" u = 0� 2� �!������' ���!,���&
�� ��$ ,� (u, v) *  �"���(  �#�� ���"��" T � �� ����'  ���!�����' ��%��"���
 �#��� ���"��" T � �



;' ���� �����	
�� �������� ��	��	�

E�:/�?�11� 		 6��!����$ ,�  �#��� /�?0 �"��1"&�'��  �"�����  �#��"�� ���)

"��" T � ����$ #��� λ ∈ σ(T̂1) ∩ σ(T2)� ���  �"����  �#���  �����! /��0 �� ��
�" -�� �"#� M�� ! ���$ ,� �"�"�" /�;0$ �#! �� 5��!% ���"�� Hλ$ ��-� �� �"��
�� 5��#! �� λ ∈ σ(T2)�

M��������� ���� ���!"��&$ #��� λ ∈ σ(T̂1) ∩ σ(T2)� <��" �""#���" ���$ ,�
�"�"��� ker(T − λE) �= ker(T − λE)2$ ��.�� ���!&�' ��%��"��  �#��� ���"��"

T � 4��"($ �# �  �,�$ ka(λ, T̂1) = n$ ka(λ, T2) = m� =�#��'#� T̂1 % ����& �!��&
B1 ⊕ · · · ⊕ Bl ���"��� � ������ ���#���$ �� λ %  �"���� ��"������ ���#��
n ���"��� Bj1 $� � � $ Bjn $ " ��� �1�� % ���#�& ����' �����3 ���-���� < �����
���-��! Jλ = {j : λ ∈ σ(Bj)} ����#�� ��� ���"��� Bj $ ��� �#�� λ %  �"����
��"������� 6" ����& � ���-��" Jλ ��-� �������  �� �!�� �� l �������� � < �����
�"#�- �������� Wλ(T2) = {v ∈ Vλ(T2) : v(bj) = 0 ���  ��� j ∈ Jλ}� 6 �� ������
���� 	  ���� "%$ ,�  �"��� �!�#��3 � ��������! Wλ(T2) ��� �&&�' �!�& �"  ���
�."� ζj � ����"�� j ∈ Jλ�

&������  � ����6 λ ∈ σ(T̂1) ∩ σ(T2)	 �49� 3�4����&51� ;���1�@�A /C�@1434 >1��

5�11� λ 4'����4�� T 425&@C=<�A@� >� 74��:C4=

kg(λ, T ) = ka(λ, T̂1) + dimWλ(T2).

���� �434D

kg(λ, T ) � max{ka(λ, T̂1), ka(λ, T2)}. /�
0

F4/�9�11�	 4��"( ka(λ, T̂1) = n$ ka(λ, T2) = m �" dimWλ(T2) = s� 4"� ��." ���")
�! "�� #��'#���' ����(�� ���"��-���  �"����  �#��� ���"��" T $ ,�  ���� ��"&�'
 �"����! ��"����& λ� 6����� � �"! "-����� 	 ���"�� T �  �'��!  ��"�#! �"% n
����(�� ���"��-���  �"����  �#���  �����! /�?0�

6 �� ������ ����� �$ 	 ���#� ��.���  ���� �#$ ,� ���"�� T ��-� ,� �"��
 �"���  �#��� (u, v) � ���!�'� �& �!��& #���������&$ �� v *  �"���(  �#��
���"��" T2I u *  ���� ����( �� 5���# �"�"�� /�;0� 2� �"�"�" � �����'�" �������
l #"(� �� �"�"� �" �."�

u′′γj
+ λρuγj = 0 �" γj , uγj (aj) = 0, uγj(a) = v(bj),

�� j = 1, . . . , l� ��-�" � ��� �"% �� 5���# !  ��"�#"�$ #��� λ �∈ σ(Bj)$ ".� - #���
λ ∈ σ(Bj)$ "�� v(bj) = 0� +��! �"�"�" /�;0 �"% �� 5���# ��� �"#�� � ��1� �"#�� v$
��� �#�� v(bj) = 0 ��  ��� j ∈ Jλ$ ��.�� ���  �#��� � ��������! Wλ(T2)� +��!
���"�� T �"% ,� s  �"����  �#���  �����!

(ũ1, v1), . . . , (ũs, vs),

�� v1$ � � � $ vs * ."�"  Wλ(T2)I ũk * �� 5���# �"�"�� /�;0 �� v = vk� =�� ����$ ,�
 ��� ����(�� ���"��-�� �  �#��"�� /�?0 � "��� � ���� ���!&�' ."�!

(u1, 0), . . . , (un, 0), (ũ1, v1), . . . , (ũs, vs)

!  �"����! ��������� ker(T − λE)�
�� ����� ��� ����' /�
0$ �#! ��-�" �"���"�� �"#� kg(λ, T ) � max{n,m}� K#,�

n � m$ �� ��� ����' ��" �-!%�'��$ .� ���!% ���"(��� n  �"����  �#���  �����!
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/�?0� 4��"( ���� m > n� +��� ����(�" ������" n � ���'

β1v1(bj) + . . .+ βmvm(bj) = 0, j ∈ Jλ /��0

����� �� m �� ������ β1$� � � $ βm �"% ���"(��� m− n ����(�� ���"��-��� �� 5��)
#� � +!� v1$ � � � $ vm * ."�"  �"����� ��������! Vλ(T2)� ��� #�-���� �� 5��#!
(β1, . . . , βm) ������� /��0  �"���(  �#�� v = β1v1+ · · ·+βmvm �"��-��' ��������)
! Wλ(T2)$ ���! dimWλ(T2) � m−n� =�-�$ kg(λ, T ) = n+dimWλ(T2) � n+m−n =
m� �

&������ $� ka(λ, T ) = ka(λ, T̂1) + ka(λ, T2)	

F4/�9�11�	 ���  ��"�#! λ �∈ σ(T̂1) ∩ σ(T2) �& ���!�! �� �����  �,� /�� � ���)

��! 	0� 4��"( ka(λ, T̂1) = n$ ka(λ, T2) = m$ kg(λ, T ) = n + s$ �� n � 1$ m � 1 �"
0 � s � m� �� �����$ ,� dim ker(T − λE)2 = n+m � ker(T − λE)2 = ker(T − λE)3�

�����( "�"��� ������� /�D0$ �� �����( ! �� ������ ������ 	$ � �����' �� ��$
,� ��%��"��  �#��� (û, v̂) ∈ ker(T −λE)2 ��-!�' ���! "�� ��1� ���  �"����  �#)
���  �����! (u, 0)� ���!�����$ ,� Jλ = {1, 2, . . . , n}� 2� �� �.��-!% �"�"�'�����$
.�  ��1��!  ��"�#! ��-�" ����!��! "�� �." �  �1��� �"�"� < ���������
Vλ(T̂1) ��-�"  �."�� �"#! ������� "�! ."�! u1$� � � $ un$ ,�. #�-�"  �"��" �!�#)
��� uk .!�"  �������&  �� �!�� ��1� �" �.� γk� 6"! "-���$ ,� ���� �������� ."��
�"&�' ,� ( �"#!  �"��� ���'�

duk
dγk

(a) �= 0, k = 1, . . . , n. /	R0

6"��1��� ������! /�D0 !  ������

(T1 − λE)û =

n∑
i=1

αiui, (T2 − λE)v̂ = 0, �a(û) = �b(v̂), /	�0

�� α1$ � � � $ αn * �� ��'�� ��"��$ @���9 �;&� 424/J�>;4/4 < 1�1:CA4/�� S�. ���"�! "��
#��'#���' ����(�� ���"��-��� ��%��"���  �#��� $ ����"��'� ���"�! "�� #��'#���'
����(�� ���"��-���  �#��� 

∑n
i=1 αiui$ ��� �#�� ������" /	�0 % �!�����&�

=�� ����$ ,� v̂ ∈ Vλ(T2)� S�. ��"(�� ��1! #��������! ��%��"����  �#��"$
��." �� 5��"�� l #"(� �� �"�"�⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

û′′γ1
+ λρûγ1 = α1u1 �" γ1, ûγ1(a1) = 0, ûγ1(a) = v̂(b1),

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

û′′γn
+ λρûγn = αnun �" γn, ûγn(an) = 0, ûγn(a) = v̂(bn),

û′′γn+1
+ λρûγn+1 = 0 �" γn+1, ûγn+1(an+1) = 0, ûγn+1(a) = v̂(bn+1),

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

û′′γl
+ λρûγl

= 0 �" γl, ûγl
(al) = 0, ûγl

(a) = v̂(bl).

��� ��1�� n � ��� ����� λ %  �"���� ��"������� +��! �" "�'���"�� �& N��)
���'�"  ��  ���  �����"� �"���!�' �� 5��#� ���� � ��1� ����$ #���

α1 = v̂(b1)
du1
dγ1

(a), . . . , αn = v̂(bn)
dun
dγn

(a). /		0



;& ���� �����	
�� �������� ��	��	�

2� !�� � ���.!���� �����-����� #�-���� ��������"�'���� � ����� �"  ���� ��)
�!  �"��! �!�#��& �" �����! "���� �"����"�� ���-"��3 � ������ M�1�" l − n
�"�"� �"&�' %����( �� 5���# .�� .!�')�#�� ���"�#� �� !�� �

4��"( Vλ(T2) = Wλ(T2) ⊕ M� K#,� �!�#��� v̂ �"��-��' ��������! Wλ(T2)$
�� v̂(b1) = . . . = v̂(bn) = 0 � � !�� /		0 �"%�� α1 = . . . = αn = 0$ ,� �!���)
���' ���!,���&� ��� #�-��3 -  �"���3 �!�#��3 v̂ � M ������" /	�0 �"% �� 5���#
�" ��"��� α1, . . . , αn$  ���"����� � ������� /		0� � ����� ����(��  ���."-����

π : M → Vλ(T̂1)$ �#� ��% �" �" ����

π(v̂) = v̂(b1)
du1
dγ1

(a)u1 + . . .+ v̂(bn)
dun
dγn

(a)un.

6 /	R0 .���������'� ���-!%��$ ,� kerπ = 0� ��� ����$ dimM � dim Vλ(T̂1)�

:�" ��$ �" ���!,����� dimM = m− s � dimVλ(T̂1) = n� 6 ��� ����� /�
0 �"%��
n + s � max{n,m} � m$ ���! m − s � n� 6 ��5%#�� �����  ���."-���� π  ���� "%
���! "��� m − s ����(�� ���"��-���  �"���� �!�#��( (U1, 0)$ � � � $ (Um−s, 0) ���)
"��" T $ �#��  ���� ��"&�' ��%��"��  �#��� (û1, v̂1)$ � � � $ (ûm−s, v̂m−s)� =�-�$
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