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�������� ������������� ��������� � ��������� ���!�� " ���#�$��%
�& ��'��� �� (��)���#� �����	 ����*+�� �+�,�)�� �� ��,�)��'�	 ��- �����������&	
������*�)	 � ���� �#���+� .��� ���)����& �����#���� � (��)���#� ����� ����!��	
&���	 ������ #����	 �-� �(��#�����& � ����/���" � ���)�! ����������,� �������� �
�)������*���&�

0�)�#�	 $� ��*�)���& ��'��� � ����� ������ )����+ ���������� (�������� ���%
����&� 1��#���� ����(�*+ �������� ����� �������	 #�-�� ��������� ������ )�
��*& ��,� �������#������� �����2 &�$� )�&�� ���� ��#������ ����(�*& #���#��+
���+�� )� �)����+	 �� ��'� ���� #�-��+ ��#��������� ������ ���������� 3�# /�*+'�
)������(�������� (��)���� ����(�*+ �������� ����� �������	 ��# #��'�� ��%
,� �����+ �������#������,� ������� 4���#�*+�� )������(������ ����(�*& #�-��
��������	 �����#�	 �*������#� #���)�#� 5�������� 6�7 �/� 8���� 697�


����� ��*�)��'� ��)��� �#��'���& �����#������,� ������ (��)���,� ����%
(�*&	 &��� ����)-�"�+�& �������������� �����'�+�,� ����)���$�� :+�,� ������
��������� ��#�-*��� ��������	 �)��� �#��'��� ��,� �����+ #�-�� '*& �#  �)-�%
����& ;(��������&< ��#������ ����(�*& �������� ����� ������� �� �)��#� ���%
��#� ������#� ;)���������#�<	 �����#�	 �������#�� .��� (��)��� ����(�*� �#����
��������+ ���'�����#�� =������� ���� ����(�*�� #�-�� �(��#�*����� ��)���
��� ����#�*+��� ��/�� �� ��*+�� ��������,� ������)��'���& ��,� ��#������	 � �
,*�/���  �)-�����& ;(��������&< ��-��! ��������! ��#������� �������#��
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>�$� )� �)����� ��#������ ����(�*& ���-��� ����)����#� ��*�����#� � ��%
)�#�#� �#���������#� �����)�*�#�	 �� $�*+����+ �����)�*� )� �)����� ����(�*&
#�-�� ������	 ������*�)	 ��)�#�# ����*+��# #���)�# 5����%���*�� 4)��� ���
#���) ����)/���" ,��#��)�� �/���*���*+�� �����)��� ? )��&��� ���&� ��������
�� �)�� ����� #�-� �(���������� ����(�*&� �*& �/@"#�� ���'����� (��)��� 
����(�*�� ����*+�� ����@&������& ��)��� ����#�����! ���#�" ��������)��� /�,���
����������,� �����

5�-*���# ��������# �� �)� � ��"! �������! " #�)�*+�� �#��� �����/� ��� ����%
�& �������������� ��) ��� (��#�*�����& ��)��� ����#�����!2 ���� �) ��) ����)��%
�� ��*���� )� ������� ��*���� � ��#�� �������%#��-����! �����! 6
7� 
����#�	
� 6A7 � ��#�� ��"! �����! ������������� ����*+��� #���) ����@&������& ��)��� ���
����#������ (��)���,� ����(�*& �����	 (�������� BCDD%�������#�� 0 ������ �+�,�
#���)� ���*�)��� ����������� ��/�� ��������,� ������)��'���& ��#������ ���'�%
����,� (��)���,� ����(�*& � ��������# ��������&# ,*�/��� (��������& ��-��!
����! �������#��

� #�-� �������%#��-����! �����! �������"#� �)�� � #�-*��� ��������� ���%
)���& ��)��� ��� ����#������ (��)���,� ����(�*& �����	 (�������� BCDD%�������#�
"�������+��,� ���*�	 )� ������*�����! ��)��� #���#������,� ���,��#�����&� :� )�"
�#�,� ;� ��,�*+��#� ����)�� �� ��)����� #���)� )�(���(�����! 6�7< �(������� ����%
����������� ����)����� ����*�)�� ������ )*& ����@&������& ���� ��)�� ����#���%
��!�

��	
���
���� �������� ������ ����
������ �� ���
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E� �� ��������  ��� �(��#����� (��)���� ����(�*+ � n ����� ����� � �� �*���"
�#������� ��� ����(�*+ ����)��- )�&��,� �����)� T � F������#� ����� xi (i = 1, n) ?
��)����� ������ ����! i%,� ���� � ����(�*�	 � ����� ri (i = 1, n) ? (���*+�� )� �)����+
����! i%,� ���� � #�#��� ���� T �

E� ��)����� ��������� )��� ��)�#�	 $� ������� ���� ��#������ ����(�*& �
#�-� �����)� T #�-� ��)��$����&	 ��#� �������� (����" ��-�� ����� BCDD%�����%
��#� "�������+��,� ���*� � ���#���# )�! T �� ,*�/��� δi ∈ [0, 1] (i = 1, n)2 &�$�
δi = 0	 �� (��������& ��#�" ;������� �� ����� i%,� ���� ��#�"<	 &�$� δi = 1	 ��
����& i%,� ���� (�������� �������� ;(�������� ��-�� ,��'��� �)����& ��������
����!<� >�$� �������� �,�)�" ����&# �#��� �������! ���� ��#������ ����(�*&	 ��
��� ����#�" )�)������� ���/���� �� ��-��� ����! ���)&�� ��&������ BCDD%������� ��
��!�

4�-�	 � ��������� �#��� �������� (��#�" ���'������ (��)���� ����(�*+	
&��� ��*�)�"�+�& � n ����� ����� � n ��/���� BCDD%��������� F������#� ����� xi

(i = n+ 1, 2n) ? ��)����� ������ ������� � ����(�*�	 &��� (����" ��)����)�� �����
(i−n)%,� ����	 � ����� ri (i = n+ 1, 2n) ? (���*+�� )� �)����+ �+�,� ������� � #�#���
���� T � 0�+�,� ���'������ ����(�*+ #�����+ 2n ��#������ � ��)�����#� ������#�
xi (i = 1, 2n)	 �����#�

2n∑
i=1

xi = 1, (1)

0 � xi � 1. (2)
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E� �� � #�#��� (��#�����& ���'�����,� (��)���,� ����(�*& �������� �����%
�� ����#�����	 &��  ������������+ ��-�� ��,� ��*�)���	 ��&��� ���� ��(��#���&�

�� G������ ���� ����! i%,� ���� ��������+ Si,0 (i = 1, n)�
9� E� ��)����� ��������� )��� )���)���	 $� �� #�#��� ���� T ������� ����

����! i%,� ���� ����/�����#� � �������*� [Si,min, Si,max] (i = 1, n)	 ��/�� /�)�
�������# ���*�# ��&#������,� ��,*&)� 6
7�


� G������ ���� BCDD%������� � i%,� ��/��� ��������+ Ci,c (i = n+ 1, 2n)�
A� =�����%���� ����! i%,� ���� ;���� ��������& ��)����)��,� BCDD%�������< �����%

���+ Xi,c (i = n+ 1, 2n)	 �����#� Si−n,min < Xi,c < Si−n,max (i = n+ 1, 2n)�

E� ��)����� �� )��� #�-�� �/���*��� ������� )� �)����+ ���'�����,� (��%
)���,� ����(�*& � #�#��� ���� T �

=����)�	 &�$� (��������& ����! i%,� ���� ��#�" ;δi = 0<	 �� )� �)����+ ��"! ����!
� #�#��� ���� T  ����������"�+�& �������# ���*�# rai ��&#������,� ��,*&)�

rai = [rai,min, r
a
i,max] =

[
Si,min − Si,0

T · Si,0
,
Si,max − Si,0

T · Si,0

]
(i = 1, n). (3)

4���*+�� �/��*����� ���/���� Ii,c (i = n+ 1, 2n) ��) BCDD%������� "�������+��,�
���*� � i%,� ��/��� � #�#��� ���� T �� �#��� 100% (��������& ��)����)��! ����!
(δi = 1) �/���*�"�+�& �� (��#�*�� 6�7

Ii,c = max{0, Si−n −Xi,c} − Ci,c =

{
Si−n −Xi,c − Ci,c, Si−n > Xi,c,

−Ci,c, Si−n � Xi,c,

)� Si−n (i = n+ 1, 2n) ? ������� ���� ��)����)��! ����! � #�#��� ���� T 	 �� )� �)����+
BCDD%������� � i%,� ��/��� � #�#��� ���� T �����)�� ������� �������# ���*�# roi
��&#������,� ��,*&)�

roi = [roi,min, r
o
i,max] =

[
− 1

T
,
Si−n,max −Xi,c − Ci,c

T · Ci,c

]
(i = n+ 1, 2n). (4)

.���� �� ��)����� ;
<	 ;A< ����)�#�	 $� )� �)����+ ���'�����,� (��)���,� ����%
(�*& � #�#��� ���� T  ����������"�+�& �������# ���*�# r ��&#������,� ��,*&)�

r = [rmin, rmax] =

=

[ n∑
i=1

xi · rai,min +

2n∑
i=n+1

xi · roi,min,

n∑
i=1

xi · rai,max +

2n∑
i=n+1

xi · roi,max

]
.

� ���,������#� ��,*&)� ������� (��#�*� ����'�#� ���2

r = [rmin, rmax] =

[ n∑
i=1

xi
Si,min − Si,0

T · Si,0
− 1

T

2n∑
i=n+1

xi,

n∑
i=1

xi
Si,max − Si,0

T · Si,0
+

2n∑
i=n+1

xi
Si−n,max −Xi,c − Ci,c

T · Ci,c

]
. (5)

1��#���� ���'������ (��)���� ����(�*+	 �������� ����)���# �/��@&�����
(����" ���#������� ����#��� ? ��-�� #�-� )� �)����� ����(�*&� � ����)��	 &���
���,*&)�"�+�&	 ��-�� #�-� )� �)����� ����(�*& ��)�#� � ��,*&)� �������,� ��&%
#������,� ���*�

rP = [rPmin, r
P
max]. (6)
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4���*+�� ������+ ������ ���������� � ����(�*+ ��*�-���#� ��) ��,�	 �����*+��
)� �)����+ ����(�*& /�)� ��-��� ��) ���#������!	 �� �����)��	 $� �����+ ������
���������� � ����(�*+ � )� �)����� ;�< /�)� ����������& ���"#��# ���#�$���&#
�������*�� ;�<	 ;�<� 
 �,*&)� �� �� ����� ��,�	 $� )� �)����+ ���'�����,� (��)�%
��,� ����(�*&	 &��� ���,*&)�"�+�&	 /�)� ��-��� ;��$��< ��) ���#������!	 #�-��
�/���*��� �� ����� (��#�*�� 6�72

R =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

0, rPmax � rmin,

(rPmax − rmin)
2

2(rPmax − rPmin)(rmax − rmin)
, rPmin<rmin<rPmax�rmax,

rPmin + rPmax − 2rmin

2(rmax − rmin)
, rmin�rPmin<rPmax�rmax,

2rPmax − rmin − rmax

2(rPmax − rPmin)
, rPmin�rmin<rmax�rPmax,

1− (rmax−rPmin)
2

2(rPmax−rPmin)(rmax−rmin)
, rmin�rPmin�rmax�rPmax,

1, rmax � rPmin.

(7)


� ��*+��� (������ � ��)��� ����#�����! ���'�����,� (��)���,� ����(�*&
�����	 (�������� BCDD%�������#� "�������+��,� ���*�	 �����)�� ��/���� ��� ��
#�-� ��,� )� �)������ 4���#������� ����(�*+ � ����#� (��#�*������ ������" #��%
��#������� #����#�# ��,� )� �)����� � #�#��� ���� T �� ��)���,� ;(��������,�<
�������& ������ R = R0� � �+�#� ��@&��� (��#�*�����& ��)��� ����#�����! ���'�%
����,� (��)���,� ����(�*& ����� � BCDD%�������� "�������+��,� ���*� ��,*&)���#�
���2

rmin(xi) =

n∑
i=1

xi
Si,max − Si,0

T · Si,0
+

2n∑
i=n+1

xi
Si−n,max −Xi,c − Ci,c

T · Ci,c
→ max, (8)

2n∑
i=1

xi = 1, (9)

0 � xi � 1, (10)

R(x1, ..., x2n, r
P
min, r

P
max) = R0. (11)

�*& ��/�)��� ����@&��� ��)��� ;�<%;��< � ��,�*+��#� ����)�� ���/� ��� ���%
�� ��	 $� �#��� ;��< #�" ������)������ ;H,�**&����I< ��,*&)2 �� ��)�#�! ���������
���'�����,� (��)���,� ����(�*& �����#����� ��#� �����+ ������ �/���*���+ ��
��)����� �)��"! � ,�*�� (��#�*� ;�< ��*�-�� ��) ���"#��,� ���#�$���& �������*�� )�%
 �)����� ;�<	 ;�<� >�$� - ��������� ���'�����,� (��)���,� ����(�*& )��*�)-���%
�� '*& �# ����@&������& ��)��� ����#�����!	 �� ��-�� � ,�*�� (��#�*� ;�< �����/��
�����&�� �� �/#�-���& �� '������ ����@&���� .�)� ��)��� ;�<%;��< ���/���"�+�&
�� '���+ ��)�� #���#������,� ���,��#�����&	 )*& ��-��! � &�� �#��� ;��< ���/�
�������������� �� ��)����� ������)��'���& ;�<�



== ������ ��	
��

�*& ���������� /����������,� ����(�*& (R0 = 0) �#���	 ������*����� ;��<	
����'�#� � ��,*&)�

n∑
i=1

xi
Si,min − Si,0

T · Si,0
− 1

T

2n∑
i=n+1

xi � rPmax. (12)

J��*�,����	 )*& ����(�*& � ������# R0 = 1 ��#���+ �#��� ;��< ���/� ���,*&%
���� �#���

n∑
i=1

xi
Si,max − Si,0

T · Si,0
+

2n∑
i=n+1

xi
Si−n,max −Xi,c − Ci,c

T · Ci,c
� rPmin. (13)

�*& ���������& ��*�)��� ����#�*+��,� �� )� �)����� ���'�����,� (��)�%
��,� ����(�*& � ����)��	 ��*� ����� ����(�*& R0 ∈ (0, 1)	 �#��� ;��< � ��)���
����#�����! ����� �������������� ����

>�$�
rPmin < rmin < rPmax � rmax,

�� ;��< ���/� ��#����� ����#� �#���#�2

(rPmax − rmin)
2 = 2R0(r

P
max − rPmin)(rmax − rmin),

rmin > rPmin, rmin < rPmax, rmax � rPmax. (14)

��*�
rmin � rPmin < rPmax � rmax,

�� ��#���+ �#��� ;��< �����/�� ���,*&���� ���� �#���2

rPmin + rPmax − 2rmin = 2R0(rmax − rmin),

rmin � rPmin, rPmin < rPmax, rmax � rPmax. (15)

� ����)��
rPmin � rmin < rmax � rPmax

�#��� ;��< ������*����� �#���#

2rPmax − rmin − rmax = 2R0(r
P
max − rPmin),

rmin � rPmin, rmin < rmax, rmax � rPmax. (16)

>�$�
rmin � rPmin � rmax � rPmax,

�� �#��� ;��< ����� ��#����� �����#�� �#��

(rmax − rPmin)
2 = 2(1−R0)(r

P
max − rPmin)(rmax − rmin),

rmin � rPmin, rmax � rPmax, rmax � rPmin. (17)


����-�#�	 $� ������)��'���& ;�9<%;��< &��� ��������+�& ����� ����)�#� ����%
�� xi (i = 1, 2n) ��)����)�� ��#������ ���'�����,� (��)���,� ����(�*&	 ����*+��
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