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����� �!��"��	
��������#�

��� ��� ���	
 S1 ��
� �� 
�� ��
���
��� cw(I2) �� ������ ������ �� ����
��

���
� ��������� ��
� 
�� 	��
 ��	��� I2 �� ��
�
���� �
 �� 
����� 
��
 
�� ����

�
��� cw(I2)/S1 �� 
��� ��
��� ���
���� � Q��������� ����� �� � K(Z, 2)��
����

$
� %���� ������� ������ ��
� ��
���
���� ������
 �	���

�� ������	
����� �	
 X �	 � 
����

 
���	� ���� �� 
�	 	�
���	�� ���
	 Rn �
�
����� 
�������
�	�� �	 ������ �����	 
��
 n ≥ 2��  � Sn−1 �	 �	��
	 
�	 ���
 ���	�	
�� Rn� !�� ��� u ∈ Sn−1� �	
 hX(u) = max{〈x, u〉 | x ∈ X}� "	 
��� 
�	 #��

���
hX : Sn−1 → R 
�	 ,.//0 % 1.2"%�02 �# X � $ 
����

 
���	� ���� X �� ���� 
� �	 �#
"02,%$2% 3�4%# d > 0 �# hX(u)− hX(−u) = d� #�� 	�	�� u ∈ Sn−1�

�	
 I = [0, 1]�  � cw(I2) �# 
���	� ����	� �# 
���
��
 ���
� ���
���	� ��
� 
�	 ���

�%���	 I2� "	 	���� cw(I2) ��
� 
�	 &������' �	
��
 dH (

dH(A,B) = inf{r > 0 | A ⊂ Or(B), B ⊂ Or(A)},
��	�	 Ot(C) �
���� #�� 
�	 t)�	�*�������� �# C �� R2 ��

������ 
��� #������ ���� ���+�
#�� 
�	 ���	����
	 expR2 �# ���	��
� 
����

 ����	
� �� R2��

,�	 -��+���+� 
������
��� �� cw(I2) �� �	.�	� �� #������(

tA+ (1− t)B = {ta+ (1− t)b | a ∈ A, b ∈ B}, A,B ∈ cw(I2), t ∈ I.

"�
� �	��	

 
� 
��� 
������
���� 
�	 ���
	 cw(I2) �� � 
���	� ����	
 �# 
�	 ���
	
cw(Rn)� /��
	 
�	 ���
	 cw(I2) �� ��.��
	)���	�������� �
 #������ #��� 0	��	�1� 
�	��	�
2�3 
��
 cw(I2) �� ���	�������
 
� 
�	 &���	�
 
��	�

,�	 ��	 *���� S1 �

� �� 
�	 ���	����
	 cw(I2) �� ��
�
����� ,�	 �����	�
 ��� 
�
�	�
���	 
��� �

��� �� 
� ��	�
�#� R2 ��
� 
�	 
����	� ����	 C� ,�	� #�� 	�	��A ∈ cw(I2)
��� 	�	�� α ∈ S1 
�	�	 	���
� xA(α) ∈ C ��
� 
��
 
�	 �	
 αA + xA(α) �� ���
���	� ��
I2� ��	� �	���*� 
� 
�	 ���
	 cw(I2)� "	 �	.�	 α ·A = A+ xA(α)� ,�	 
��
�	 B �# ������
�4� 
	�
	�	� �
 (1/2, 1/2) �� 
�	 ���%�	 .�	� ����
 �# 
��� �

����

�© ��������	 
�� 
���



� ������ ���	�
�	�


,�	 ��
���� �

��� �# 
�	 ��	 *���� S1 �� 
�	 ���	����
	 expS1 �� ���	�
�*�
	� ��
253� 6
 �� ����	� 
�	�	�� 
��
 
�	 ����
 ���
	 �# 
��� �

��� 
��
���� Q)����#���� ���
� ��	
7��	��	�*)-�
���	 ���
	� K(G, 2)� #�� ���	 *����� G� 8	
��� 
��
 X �� � ���
	 K(Z, 2)�
�# π2(X) = G ��� πi(X) = 0 #�� i �= 2�

,�	 ��� �# 
��� ��
	 �� 
� ����	 
��
 
�	 ����
 ���
	 cw(I2)/S1 
��
���� � Q)
����#��� ���
� �� �� 7��	��	�*)-�
���	 ���
	 K(Z, 2)� -��	��	�� 
��� Q)����#��� ��
���	�������
 
� �
� �����

 �� [0, 1)� "	 
�	�	#��	 
�� 
��
���	 
��
 
��� Q)����#���
�� ���	�������
 
� T (CP∞) × Q × [0, 1)� ��	�	 T �
���� #�� 
�	 ��.��
	 
	�	�
��	

���
��

����

�� 
������� ��� �	������� ���	���� 6# � *���� G �

� �� � �	
 X � #�� ��� x ∈ X �
�	 �	��
	 �� xG 
�	 �
�����9	� �# x� ��	� xG = {g ∈ G | gx = x}�

"	 �	��
	 �� q : cw(I2) → cw(I2)/S1 
�	 %��
�	�
 ����
!�� 	�	�� .��
	 ���*���� G �# S1� �	 �	
 Z(G) = {A ∈ cw(I2) | S1

A ⊂ G}�
"	 ���� �		� 
�	 #�������* 
���
��

��� ��	 
� /���		 2��3� �	
 K �	 � 
���	� ����

�# 
���
��
 ���
� h �� R2 ��� �	
 p ∈ R2 \ K �	 � ����
 ��:
�	�
�� 
���	 
� K� �	

q, r ∈ ∂K �	 ����
� �# 
�	 ��
	��	

��� �# ∂K ��
� 
�	 
��
��#	�	�
	 �# ������ h 
	�
	�	�
�
 p� �	
 q′, r′ ∈ ∂K �	 
�	 ����
� ������
	 
� q ��� r �	��	

��	��� !�������* 2��3 �	 
���

�	 Λ)����.
�
��� �# K 
�	 
���	� �	
 �����	� �� 
�	 ����� �# 
�	 #�������* ��	
	�( ��

�	 �����	� ��
 �# 
�	 
��
��#	�	�
	 
���	

��* q ��� r �# ������ h 
	�
	�	� �
 p; �� 
�	
���
 �# ∂K 
��
 
���	

� q ��� r′; <� 
�	 ���
 �# ∂K 
��
 
���	

� r ��� q′; =� 
�	 ��

�# 
�	 
��
��#	�	�
	 
	�
	�	� �
 q �# ������ h 
��
 
���	

� q′ ��� p; �� 
�	 ��
 �# 
�	

��
��#	�	�
	 
	�
	�	� �
 r �# ������ h 
��
 
���	

� r′ ��� p�

>�
	 
��
 
��� 
���
��

��� ���+� ���� �� 
�	 
��	 ��	� p �� 
���	 	���*� 
� ∂K;
�� 
�	 �	%�	� �	 ��	�+ ����
 
�	 Λ)����.
�
��� ���� �� 
�	 ��
��
��� ��	�	 �
 �� �	��)
�	.�	�� ��	� �	��� 
� � ���� �# 
���
��
 ���
�� "	 �	��
	 
��� ����.
�
��� �� Λ(K, p)�
6� 2��3� �
 �� �	���+	� 
��
 Λ(K, p) �� ���� � 
���	� �	
 �# 
���
��
 ���
� h� >�
	 
��


�	 �������� �# Λ(K, p) �� ��
 � ����
� 
���	�

6� 
�	 �	%�	�� �	 ����� 
�	 Λ)����.
�
��� 
� 
�	 �	
� #��� cw(I2); 
�	 �	���
�
Λ(K, p)� �� � 
���	� �	
 �# 
���
��
 ���
� � ��
 ��	� ��
 �	���* 
� cw(I2)� "	 �	��
	
�� Λ′(K, p) 
�	 ����%�	� ���#
	� 
��� �# Λ(K, p) 
��
 �	���*� 
� cw(I2)� "	 ���� 
��� �


�	 Λ′)����.
�
����

����������� �� 5#� Λ′�604�7"$%�02 6$/ (K, p) 	→ Λ′(K, p) �, "02%�2.0., $, $ 6$/ 01

%30 8$ �$9:�,	

 � �� $8)���
	 �$>8)���
	� �	 �	�� �� ������
	 ��	�*��������� �	
��

 #�� 
�	

���� �# �	
��
 ���
	��

8	
��� 
��
 � Q)����#��� �� � �	������	 �	
��9���	 ���
	 ���
� �� ��
���� ���	�)
������
 
� 
�	 &���	�
 
��	�

$ �	
��
 ���
	 (X, d) �� ���� 
� ��
��#� 
�	 ?��@���
 $��������
	 A���	�
� �#� #��
	�	�� α : X → (0,∞) 
�	�	 	���
 ���� f, g : X → X ��
� 
��
 d(f(x), g(x)) < α(f(x))�
#�� 	�	�� x ∈ X � ��� f(X) ∩ g(X) = ∅�

,�	 #�������* 
����

	��9�
��� 
�	��	� #�� Q)����#���� �� ����	� �� &� ,���B�
9�+
2C3�

������� � �D����

	��9�
��� 
�	��	� #�� Q)����#������ ; ,�/$ $9:� :0"$::< "06/$"%

6�% �=$9:� ;�>�,/$"� �, $ Q�6$2�10:4 �1 �% ,$%�,7�, %#� ?�,@0�2% ;// 0A�6$%�02 - 0/� %<	



 �� !" #$�%&'�&! ()&' ( *+ '*%)&'� '*!, - "*.� ( ��� /

8	
��� 
��
 � ��� �� 
���	� / 0/� �# 
�	 ��	���*	 �# 	�	�� 
����

 ����	
 �� 
����

�
$� �����
��
 
���	%�	�
	 �# 
�	 /��
	 
�	��	� �� 
��
 �# X �� � G)���
	 ��
� 
�	

����
� ��� �# 
�	 ���	 
��	� 
�	� 
�	 ����
 ��� X → X/G �� � ��
���� 
������ .���
���
2��� D���
	� 66� ,�	��	� ��E3�

�� ���� ���	���

����� �� 5#� � �A�,%, $2 �B.�8$ �$2% 4�10 6$%�02  �% $"%�02 (ft) 01 %#� #</� ,/$"�

cw(I2) %0 %#� ,�% {B} ,."# %#$% ft(Z(S1)) ⊂ Z(S1)	

������ �	
 h : [0, 1] → [1,∞] �	 ��� ����	
�	����* ���	��������� ��	 	���� [1,∞] ��
�

�	 ���	� 
�����*��� !�� ��� τ ∈ [1,∞] ��� ��� A ∈ cw(I2)� 
�	 
���	� τ )�	�*��������
Ōτ (A) �� � 
���	� ���� �# 
���
��
 ���
� ��� 
�	�	 �� � ���%�	 ����
�	
�
 
��� �# �

��	 �	��
	 �
 �� ϕ(Ōτ (A))� ���
� �	���*� 
� cw(I

2)� "	 .����� �	
 ft(A) = ϕ(Ōh(t)(A))�
6
 �� 	��� 
� 
� �	��
	 #��� +���� *	��	
��
 ����	�
�	� �# ����	� �# 
���
��
 ���
� 
��

(ft) �� � �	%���	� �	
��

����

������� �� 5#� ,/$"� M(S1) = Z(S1)/α �, $ Q�6$2�10:4 3#�"# �, K(Z, 2)	

������ !���
� ��
	 
��
 M �� �� ��	� ����	
 �� cw(I2); 
��� #������ ���	���
	�� #��� 
�	
/��
	 �	���� "	 ��	 *���* 
� ����	 
��
 
�	 ���
	M ��
��.	� 
�	 ?��@���
 $��������
	
A���	�
��  � � 
���	%�	�
	 �# 
�	 /��
	 ,�	��	�� 
�	 %��
�	�
 ��� q : Z(S1) → M ��
� .���
���� F��	� x ∈ M � .�� � �	�*�������� U �# x ��
� 
��
 q �� 
������ ��	� U � �	

α : U → (0,∞) �	 � 
��
������ #��

���� "	 ���� �����	 
��
 Bα(y)(y) ⊂ U � #�� 	�	��
y ∈ U �

,�	�	 	���
� � �	

��� s : U → q−1(U) �# 
�	 .���
��� q|q−1(U)� ,�	�	 	���
� �

��
������ #��

��� β : U → (0,∞) ��
� 
��
 dH(fβ(q(A))(A), A) < α(q(A))/2� #�� 	�	��

A ∈ q−1(U)�
,�	�	 	���
� � ����� 	���*� 
��
������ #��

��� γ : U → (0,∞) ��
� 
��
� #��

	�	�� y ∈ U � �	 ���	 dH(Λ′(fβ(q(s(y)))(s(y)), p(y)), s(y)) < α(y)� ��	�	 p(y) �� 
�	 ����

�	.�	� �� #������� �	
 r(y) = (r1(y), r2(y)) �	��
	 
�	 ����%�	� ����
 �# ��
	��	

��� �#
s(y) ��� 
�	 ���	� ���	 �# 
�	 �%���	 I2; 
�	� p(y) = (r1(y), r2(y) + γ(y))� >�
	 
��

Λ′(fβ(q(s(y)))(s(y)), p(y)) ∈ Z(S1)� �	
���	 
�	 �������� �# Λ′(fβ(q(s(y)))(s(y)), p(y)) ���
	��

�� 
��		 ���)��'	�	�
������
� ����
�� 6# γ �� ����� 	���*�� 
�	� ���� 
�� �# 
�	�	
����
� ��	 
���	 	���*� �� 
��
 
��		 �# 
�	� 
����
 #��� 
�	 �	�
�
	� �# �� 	%����
	���

����*�	�

>��� �	.�	 
�	 ���� F,G : U → U �� 
�	 #�������* #�������(

F (x) = fβ(y)(s(y)), G(y) = Λ′(fβ(q(s(y)))(s(y)), p(y)).

/��
	 d(F (y), y) < α(y)� d(G(y), y) < α(y) ��� F (U)∩G(U) = ∅� �	 �		 
��
 U ��
��.	�

�	 ?��
�	
	 $��������
��� A���	�
��

"	 ��	 *���* 
� ���� 
��
 
�	 ����
 ���
	 �� �� $>8� ,��� #������ #��� 
�	 #�



��
 
�	 �

��� �# S1 �� cw(I2) �� ���	�� ��� �	���
� �# 23�

"	 
��
���	 
��
 U �� � Q)����#���� ,���� M �� ���� � Q)����#����
6� ���	� 
� ����	 
��
M �� ���	�������
 
� M × [0, 1) �
 �� ��:
�	�
 
� ����	 
��



�	�	 	���
� � ����	� ����
��� H : M × [0, 1) → M ��
� 
��
 H(x, 0) = x� #�� 	�	��
x ∈ M ��		 2�=3�� ,��� ����
��� �� �	.�	� �� 
�	 #������ H(x, t) = q(fts(x))� x ∈ M �

6
 #������ #��� 
�	 ����
��� 	��

 �	%�	�
	 �# 
�	 �����	 Z → M ���
� .�	� S1�
��� #��� 
��
��

�����
� �# Z 
��
 M �� � K(Z, 2))���
	� D�����	� 
�	 ���
	



0 ������ ���	�
�	�


T (CP∞) =

∞⋃

i=1

CP i × [i,∞) ⊂ CP∞ × [1,∞).

,��� �� � ��
���� 
����

 K(Z, 2))���
	 ��� 
�	�	#��	 T (CP∞) × Q × [0, 1) �� � [0, 1))
�
���	 Q)����#���� /��
	 
�	 [0, 1))�
���	 Q)����#���� ��	 
�����.	� �� 
�	�� ����
���

��	�� �	 
��
���	 
��
 Z(S1) 
 T (CP∞)×Q× [0, 1)�

�� �������� G�	 
�� ��+ ��	
�	� 
�	�	 ��	 
���
	����
� �# 
�	 ���� �	���
 �# 
���
��
	 #�� 
�	 ���	����
	 �# ��
���� 8	
��� 
��
 �  0%0 �� � �	*���� ����*�� P �� � 
���	�
�	
 X ���
� ����
� � 
����	
	 ��
�
��� �� P ��
� 
��
 X 
��
�	� 	�	�� ���	 �# P �� 
�	
���
	�� �# ��
�
���� 6
 �� ����	� �� 2=3 
��
 
�	 ���	����
	 R(Pn) �# 
�	 ��
��� ���
���	�
�� 
�	 �	*���� n)*�� �� ���	�������
 
� 
�	 &���	�
 
��	�

�	
 (X,Y ) �	 � ���� �# 
����

 
���	� ����	
� �� Rn� n ≥ 2� !�������* 2�<3 �	 ���

��
 (X,Y ) �� �# 
���
��
 �	��
��	 ���
� r > 0 �#

w(X,Y )(u) = hX(u) + hY (−u) = r #�� 	�	�� u ∈ Sn−1.

�	
 Oxy �	 
�	 �
������ �	

��*���� 
�������
	 ���
	� �� R2� ?	��
	 �� crwr(R
2)


�	 �	
 �# ��� ����� (X,Y ) �# 
����

 
���	� ����	
� �� R2 �# 
���
��
 �	��
��	 ���
� r
��
� 
��
X ��	� �� 
�	 .��
 %������
 �# 
�	 ���
	� ��� 
��
�	� ��
� 
�	 x)���� ��� y)�����
,�	 
�����*� �� 
�	 �	
 crwr(R

2) �� ���	��
	� #��� 
�	 �����

 expR2 × expR2� ��	�	

�	 &������' �	
��
 �� 
�����	�	� �� 	�
� #�

��� ,�	 ��	 *���� S1 �

� �� crwr(R

2)
�� ��
�
����� $�	 
�	�	 
���
	����
� �# 
�	 ���� �	���
 �# 
��� ��
	 #�� 
�	 ���	����
	
crwr(R

2)H

1� ����
� ������
���
��� �� ���
��
 ������ ��
� 2 ����
� ����� &��� '#�

 &�� �	����(�� ��)�

22)����� 3� %�
�� 4 15/5� 4 ,��� 06� 4 )� 771�7�8�
8� )�
	
*�
� �� ��� ��
���
��� �� ���
��
 ������ �	���
� �� �� �
�� �	���
 �� R

n 2
)�
	
*�
� �� 22 "	��� )��� &���� (��� %�
�� 4 150/� 4 ,��� 69� 4 :11218� 4 )� /56�/55�

6� ��!��
���� ��+� *� 
�� ��
���
��� �� �
���
�� ������ ������ 2 ��!��
���� ��+� 22%�
�
�
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GHIJK L� S1 M�N JOPOHOQKRS TK U�JVHJHOWQOH� cw(I2) OJIXYSZ Q�Y WQKYO[
\SHSTS� PJSWKTSZ P OMSTS]TS^ XPKMHKQ I2� _OPVMVTO� `O JHOWQ�H OHa�Q
b�N[ M�[ R�WQSQc Q�RTOUOPSM� dXS^ N K(Z, 2)�JHOWQOHOR�
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GHIJJK LS S1 MV^WQPIVQ JOPOHOQKRS TK USJVHJHOWQOHKTWQPV cw(I2)
PfJIXYfZ QVY JOWQOdTTO^ \SHSTf� PJSWKTTfZ P VMSTS]Tf^ XPKMHKQ I2�
_OXKgKTO� `O JHOWQOHKTWQPO OHaSQ hQOUO MV^WQPSd WOMVHeSQ Q�RTOUOOa�
HKgSV� dPYdi`VVWd K(Z, 2)�JHOWQHKTWQPOR�

N;OPA@QA C;9@7 ������� PfJIXYOV RTOeVWQPO� USJJVHJHOWQHKTWQPO�
USYcaVHQOP XIa�
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