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Наведено алгоритм розрахунку нестаціонарних температурних полів і 

спричинених ними напружень для пластин з довільною кількістю смуг, який 
ґрунтується на безпосередньому обчисленні зображення Лапласа і модифікованій 
формулі Пруднікова для його обернення. 
Ключові слова: зістиковані смуги, перетворення Лапласа, температурні поля, 

напруження. 
 
 
 
Розглянуто задачу про визначення нестаціонарних температурних полів і 

напружень у зістикованих тонких безмежних смугах, які нагріваються 
через торцеві поверхні шляхом конвективного теплообміну з середовищем 
змінної в часі температури. Через лицеві поверхні z h   відбувається 
конвективний теплообмін з середовищем нульової температури. Розв’язок 
цієї задачі в зображеннях Лапласа має дещо простий вигляд. Зокрема, в [1] 
розв’язок задачі теплопровідності без урахування тепловіддачі з лицевих 
поверхонь записано у матричному вигляді за допомогою рекурентних 
формул. В [1] також зазначено, що побудова оригіналів в аналітичному 
вигляді пов’язана зі складністю знаходження коренів знаменника у 
зображенні розв’язку, що вимагає проведення достатньо складних 
обчислень при знаходженні температури. Тому в явному вигляді у 
літературі такі розв’язки записано для окремих випадків (двох-трьох смуг). 
Мета нашої праці – розробити алгоритм розрахунку нестаціонарних 
температурних полів і напружень для пластин з довільною кількістю смуг, 
який ґрунтується на безпосередньому обчисленні зображення Лапласа та 
чисельно-аналітичній формулі для його обернення. 
Приймемо, що пластина складається з N смуг. Позначимо через , ,j j jl a   і 

Bij  ширину, коефіцієнти температуропровідності та теплопровідності і 

тепловіддачу j–ї смуги відповідно. 
Рівняння теплопровідності для j–ї смуги, що займає область 
1j jx x x   , y    , h z h    має вигляд  
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Тут х – координата, що віднесена до деякої характерного розміру Н 
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деякої смуги.  
Граничні умови за конвективного теплообміну такі: 
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де 1 / , /NH H   – коефіцієнти тепловіддачі з границь першої і останньої 

смуги; 1f  і Nf  – температури середовищ, які омивають ці границі. 
Зображення для температури запишемо у вигляді 

 ° ° 1
1 1 1

sh ( )
ch ( )

j j
j j j j j

j j

p x x
t T p x x Q

p


  


  % , (3) 

де ° °11 1,  ,  jj jx T Q   – відповідно координата, зображення температури та 

віднесеного до Н потоку тепла на лівій межі j  – ї смуги; Bi /j j jp s a  ; 

s – параметр перетворення Лапласа за часовою координатою  . Зазначимо, 
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% . Із подання (3) випливає, що функції ( ° °,j jT Q ) в 

кінці і на початку смуги пов’язані матричним співвідношенням вигляду [1] 
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На підставі формули (4) маємо 
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де 1 1* * *j j jD M M M K , ° °0 0,T Q  – зображення температури і відне-

сеного до Н потоку тепла на границі першої смуги. Підставляючи ці 
співвідношення у граничні умови, для визначення величин ° °0 0,T Q  

отримуємо систему рівнянь вигляду 

° °01 10 1,Q T f   %  

 ° °022 12 21 110( ) ( )N N N Nd d Q d d T f        % , (6) 

де ijd   елементи матриці ND ; 1, Nf f % %  зображення Лапласа від функцій 

1, Nf f .  

Формули (5), (6) дають змогу розраховувати зображення температур і 
потоків тепла на межах довільної смуги, на підставі яких зображення від 
температури у довільних точках пластини визначають за формулою (3).  
Визна ення напруж ен . Частковий розв'язок, що відповідає знайденій 

температурі, має вигляд [4] 

 , , , ,, 0, 0t y t j j t x t xyE T       , (7) 

де , ,t j jE  – коефіцієнт лінійного температурного розширення та модуль 

Юнга j – ї смуги.  
Ці напруження будуть виникати у закріпленій у поздовжньому напрямі 

(в напрямі осі Oy ) пластині. Розглянемо випадок, коли пластина не 
навантажена. Знайдемо головний вектор Y і момент M зусиль, прикладених 
у поздовжньому напрямі, які відповідають розв’язку (7). Зображення 
Лапласа від цих величин такі: 
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Щоб пластина була ненавантаженою, прикладемо до неї знайдені 
зусилля і момент з протилежним знаком. 
Деформації, які будуть виникати у пластині при такому навантаженні, 

шукаємо у вигляді y cx d   , де c і d – cталі. З умови, що для j – ї смуги 
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напруження 0x   маємо: x j y    , де j   коефіцієнт Пуассона. Тоді 

для j – ї смуги запишемо 

 ( )y jE cx d   . (8) 

Головний вектор Y' і момент M', які відповідають цим зусиллям, 
матимуть вигляд 
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Додавши вирази (7) і (8), отримуємо зображення для напружень у 
зістикованих смугах. 
Отримані співвідношення дають змогу визначати зображення 

температури та напружень. Температуру та напруження знаходили за 
формулою числово-аналітичного обернення Лапласа, яка побудована на 
підставі формули Пруднікова і має вигляд [2] 
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, c  – параметр. Значення c  вибирають так, щоб при l   

температура була близькою до свого асимптотичного значення в усій 
пластині.  
Про ефективність цієї формули свідчать праці [2, 3]. 
Резу  тати розрахунків. Розглянуто пластинку, яка складається з трьох 

смуг. Базовими вибрано дані для першої смуги ( 1k  ) і приймемо, що H  – 
повна ширина пластини. Відносні значення всіх характеристик приймали 

однаковими, за винятком 2 ,2, tm m     , 2E m  .  Тут позначено 

/j j k    , 1 1 /k k    , /j j kE E E  . Параметрам у формулі обернення 

(9) надавали значень: 10l  , 7c  . В рядах утримували до 300 членів, що 
забезпечувало точність обчислень 0.1%: . Вважали, що нагрівання 
одностороннє, тобто 1f C , 0Nf  . 



 ТЕТЯНА СОЛЯР  154 

    

    
Рис. 1. Розподіл температури у пластинці з трьома зістикованими 

смугами 
 
На рис. 1. зображено розподіл віднесеної до величини С температури по 

поперечному перерізі пластинки за значень часового параметра 
3, 5, 10, 30  . Чотирьом рисункам відповідають значення 0.5, 1, 2, 5.m   

Відповідні відносні напруження 1 1/y y tC E     показано на рис. 2. 

 
Розглянуто також пластинку, яка складається з восьми смуг однакової 

ширини. За базову вибрано восьму смугу. Відносні значення всіх 

характеристик приймали однаковими за винятком 5 6 7 ,m        

,1 ,3 ,5 ,7 2t t t t          , 3 5 7 m       , 1 0f  , Nf C const   

(нагрівання одностороннє). На рис. 3 зображено розподіл температури в часі 
на стиках пластинок при 0 3 6 8, , ,x x x x x  (криві 1-4). Відносні напруження 

в поперечному напрямі за згаданих вище значень часового параметра 
зображено на рис. 4.  
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Рис. 2. Розподіл безрозмірних напружень у пластинці з трьома 

зістикованими смугами 
 

    

    
Рис. 3. Температури у пластинці з восьми зістикованих смуг 
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Рис. 4. Розподіл безрозмірних напружень у пластинці з восьми 

зістикованих смуг у різні моменти часу 
 
На підставі проведених розрахунків можна зробити висновок, що 

розподіл температури і напружень у неоднорідних пластинах має достатньо 
складний характер та суттєво залежить від характеристик матеріалу . 
Визначення напруженого стану композитних пластин треба проводити з 
повним урахуванням структури тіл. Проведення розрахунків з допомогою 
спрощених підходів, які ґрунтуються на процедурах усереднення можуть, 
очевидно, привести до суттєвих похибок в оцінці напруженого стану 
кусково-однорідних пластин. Запропонований підхід є ефективним і дає 
змогу досліджувати складні задачі термомеханіки структурованих тіл. 
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An algorithm is proposed for cxalculation of non-stationary temperature 
fields and stresses induced by them for plates with anbitrary number of strips 
which is based on direct calculation of the Laplace presentation and 
Prudnikov modified formula for its inversion.  
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