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Досліджено поведінку узагальненого розв’язку мішаної задачі для нелінійного 

параболічного рівняння четвертого порядку при .t     
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Параболічні рівняння  

2 2( ) ,tt tu div u u u        

де 0, 0 1,     моделюють процеси фазового переходу у в'язкопружних 

середовищах з капілярністю. Деякі задачі для таких нелінійних рівнянь 
досліджено в [2]–[3], для певних квазілінійних параболічних рівнянь 
четвертого порядку в [4]–[7]. 
У цій праці одержано поведінку узагальненого розв'язку нелінійного 

параболічного рівняння четвертого порядку при .t    
Нехай nR   – обмежена область з межею 1,C   (0, ),Q     

S  
1 2 1 2, 1 2 , 1 2(0, ), ( , ), ( , ),t t t tQ t t S t t     1 20 .t t     

В області Q  розглянемо задачу для  рівняння 
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і   крайовими умовами 
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де   – зовнішня нормаль до поверхні , 2, 2.S p q    

Введемо простори 
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Припустимо виконання таких умов: 

(A)            ( ), , ( ), (, 0) ( ), , , , {1,..., },sl
ij i it iD a L a a L Q D a L i j s l n           
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 1( , ) 0ia x t A   

для майже всіх ( , ) , {1,..., },x t Q i n   
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для майже всіх x    і всіх ij R   таких, що ,ij ji   

( ) ( )ijsl
ij sla x a x   

для майже всіх ;x    

(C)                                        0 0, ( ),tc c L Q  

0 0( , ) 0c x t C   

для майже всіх ( , ) .x t Q  
Означення. Узагальненим розв’язком задачі (1)-(3) називаємо функцію 

2
0([0, ); ( ))locu L H    таку, що 2

0([0, ); ( )) ([0, );q
t loc locu L H L      

1,
0 ( )) ([0, ); ( )),q p p

locW L L     2([0, ); ( )),tt locu L L    яка задовольняє початкові 
умови (2) та рівність 
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для всіх (0, )    і 1,2 2
0 0([0, ); ( )) ([0, ); ( ))q q

loc locv L H L W        

([0, ); ( )).p p
locL L   

Введемо простір 02,
0 ( ),rW   де 0

2 ( 1)
2 4

n q
r

n q



 

  при 2n   і 0 02 ,r    

0 0   при {1,2}.n   

Теорема 1. Нехай виконуються умови (A), (C), ' '((0, ); ( )),r rf L T L   
2 2((0, ); ( )),tf L T L  де 2 4

0 0min{ , }, 0, ( ) ( ),r p q T u H H      02,
1 0 ( )ru W    

2 2( ), 2, 2.pL p q     Тоді в області 0,TQ  існує узагальнений розв’язок 

задачі (1)-(3). 
Доведення цієї теореми цілком подібне до доведення теореми 1.1 [1, c. 

167] з використанням методів Гальоркіна та монотонності. 
Введемо функцію 
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Згідно з означенням ([0, )).y C   
Теорема 2. Нехай виконуються умови теореми 1 і, крім того, 
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для  довільного 0t   і деякого 0, u  – узагальнений розв’язок задачі (1)-

(3). Тоді існує така стала 2,M  що 2( ) ,y t M  
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  для всіх 0.t   

Доведення. Для доведення цієї теореми використаємо методику [1, с. 520]. 
Розіб’ємо [0, )  на проміжки [ 1, ],j j j N   і нехай [ 1, ]jt j j   таке, 

що 
[ 1, ]

( ) sup ( ).j
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   З рівняння (1) випливає, що для довільних   і 

,t t   виконується рівність  
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Враховуючи введену функцію ,y  рівність (5) можемо записати у вигляді 
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Очевидно, що 
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Оскільки 
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де 1   при p q  і 0   при 3,p q M  – стала з нерівності Фрідріхса, 

4 0,M   то з (7) маємо 
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Врахувавши останню оцінку, з (6) одержимо нерівність 
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де 1  залежить від 1 0, , ,r A C  6 0.M   

Далі доведемо, що 
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2 0( ) max{ ( ); },j jy t y t    

де 0  – деяка стала. Проведемо доведення для 1j   (його можна повто-
рити для кожного 1j  ). 

Якщо 3 1( ) ( ),y t y t  то доведення завершено. Тому припустимо, що 

3 1( ) ( ) 0.y t y t   Тоді з (8) випливає оцінка (при 3 1,t t t  ) 
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Оскільки 3 1 1,t t   то існує таке 0 1 3( , ),t t   що 
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Отже,  
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Застосовуючи тепер (6) для 3 0, ,t t     одержимо  
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Отже, 
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для всіх 70,t M  – додатна стала. 
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