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�	�� �� �������
��� ����
 �������� ����
����� ����������� ��	����� �����	�� �
����� �
�����
	������ $#������! %��������� 
��	����� � 	������������ �����
 ��������&!
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 �
���������&�
 ����
�
 ���������� ����������� ������
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�& ������� ��"���	'� �	���� 	����!�	� ��(������	�
� ���	� "�����
%�� �
���)
	��
 �� �
���		� *�	��
� 
��	
�	�
� ���	�� +��� %� ���,���� ��
������ ��� 

� )���� ,���-�* "���"���� ������	
"��� #�"���� � ./0 ����!�	� ��
�����
�	� �
���

��� 	����!�	� ,��� "�	%� ���)
	
� �����	�
"����	�* �� ��!� ������ ���������� �
�����-���	�* �"���
��	� ,�
��"� �� 	�*� � ���%� .10 ���
��	� �	����
�	
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��� 	����!�	�� "��
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)� �����
	�� ��!� ������ ���������� .��20� � �
���	
� ���%�� ���
�����
 �������	�
��������
� 3��� 	�-�* ���%� 4 ������
�
 ���
� �	��������* 	� "��(�%��	� �	��	�
� 
	���� 	����!�	� $�56& � ������ ������!	��
� ����� ��� ���)
	�� �����	�
"����	�
�� ��!� ������ ���� �	�������	
� ����������� � �
���"� ��������	
� ����������
,���'�� ����"�
��%��	� (������ ��� 	��
� ����!	� ��� ���	��	�* !����"���� ��� 
��������� � �����-���		� ���)
	
�

�� �������� ������������ ������������� �������� ���� �� 7��
����'��
���	���	� �� �
����
 "����
	�� Oxyz ��%���	� "��"��� ��	����	� �������
)�� �"�
�"��������� � ���� �	�������	
� ������������ Sk $�
�� /& � ���	
�
 ���!	
�

�����
������
� )� ����"���
��'���� "��(�%��	���
 �����	���� a44k� a55k� a45k

(k = 1, 2)� 8��)
	� xOz �,�
������ � ���)
	�' ������ ����������� +�	���	� ��� 
)
	� � ����	
�
 ��� 	���	��!�	� ,���
��
 ���-
�-"
 2a ��!
�� � ���)
	� yOz
� * * 	
!	�� (��	� �����-���	
� 	� ������	� c ��� ������	� ������� ������
%��
����,���� � ������ ������!	��
� ����� �����! ��� Oz ��� ���
��� ��	����	�
�
���� 	����!�	� 	� 	��"�	��		���� σ∞

xz = τk (z ∈ Sk)� σ∞
yz = τ �

7
�� /9 :���� ������

��� ��,����
 ����;��"� ������ ������"� �
���
�� ���)
	� � ���
���� � ���
�� 
	��� ����;���" ������ ��� 	���	��!�		� ,����(�"�	�
� "��"��� ��	����	�
� ���� 
���
)� S1 ∪ S2 �
���	
� 	����!�		�� σ∞

xz = τk (z ∈ Sk)� σ∞
yz = τ �� 
�
	����'

�
���"�%��' � ��"����� <'�
���� b6 � ���%� z∗ = iy∗ ∈ S2� =
"��
���		� ��
� ���� 

� ���	���		� ��� ��� ����"�� � "�����"�	�* ���		�* z = x + iy � �	�
����"�� ������
��
���	��!
��	� � 	� ��
����
�� �� 	���������	�� #
���	� 	���	��!�		� �����!��
���� 	����!�	�

σ̂(z) =
∥∥∥∥σ̂yz(z),

∂w(z)
∂z

∥∥∥∥ =
rk − rl

rk + rl

[
!0

kk

(
zk

) −!0
ll

(
zk

)]
"kk+

+σ∞ +!0
22

(
zk

)
"kk (z ∈ Sk; k = 1, 2; l = 3 − k) , (1)
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σ̂∞ =
∥∥τ, wk

∥∥ (
wk = a45kτ + a55kτk

)
, !0

ll

(
zk

)
=

∥∥∥Gl

(
zk

)
, Gl (zk)

∥∥∥ ,

Gl

(
zk

)
=

b6

4πirl
· 1
zk − zl∗

, zk
∗ = xk

∗ + iyk
∗ = x∗ + sky∗, !0

11

(
zk

)
= 0,

"kj =
∥∥Mkj

mn

∥∥ , Mkj
m1 = −1, Mkj

12 = rk, Mkj
22 = −rj , sk = sk

1 + isk
2 ,

sk
1 =

a45k

a55k
, sk

2 =

∣∣rk
∣∣

a55k
, rk =

√
(a45k)2 − a44ka55k = i |rk| .

=��!����� )� �������� rk ����"���
��� !����"���� ��������� ������������
=
"��
�����'�
 �������	�-�		� $/&� ���
-��� �
���
 ��� "����	�	�
 ��	����

	����!�	� σyz(z) � �����	�* ������)�		� ∂w(z)/∂z � ����������� (z ∈ S2)

σyz (z) = τ − b6

4πir2

[
1

z2 − s2y∗
+

r2 − r1

r1 + r2

1
z2 − s2y∗

+

+
1

z2 − s2y∗
+

r2 − r1

r1 + r2

1
z2 − s2y∗

]
,

∂w (z)
∂x

= w2 +
b6

4πir2
r2

[
1

z2 − s2y∗
+

r2 − r1

r1 + r2

1
z2 − s2y∗

−

− 1
z2 − s2y∗

− r2 − r1

r1 + r2

1
z2 − s2y∗

]
(z ∈ S2) . (2)

6� ������� �
���� $1& �� ��"�	� >�"�

σxz (z) = −a45k

a55k
σyz (z) +

1
a55k

∂w (z)
∂x

, (z ∈ Sk, k = 1, 2) (3)

���
��	� �
��� ��� ���
�* 	�	������* "����	�	�
 ��	���� 	����!�	�

σxz (z) = τ2 +
b6 (y∗)
2πir2

?@

[
s2

z2 − s2y∗
+

r2 − r1

r1 + r2

s2

z2 − s2y∗

]
(z ∈ S2) . (4)

+��)
	�� �����	�
"����	� �� ��!� ������ ����������� �����'��� 	�������	�
���������	
�
 
�
	���
�
 �
���"�%���
 �����! ������"� y∗ = [c, 2a + c]� x∗ = 0 �
	������ 	������
� ��"����� <'�
���� b6 (y∗) ./� 1� �0� � %���� �
���"� 	����!�		�
σxz � ������	�� ���%� �������
)� �����	''��

σxz (z) = τ2 +
1

2πir2

c+2a∫
c

b6 (y∗) ?@

[
s2

z2 − s2y∗
+

r2 − r1

r1 + r2

s2

z2 − s2y∗

]
dy∗. (5)

��"���"
 ,���

 ���)
	
 ����	� ��� 	���	��!�		�� �� "������ ����� 	� ������	�
���)
	


σ±
xz (iy) = 0, y ∈ [c; 2a + c] (6)
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��� ���
� ���
���
 �
	
����	� �	��
����	� ���	�		�

1
2πir2

c+2a∫
c

b6 (y∗) ?@

[
1

y − y∗
+

r2 − r1

r1 + r2

s2

s2y − s2y∗

]
dy∗ = −τ2, y ∈ [c; 2a + c] (7)

������	� -�"�	�* 
���
	
 ��"���� <'�
���� b6 (y∗)�
8���� ����	
 ���		
�

p = y∗ − c − a, t = y − c − a, b6 (y∗) = b6 (p + c + a) ≡ b (p) (8)

�
	
����	� �	��
����	� ���	�		� $A& 	�,��� �

����

B
1
π

a∫
−a

b (p)
p − t

dp +

a∫
−a

K (p, t) b (p) dp = F (t) , (9)

��

B=
1

2ir2
, F (t)=τ2, K (p, t)=

1
2πir2

?@

[
r2 − r1

r1 + r2

s2

s2 (p + c + a) − s2 (t + c + a)

]
. (10)

����
 ��	��	��	���� ���)�	� ��� ��� �,���� 	��"��� ���)
	
 ���
-��� ��" .B09

a∫
−a

b6 (y∗) dy∗ = 0. (11)

���(�%��	� �	��	�
�	���� 	����!�	� �
�	������ (�	"%��' b (p) ��" .�� �� 1�A09

K3 = ∓
√

π

2
lim

p→∓a

[√
|p ± a|b (p)

]
. (12)

#� $������ ����������� ��� ��
"���� ������!�	� ����!	���� �56 ��� !���� 
"���� ���������� ������������ � 
�������* �����-���		� ���)
	
 �� ��* ��	����	�
�
���� 	����!�	� 	� 	��"�	��		���� σ∞

xz = τk

(
σ∞

yz = 0
)
� #��	��
��� )� 	����!�		�

σ∞
yz �� ��"�* 
�������* ������ 	� ���
��'�� 	� �56� �,�
���		� �56 C��	������� 	�

����!	����

K3 =
√

πa

2 |r2|
N∑

n=0

(±1)n
An, (13)

�� An 4 "��(�%��	�
 ����
	�		� 
���
	
 ��������� ��"���� <'�
���� �� ����
�	��� 
	
�
 ����	����
 � �
����	�' "���	���' ���,�
����'

b (p) =
1√

1 − (p/a)2

N∑
n=0

AnTn

(p

a

)
. (14)

+�� Tn (x) 4 ����	��
 D�,
-��� ���-�
� �����
7��
�����
 ��"� �
�
 "��"��� ��	����	�* ����
%�9
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• /& ����	�� ���������� $� �"��� � ���)
	�& !����"�-
� ��� 	
!	��
�E

• 1& ����	�� ���������� 4 �����	�-
�E

• �& ���������� ,�� ���)
	
 4 �,���'�	� !����"
�� ��,�� ���������� � ���)
	�'
��)����	
� 	� ���*� ��!� (1/a441 → ∞, 1/a551 → ∞)E

• 2& ���)
	� �����-���	� �����	�
"����	� �� ����	�* ��!� ����������� 4 ��� 
������� S1 �,���'�	� �����	
� (1/a441 → 0, 1/a551 → 0)�

�,�
���		� ������
�
 �� �����' ���������		� ������ "���"�%�� .A0� �� ����;� 
����		� �
����
 $�&� $//& � ���	���' �� �;��
 �	���)
� %
(�� 8�
 0, 005 � c/a <
0, 01 "���"���� N ���	�� ���� ����
	�		� ��"���� <'�
���� �� ����
�	���	
�
 �� 
��	����
 N = 80E ��
 0, 01 � c/a � 0, 05 4 N = 40E ��
 0, 05 < c/a ������	�� ����

N = 20�

6� �
��1 ��,��!�	� 
��(��	� ����!	���� �����	�
� �56 K0
3 ≡ K3/

√
πaτ2 	�

	
!	���� (��	�� ���)
	
 ��� ���	��	�* ������	� ��! 	
� � ��!�' ������ ������ 
���� l = c/a� 6� �
�� � ��"���	� 
��(��	� ����!	���� K0

3 ��� ���	��	�* !����"����
���������� r = r2/r1�

7
�� 19 #���!	���� �56 K0
3 ��� ������	� ���)
	
 �� ��!� ������

6� �������� ���
��	
� �
����
� ��	
� ,��� ��,�����	� ��
���	� ��� �	!�	�� 
	
� �,�
���	� �	����
�	� ����"�
��%��	� (������ ��� �����	�
� �56 K0

3 � ����!	�
��� ���� ���������� 4 ���	��	�* !����"���� ������������ r � ���	��	�* ������	� ��!
���)
	�' � ��!�' ������ ���������� l

K0
3 (r, l) = [K1 (l) − K2 (l)] e−d(l)rp(r)

+ K2 (l) , (15)

��

d (l) = ln
[
K1 (l) − K2 (l)

1 − K2 (l)

]
, p (r) = 0, 4e−r + 0, 5, Ki (l) = bie

−(l−0.003)pi ai + 1,

b1 = 3, 581, b2 = −0, 755, a1 = 4, 626, a2 = 3, 138, p1 = 0, 367, p2 = 0, 543.
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7
�� �9 #���!	���� �56 K0
3 ��� ���	��	�* !����"���� �"�����
� ����
%�

=��	��	� ���
,"� %��* 	�,�
!�	�* (�����
 	� �����
)�� BF ��
 0, 001 � c/a � 0, 01�
2F ��
 0, 001 < c/a < 0, 1 � 1F ��
 c/a � 0, 1�

���
��	� ���������
 ��'�� ���
� ����
 ��"
� �
�	��"���

/� # �������		�� ���)
	
 ��� ��!� ������ �����	
� �56 K0
1 	�,�
!������ �� /�

)� � �����
�� ���)
	� � ��	����	�� ����
%��

1� #����	
� �56 ���)
	
 � !����"�-��� ����������� ���!�
 ,���-
� �� ��
 
	
%'� ��
���� � 	�,�
!�		�� �� ��!� ������ � �����	�-
� ���������� ��	
�,���-�������

�� D
� ,���-� ���	
%� ��! ���!	
�
 �����
������
 ������������� �
� ,���-�
�	���		� K0

1 �� (�"����	�* 
�������* ������ ��� ���)
	� � !����"�-��� ��� 
���������

2� 8�
 �������		� ���)
	
 �� ��!� � �,���'�	� �����	
� ������������ $����	�
��!� �����������& �56 ������ �� ∞�

�� G")� ���)
	� ������ �� �,���'�	� !����"�* ��!�� �� �56 ������ �� 	����

B� G")� ���)
	� �����)�	� � �����	�-��� ������������ �� �
�	��"
 1 � 	�,� 
��'�� �"��	� ����
��!	�
� �������

@! � !�"#$" %�AB CDE FCGEFF �BCEBF�CH IJKCLGF JFFLK�JCEM N�CD KGJKO �BCEGJKC�BP N�CD JB �BCEGIJKE
QECNEEB CNL ERJFC�K SEM�J T � !�"#$" %� TTUBP! VK�! W @=;>! W XLR!@Y� Z>! W 1! :<=�>?:!

9! � !�"#$" %� AB KGJKOF JBM FKGEN M�FRLKJC�LBF [�RE \[F KGLFF�BP J Q�LSJCEG�JR �BCEGIJKE
T � !�"#$" %� TT ]L\GBJR LI URJFC�K�CH! W @=;Y! W XLR! Y� Z@! W 1! @>�99!

Y! &'#'"$ (� V�BP\RJG VCGEFF ^�ERM JC CDE _�[F LI J `GJKO aLGSJR CL b�SJCEG�JR LI 2FLCGL[�K
cJRI dRJBEF T &'#'"$ (�� )' '"'*+ ,�� -'!'.'/' �� TTb\RR! LI ]VeU! W @=<f! W XLR! 9=�
Z9><! W d! :?:Y�:?:=!

:! 0/1$2'" 3� _NL QL\BMEM DJRI [RJBEF N�CD J KGJKO PL�BP CDGL\PD CDE �BCEGIJKE T 0/1$2'" 3��

4�/�5�!$267 8� TT 2BC! ]! UBP! VK�! W @=;Y! W d! ;:>�;ff!
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jB JBC�[RJBE [GLQRES LI CNL DJRI�F[JKEF KLBF�FC�BP LI M�kEGEBC JB�FLCGL[�K
SJCEG�JR �F KLBF�MEGEM! 2C �F JFF\SEM CDJC LBE LI DJRI�F[JKEF KLBCJ�BF JB \BRLJMEM
KGJKO BLGSJR CL Q�SJCEG�JR �BCEGIJKE! _DE �Bl\EBKE LI Q�SJCEG�JR �BCEGIJKE LB F�BP\RJG
FCGEFF mERM JC CDE C�[F LI J KGJKO JBM FCGEFF �BCEBF�CH IJKCLG ND�KD ME[EBMF LI KGJKO
[LF�C�LB JBM KLS[JGJC�nE DJGMBEFF LI SJCEG�JRF �F �BnEFC�PJCEM! 2B CDE JBJR�FHF CDE
KGJKO �F GE[RJKEM QH J KLBC�B\L\F M�FCG�Q\C�LB LI M�FRLKJC�LBF JRLBP CDE KGJKO R�BE N�CD
�B�C�JRRH \BOBLNB MEBF�CH LI b\GPEGhF nEKCLG! oF�BP CDE IGEE FCGEFF KLBM�C�LB LB CDE
KGJKO F\GIJKE� NE LQCJ�B F�BP\RJG �BCEPGJR Ep\JC�LB LB \BOBLNB MEBF�CH LI b\GPEGhF
nEKCLG! `JRK\RJC�LBF NEGE GEJR�qEM QH CDE KLRLKJC�LB SECDLM! AB QJF�F LI LQCJ�BEM
B\SEG�KJR GEF\RCF �C NJF Q\�RC JBJR�CHKJR J[[GLr�SJCE ILGS\RJ ILG FCEGFF �BCEBF�CH
IJKCLG ND�KD ME[EBMF LB CNL [JGJSECEGF W KLS[JGJC�nE DJGMBEFF LI DJRI�F[JKEF JBM
KLS[JGJC�nE M�FCJBKE QECNEEB CDE KGJKO JBM Q�SJCEG�JR �BCEGIJKE! _D�F ILGS\RJ �F
\FEI\R ILG EBP�BEEG�BP EFC�SJC�LBF!

&+B F$/1#� Q�SJCEG�JR� JBC�[RJBE [GLQRES� JB�FLCGL[DH� KGJKO� FCGEFF �BCEBF�CH
IJKCLG!
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