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Досліджено спектр Коссера другої основної крайової задачі теорії пружності 
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Вступ. У серії з дев’яти коротких публікацій протягом 1898-1901 рр. 

(першою з яких була стаття [1], перелік і короткий зміст решти наведено в 
[2]), брати Ежен та Франсуа Коссера запропонували оригінальний підхід до 
розв’язування основних двох крайових задач теорії пружності для 
ізотропного тіла. У випадку другої основної задачі, коли на всій межі тіла 
задано вектор зовнішніх зусиль, задача описується рівнянням Ляме для 
вектора переміщень u

r
, яке має інваріантний вигляд 

 ( 1)graddiv rotrot / 0u u F G    
rr r

 (1) 

в області V, разом із крайовими умовами 

  ( 1)div 2 grad rot /n u n u n u t G      
rr r r r r r

 (2) 

на межі S. Тут grad, div, rot – відомі диференціальні оператори; n
r
– вектор 

зовнішньої нормалі до поверхні S; F
r
– сила, що діє в одиниці об’єму; t

r
– 

поверхневе зусилля, віднесене до одиниці площі; 1/(1 ),      та G – 
відповідно коефіцієнт Пуассона та модуль зсуву пружного матеріалу. Для 
розв’язання крайової задачі (1), (2) брати Коссера запропонували спочатку 
знайти такі власні значення параметра n , при яких однорідна крайова 
задача 

 ( 1)graddiv rot rot 0u u   
r r

, (3) 

  ( 1)div 2 grad rot 0n u n u n u      
r r r r r r

 (4) 

має нетривіальний розв’язок. 
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Завдяки фізичним обмеженням 1 1/2    на коефіцієнт Пуассона 
реальних матеріалів та теоремі єдиності розв’язку задачі (1), (2) значення 

n  для однорідної крайової задачі (3), (4) можуть перебувати лише в 

інтервалі [ ,1/ 3] . Для відносно простого випадку суцільної пружної кулі 

брати Коссера [3] довели, що 
2

2 1
2 4 3n

n
n n





 

 ( 0,1,2n  ), навели вирази 

для власних функцій nu
r

 і записали коротко повний розв’язок задачі. (Цей 
розв’язок, на нашу думку, потребує ретельної перевірки.) В [4] було 
доведено, що 0 1/3   завжди буде власним числом задачі (3), (4). 
Хоча роботи братів Коссера були досить відомими – їм було присвячено 

один параграф у класичній книзі [5], де детально обговорили розв’язок 
першої основної крайової задачі – до середини 70-х років практично нічого 
не було зроблено з застосування та розвитку цього підходу. Інтерес до 
спектра Коссера знову сколихнули праці С.Г. Міхліна, перелік яких подано 
в [2], а пізніше – серія праць [6,7], в яких було розглянуто здебільшого 
плоскі крайові задачі, та [8]. Зокрема, С.Г. Міхлін [2, c. 66] довів, що задача 
(3), (4), окрім дискретного спектра n , має власні значення ( 1) 1     та 

( )   , яким відповідає нескінченна кількість незалежних власних 
функцій ( 1)

ku r
 та ( )

ku r
. У загальному випадку розв’язок крайової задачі (1), 

(2) набуває вигляду [2, c. 70] 

      ( 1) ( 1) ( ) ( )

1 0

12
, , , ,

1
n

k k k k n n
k n n

u f u u f u u f u u


  

 
   

 

  
   

   
 

r r rr r r r r r r
  

де 

   1
, d d , , ,

V S

f u F u V f u S k n
G   
 
      
  
 

r r rr r r
  

а всі власні функції ( 1)
ku r

, ( )
ku r

 та nu
r

 - ортонормовані у метриці, пов’язаній 
з енергією системи [2, c. 65]. 
Незважаючи на перелічені публікації, зовсім немає відомостей про 

спектр Коссера для суто просторових пружних тіл, окрім сфери. На нашу 
думку, однією з перешкод у поширенні згаданого методу є складність у 
практичному відшуканні власних значень і власних функцій для тіл 
порівняно складної геометрії, зокрема скінчених тіл за наявності кутових 
точок межі. 
Ми запропонували методику знаходження власних значень Коссера для 

осесиметричної задачі теорії пружності для суцільного циліндра скінченої 
довжини з крайовими умовами в термінах напружень. Проаналізовано 
вплив співвідношення між довжиною та радіусом циліндра на власні зна-
чення. 
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Формулювання задачі. Розглядаємо осесиметричну задачу про рівновагу 
пружного ізотропного циліндра {0 , | | }V r a z h     у циліндричній 

системі координат. Векторне рівняння Ляме (3) у цьому випадку запишемо 
покомпонентно у вигляді 

 
( )1

( 1) = 0, ( 1) = 0,
r

r z z r r
 

   
   

   
 (5) 

де = divu
r

 – об’ємне розширення; = r zu u
z r

 
 

 
 – єдина відмінна від 

нуля компонента rotu
r
. Ставимо задачу знаходження таких значень 

параметра  , за яких розв’язки рівнянь (5) відмінні від нуля в області V, 
забезпечуючи виконання крайових умов (4), які набувають вигляду 

 = 0, = 0, = ; = 0, = 0, = .r rz z rzr a z h      (6) 

Побудова розв’язку. Знаходити розв’язки рівнянь (5) можна різними 
способами. Ми застосуємо підхід, який ґрунтується на використанні функції 
Лява [9, § 188]. Переміщення та напруження виражаються через 
бігармонічну функцію ( , )r z  за допомогою таких співвідношень: 

2 2
2

2

2 2 2
2 2 2

2 2 2

1
2 , 2 (1 2 ) ,

= , = (2 ) , = (1 ) ,

r z

r z rz

Gu Gu
r z r r r

z r z z r z

  
 

  
        

  
      

   
                                          

(7) 

де 
2 2

2
2 2

1
r r r z
  

   
  

 – осесиметричний оператор Лапласа. 

Використаємо функцію напружень для симетричного стосовно площини 
z = 0 поля напружень у вигляді [10] 

 03 2
0 0 4 4

1 1 0

( )sin
( , ) ( 1) ( ) ( ) ,

( )
jn n

n n j j
n jn j j

J rk z
r z B z D r z a X R r h Y Z z

k J a




 

 

 

       (8) 

де 

 1 0 0

1 1 1

( ) ( ) ( )1
( ) = ,

( ) ( ) ( )
n n n

n n n
n n n

I k r I k a I k r
R r k r k a

I k a I k a I k a



       
  

 
sh ch1

( ) = cth ,
sh sh

j j
j j j j

j j

z z
Z z h h z

h h

 
  

  
      

  

= /nk n h ; 0j   – корінь рівняння 1( ) = 0jJ a , 0J , 1J  і 0I , 1I  – відповідно 

звичайні та модифіковані функції Бесселя першого роду нульового та 
першого порядків. 
Визначення напружень на підставі співвідношень (7) та задоволення 

ними крайових умов (6) приводить до двох систем лінійних алгебричних 
рівнянь 
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( 1) 2 = 0,

( 1) 2( 1) = 0

B D

B D
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 

     
 (9) 

 

2

2 2 2
=1

2
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=1

4
= 0, = 1,2,...,

( )

4
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( )

n
n n j

j n j

j
j j n

n n j

k
X P Y n

k

Y X j
k










     




 (10) 

Тут 

 
2

2 0
2 2 2
1

( ) 1 1
= 1 , = cth .

( ) sh
jn

n j j
n n j j

hI k a h
P a h

I k a k h




  

                
  

Побудова нетривіальних розв’язків рівнянь (5) за крайових умов (6) 
можлива, якщо системи рівнянь (9) і (10) мають нетривіальні розв’язки, що 
забезпечується рівністю нулеві головних визначників цих систем рівнянь. 
У випадку системи рівнянь (9) рівність нулеві визначника забезпечується 

за єдиного значення параметра 1/3,   якому відповідає 1.   Варто 
зауважити, що отримане власне значення не залежить від радіуса та 
довжини циліндра. 
Перед тим, як розглядати визначник системи (10), варто зазначити, що 

лише рівняння першої групи цієї системи, що подаються першою стрічкою 
(10), залежать від параметра   завдяки коефіцієнту nP , а рівняння другої 
групи (друга стрічка (10)) від зазначеного параметра не залежать. Тому 
доцільно вилучити рівняння другої групи з розгляду. Визначивши з цих 
рівнянь jY  та підставивши їхні значення у рівняння першої групи, систему 

(10) перепишемо у вигляді 

 
1

0, 1,2,...nm m
m

X n




   (11) 

де 

 
3

2 2 2 2 2 2
1

(ch2 1)16
,

( ) ( ) (sh2 2 )
j j

nm n nm
j n j m j j j

h
P

h k k h h

 
 

   






 

     

nm – символ Кронекера. 
Система (11) має нетривіальні розв’язки, якщо величини   є коренями 

характеристичного рівняння 

 0,   (12) 

де , 1,det( )nm n m    . Зауважимо, що вирази, які містять параметр  , 

розташовані лише на головній діагоналі  . Вираз для   є нескінченним 
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поліномом від  , тому характеристичне рівняння (12) забезпечує злічений 
дискретний спектр власних значень Коссера { , 1,2,...}n n  . 

Практичне відшукання власних значень n  з характеристичного рівнян-
ня (12) треба проводити зі застосуванням алгоритму простої редукції, 
перейшовши до рівняння 

 0,N   (13) 

де , 1,det( )N nm n m N   , та взявши N  достатньо великим. Для кожного 

вибраного значення N  визначник N  є поліномом N -го степеня, тому 

рівняння (13) забезпечує перших N  власних значень у спектрі 
{ , 1,2,..., }n n N  . Цікаво буде вивчити вплив збільшення величини N  на 

перших M  власних значень, де .M N  
Приклади числових розрахунків. Розглянемо розрахунок власних 

значень Коссера для кубоподібного циліндра 1h a  . Насамперед 
зауважимо, що першим значенням у спектрі є 0 1/3  , знайдене з 
системи (9). Послідовності власних значень, знайдених за допомогою 
рівняння (13) для різних значень N, подано у табл. Як бачимо, рівняння (13) 
забезпечує доволі стабільні власні значення за збільшення параметра N . 
Якщо 1N  , то перше значення спектра отримуємо з похибкою до 2%, при 

2N   - отримуємо з похибкою до 1%, при 3N   – 0.6%. 
На рис. 1 зображено перших 15 власних значень Коссера, включно з 0 , 

які для наочності сполучено штриховою лінією. Як бачимо, власні значення 
перебувають поміж нулем та 1/3 , наближаючись до нуля зі збільшенням 
номера. 
Цікавою є поведінка значень коефіцієнта Пуассона n , що відповідають 

отриманим значенням n  (рис.2). Ці значення, крім 0 , розташовуються 

вздовж прямої, яка приблизно описується рівнянням 1.55 0.33n n    . 
 

N 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
n           
1 0.2847 0.2878 0.2891 0.2898 0.2902 0.2904 0.2906 0.2907 0.2907 0.2908 
2  0.1629 0.1640 0.1646 0.1650 0.1652 0.1654 0.1655 0.1656 0.1656 
3   0.1087 0.1092 0.1094 0.1096 0.1097 0.1098 0.1099 0.1100 
4    0.0812 0.0815 0.0816 0.0817 0.0818 0.0818 0.0819 
5     0.0648 0.0649 0.0650 0.0651 0.0651 0.0652 
6      0.0538 0.0539 0.0540 0.0540 0.0541 
7       0.0461 0.0461 0.0462 0.0462 
8        0.0402 0.0403 0.0403 
9         0.0357 0.0358 
10          0.0321 
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Рис. 1 
 

Рис. 2 
Вплив відношення /h a  на власні значення n  показано на рис. 3, а на 

відповідні значення n  – рис. 4. Як видно, зі зменшенням цього відношення 

власні значення скупчуються біля рівня 0  , а з його збільшенням – біля 
рівня 1/3  . Коефіцієнти Пуассона, крім 0 1   , розташовуються 
вздовж прямих, які описуються такими рівняннями для випадків, 
показаних на рис. 4, у порядку збільшення /h a : n   15.73   2.78,n   

3.14   0.84,n n    1.55 0.33,n n     0.73   0.29,n n     0.07n n      0.93,  
53 10  – 1.n n    Зі збільшенням відношення /h a  величини n  

розташовуються уздовж прямої, яка змагає до горизонтального положення, 
все менше відрізняючись зі зміною n ; у цьому разі зі збільшенням /h a  
спадає похибка визначення власних значень. 

 
Рис. 3 

 
Рис. 4 

 
Висновки. Знайдено дискретний спектр Коссера для скінченого пружного 

циліндра у випадку осесиметричного деформування за крайових умов у 
термінах напружень і досліджено вплив співвідношення між довжиною та 
радіусом циліндра на власні значення. Виявлено лінійну залежність від 
номера відповідних значень коефіцієнта Пуассона. Незважаючи на ці дані, 
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автори схиляються до короткого зауваження [5, с. 149]: "…для практичного 
обчислення вказаний метод, взагалі кажучи, не застосовувався, проте 
окремі задачі, які можуть бути розв’язані й іншими способами, були 
розібрані за його допомогою" та рекомендують використовувати прямий 
підхід [10] для розв’язування крайових задач теорії пружності для 
скінчених циліндрів. 

___________________ 
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