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h. Math. 2009.Âèï. 71. Ñ. 175�183 Is. 71. P. 175�183ÓÄÊ 512.553.2 Ï�Î ÌÎÍÎ�ÄÈ, ÍÀÄ ßÊÈÌÈ ÂÑIÊÂÀÇIÔIËÜÒ�È Ò�ÈÂIÀËÜÍI�îìàí ÎËIÉÍÈÊËüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,79000, Ëüâiâ, âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà, 1e-mail: forvard-or�ukr.netÂ êàòåãîði¨ S−ïîëiãîíiâ ÷àñòèíà ðåçóëüòàòiâ ãîìîëîãi÷íîãî õàðàêòå-ðó ¹ àíàëîãàìè âiäïîâiäíèõ �àêòiâ ç òåîði¨ R−ìîäóëiâ. Öàíã, �àî i Êñiäîñëiäèëè âçà¹ìîçâ'ÿçîê ìiæ òåîðiÿìè ñêðóòó òà êâàçi�iëüòðàìè ëiâèõêîíãðóåíöié, âèçíà÷åíèõ íà S−ïîëiãîíi S. �îçãëÿíóòî êâàçi�iëüòðè òà
σ−êâàçi�iëüòðè ëiâèõ êîíãðóåíöié ìîíî¨äà ç íóëåì. Îñíîâíèé ðåçóëüòàòçàñâiä÷ó¹, ùî óñi êâàçi�iëüòðè i σ−êâàçi�iëüòðè ¹ òðèâiàëüíèìè òîäi iòiëüêè òîäi, êîëè êîìóòàòèâíèé ìîíî¨ä S äîñêîíàëèé.Êëþ÷îâi ñëîâà: ìîíî¨ä, ïîëiãîí, êîíãðóåíöiÿ, êâàçi�iëüòð, òåîðiÿ ñêðó-òó.1. Âñòóï. Òåîðiÿ ñêðóòiâ ó âèïàäêó êàòåãîði¨ ìîäóëiâ ðîçâèíóòà äîñòàòíüî ïîâ-íî. Äëÿ ïîëiãîíiâ íàä ìîíî¨äîì íåìà¹ íàâiòü ¹äèíîãî ïiäõîäó äî ïîíÿòòÿ ðàäèêàëà÷è ñêðóòó, îñêiëüêè ìîæëèâi ðiçíi ïiäõîäè äî ââåäåííÿ öèõ ïîíÿòü, îäíi ç ÿêèõ ðóíòóþòüñÿ íà îñíîâi òåîði¨ êîíãðóåíöié, iíøi íà âèêîðèñòàííi òðàäèöiéíèõ ïiäïî-ëiãîíiâ. Ùå ðàäèêàëüíèé ïiäõiä çàñíîâàíèé íà iäå¨ ïîáóäîâè ñïåöiàëüíî¨ êàòåãîði¨ïîëiãîíiâ, ó ÿêié ìîð�içìè âèçíà÷àþòü ÿê êîìïîçèöi¨ ðiñîâèõ ìîð�içìiâ òà âêëà-äåíü. Öåé ìåòîä âïåðøå âèêîðèñòàëè ó ïðàöi Âiãàíòà i Ëåêñà [10℄, ÿêà  ðóíòóâàëàñÿíà ðàäèêàëàõ Õüîíêå. Âií ðîçøèðåíèé i ñóòò¹âî ðîçâèíåíèé ó ïðàöi Âiãàíäòà [11℄.Îñíîâíi ïîíÿòòÿ ïîâ'ÿçàíi çi ñêðóòàìè ó êàòåãîði¨ S−ïîëiãîíiâ ââiâ äî ðîçãëÿ-äó Ëþäåìàí ùå ó 1983 ð. [7℄, âèêîðèñòàâøè àíàëîãiþ ç iñíóþ÷îþ òåîði¹þ ñêðóòiâó êàòåãîði¨ R−ìîäóëiâ. � ùå áàãàòî ïðàöü, â ÿêèõ ðîçãëÿäàëè òåîðiþ ñêðóòiâ ó êà-òåãîði¨ ïîëiãîíiâ, ñåðåä ÿêèõ çàçíà÷èìî [12℄, [13℄. Çàóâàæèìî, ùî ïðàöþþ÷è ç öèìèîá'¹êòàìè, ïðèðîäíi ðåçóëüòàòè îòðèìóþòü çà äîïîìîãîþ òåõíiêè êâàçi�iëüòðiâ.Îäíi¹þ ç ïåðâiñíèõ ïðîáëåì, ÿêi âèíèêàþòü ó âèïàäêó âèâ÷åííÿ ñêðóòiâ ó òié ÷èiíøié êàòåãîði¨, ¹ çàäà÷à ïðî ¨õíþ òðèâiàëüíiñòü. Äëÿ äåÿêèõ êàòåãîðié âîíà ðîçâ'ÿ-çàíà, çîêðåìà, ó êàòåãîði¨ ìîäóëiâ. Âiäïîâiäíi ðåçóëüòàòè îïèñàíi ó êíèçi �îëàíà [4℄.Íàéáiëüø çàãàëüíå �îðìóëþâàííÿ öi¹¨ ïðîáëåìè ðîçãëÿäàëè ó ïðàöi Íàñòàøåñêó [9℄
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176 �îìàí ÎËIÉÍÈÊó êîíòåêñòi êàòåãîðié �ðîòåíäèêà. Öÿ ïðîáëåìà äëÿ òàêèõ êàòåãîðié åêâiâàëåíòíàçàäà÷i ïðî äâîåëåìåíòíiñòü  ðàòêè âiäïîâiäíèõ �iëüòðiâ �àáðiåëÿ.Ó êàòåãîði¨ ïîëiãîíiâ, ÿêà íàä áiëüøiñòþ ìîíî¨äiâ íå ¹ �ðîòåíäèêîâîþ, âiä-ìi÷åíà âèùå çàäà÷à âàæêà, òîìó ìè ðîçãëÿäà¹ìî âèïàäîê òðèâiàëüíîñòi ñïåöiàëü-íèõ êâàçi�iëüòðiâ, òîáòî σ−êâàçi�iëüòðiâ êîíãðóåíöié ìîíî¨äà S. Âîíè ¹ àíàëîãàìè
S−�iëüòðiâ iäåàëiâ êiëüöÿ R [1℄ òà êâàçi�iëüòðiâ. Ó [2℄ Êîìàðíèöüêèé Ì. ß. äîâiâ,ùî êiëüöÿ, íàä ÿêèìè âñi S−ñêðóòè òðèâiàëüíi ¹ ëîêàëüíèìè i äîñêîíàëèìè. Ìèäîâîäèìî ïîëiãîííèé àíàëîã öüîãî ðåçóëüòàòó.Ìîíî¨äíèìè âiäïîâiäíèêàìè �iëüòðiâ �àáðiåëÿ ¹ êâàçi�iëüòðè êîíãðóåíöié i âè-íèêà¹ ïîòðåáà çãàäàòè äåÿêi ðåçóëüòàòè, ïîâ'ÿçàíi ç òàêèìè �iëüòðàìè. Ó [12℄, [13℄äîñëiäæóâàëè �iëüòðè ïðàâèõ êîíãðóåíöié, ÿêi òiñíî ïîçâ'ÿçàíi çi ñêðóòàìè i ñõîæiíà �iëüòðè �àáðiåëÿ. Öi �iëüòðè íàçèâàþòü êâàçi�iëüòðàìè, ç ìåòîþ óçãîäæåííÿòåðìiíîëîãi¨. Âiäìiííiñòü ìiæ êâàçi�iëüòðîì i ðàäèêàëüíèì �iëüòðîì [3℄ ïîëÿãà¹â òîìó, ùî êâàçi�iëüòðè ñêëàäàþòüñÿ ç êîíãðóåíöié iç ïåâíèìè âëàñòèâîñòÿìè, àðàäèêàëüíi �iëüòðè � ç iäåàëiâ.Îçíà÷åííÿ òà òåðìiíîëîãiÿ, ÿêi íå íàâåäåíi ó ñòàòòi, ìîæíà çíàéòè ó ìîíîãðà-�iÿõ [3℄, [6℄, [8℄.2. Òåðìiíîëîãiÿ òà ïîïåðåäíi âiäîìîñòi.Íàäàëi, ÿêùî íå ñêàçàíî ïðîòèëåæíå, ëiòåðà S ïîçíà÷àòèìå �iêñîâàíèé ìîíî¨äç îäèíèöåþ 1 òà íóëåì 0 .Ïîíÿòòÿ S−ïîëiãîíó ¹ ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì ìîäóëÿ íàä êiëüöåì i ìíîæè-íè ç äi¹þ ãðóïè, àëå ïðè âiäñóòíîñòi íóëÿ â ìîíî¨äi âèíèêàþòü âåëèêi òðóäíîùi, òîäiòðåáà øóêàòè òàêi òâåðäæåííÿ, ÿêi ïðàâèëüíi i äëÿ ìíîæèí, i äëÿ ìîäóëiâ.Íàãàäà¹ìî �îðìàëüíå îçíà÷åííÿ ïîëiãîíó íàä ìîíî¨äîì.Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé S � ìîíî¨ä i A 6= ∅ ìíîæèíà. Íàçâåìî ìíîæèíó A ëiâèìïîëiãîíîì íàä S, ÿêùî çàäàíî òàêå âiäîáðàæåííÿ µ : S × A → A,

(s, a) → sa = µ (s, a) ,ùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè:1) 1a = a;2)(st) a = s (ta) äëÿ âñiõ a ∈ A, s, t ∈ S.Íàçèâàòèìåìî µ ìíîæåííÿì çëiâà åëåìåíòiâ ç A íà åëåìåíòè ç S. Àíàëîãi÷íîâèçíà÷à¹òüñÿ ïðàâèé S−ïîëiãîí A i â ïîçíà÷åííÿõ öå âiäîáðàæà¹òüñÿ òàê: AS � ïðà-âèé, SA � ëiâèé ïîëiãîíè. Âæèâà¹ìî ñêîðî÷åíèé òåðìií ¾S−ïîëiãîí¿, ÿêùî âiäîìîÿêó ç îïåðàöié � ïðàâó, ÷è ëiâó, âèáðàíî íà íüîìó.Çàóâàæèìî, ùî çàìiñòü òåðìiíà S−ïîëiãîí ðiçíi àâòîðè âæèâàþòü òàêi: S−ìíî-æèíà, S−îïåðàíäà, S−äiÿ, S−ñèñòåìà, S−àâòîìàò i ò. ä.Çàçíà÷èìî, ùî âïðîäîâæ ñòàòòi êîæåí ëiâèé S−ïîëiãîí ¹ óíiòàðíèì (òîáòî
1A = A) òà öåíòðîâàíèì (òîáòî 0a = s0 = 0, äå 0 � íóëü ïîëiãîíó A).Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé SA òà SB � ëiâi S−ïîëiãîíè. Âiäîáðàæåííÿ f :S A →S Bíàçèâà¹òüñÿ ãîìîìîð�içìîì ç S−ïîëiãîíiâ A â B, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ s ∈ S òà
a ∈ A âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü f (sa) = sf (a).Êàòåãîðiþ ëiâèõ S−ïîëiãîíiâ òà ¨õíiõ ãîìîìîð�içìiâ ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç
S − Act.



Ï�Î ÌÎÍÎ�ÄÈ, ÍÀÄ ßÊÈÌÈ ÂÑI ÊÂÀÇIÔIËÜÒ�È Ò�ÈÂIÀËÜÍI 177Îçíà÷åííÿ 3. Íåõàé ρ � âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà S−ïîëiãîíi A. Òîäi ρíàçèâà¹òüñÿ ëiâîþ êîíãðóåíöi¹þ íà A, ÿêùî saρsb äëÿ âñiõ s ∈ S òà a, b ∈ A, ùîçàäîâîëüíÿþòü óìîâó aρb.Àíàëîãi÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ ïðàâà êîíãðóåíöiÿ.ßê âiäîìî, íàä êîíãðóåíöiÿìè ìîæíà âèêîíóâàòè îïåðàöi¨.1. Íåõàé ρ, τ � ëiâi êîíãðóåíöi¨ íà ìîíî¨äi S. Òîäi
ρ ∧ τ = {(a, b) | (a, b) ∈ ρ, (a, b) ∈ τ }� çâè÷àéíèé ïåðåòèí êîíãðóåíöié íà ìîíî¨äi S.2. Íåõàé ρ, τ � ëiâi êîíãðóåíöi¨ íà ìîíî¨äi S. Òîäi ρ∨ τ � íàéìåíøà êîíãðóåíöiÿíà ìîíî¨äi S, ÿêà ìiñòèòü êîíãðóåíöi¨ ρ òà τ .Ìíîæèíó âñiõ ëiâèõ êîíãðóåíöié íà S ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç Conl (S). Öÿ ìíî-æèíà íàñïðàâäi ¹ îáìåæåíîþ  ðàòêîþ ñòîñîâíî ùîéíî âèçíà÷åíèõ îá'¹äíàííÿ i ïåðå-òèíó êîíãðóåíöié [8℄. Íàéìåíøó êîíãðóåíöiþ ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç ∆, à íàéáiëüøó� 1S . Çðîçóìiëî, ùî ∆ = {(a, b) ∈ S × S |a = b} i 1S = S × S.Äëÿ äîâiëüíî¨ ëiâî¨ êîíãðóåíöi¨ ρ íà A i äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà m ∈ A âèçíà-÷èìî ìíîæèíó

(ρ : m) = {(a, b) ∈ S × S | (am, bm) ∈ ρ} .Âiäîìî, ùî (ρ : m) ¹ ëiâîþ êîíãðóåíöi¹þ íà S. Äëÿ ïîâíîòè âèêëàäåííÿ äîâå-äåìî òàêó ïðîñòó ëåìó.Ëåìà 1. Íåõàé I � ëiâèé iäåàë ìîíî¨äà S. Òîäi ∆
⋃

(I × I) � ëiâà êîíãðóåíöiÿ ìî-íî¨äà S.Äîâåäåííÿ. Íåõàé ρ = ∆
⋃

(I × I), (a, b) ∈ ρ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè a, b ∈ I àáî
a = b. Ïåðåâiðèìî, ùî ρ ¹ âiäíîøåííÿì åêâiâàëåíòíîñòi íà ìîíî¨äi S. Çà ïîáóäîâîþ
ρ � ðå�ëåêñèâíå. Ïîêàæåìî, ùî ρ � ñèìåòðè÷íå. Íåõàé (a, b) ∈ ρ. Îñêiëüêè I � iäåàë,òî (b, a) ∈ ρ. Òðàíçèòèâíiñòü: íåõàé (a, b) ∈ ρ i (b, c) ∈ ρ. Öå îçíà÷à¹, ùî a, b, c ∈ I.Çâiäñè îòðèìó¹ìî, ùî (a, c) ∈ ρ. Ïîêàæåìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ïàð (a, b) ∈ ρ òàåëåìåíòiâ s ∈ S âèêîíó¹òüñÿ (sa, sb) ∈ ρ. Îñêiëüêè a, b ∈ I, òî çà îçíà÷åííÿì iäåàëó
sa, sb ∈ I. Ëåìó äîâåäåíî. �Êîíãðóåíöiþ ïîáóäîâàíó çà äîïîìîãîþ iäåàëó, çà ñõåìîþ, âèêîðèñòàíîþ ó ëåìi1, íàçèâàþòü êîíãðóåíöi¹þ �iñà i ïîçíà÷àþòü ÷åðåç ρI .Ëåìà 2. Íåõàé I1, I2 � ëiâi iäåàëè ìîíî¨äà S, ρ = ∆

⋃

(I1 × I1) òà τ = ∆
⋃

(I2 × I2)� ëiâi êîíãðóåíöi¨ íà S. Òîäi
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.Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ ç ëåìè 1. �Îçíà÷åííÿ 4. ([7℄) Òåîði¹þ ñêðóòó τ â êàòåãîði¨ ëiâèõ S−ïîëiãîíiâ S − Act íàçè-âà¹ìî âïîðÿäêîâàíó ïàðó (T,F) êëàñiâ S−ïîëiãîíiâ ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿìè:1) HomS(T, F ) = 0 äëÿ âñiõ T ∈ T i F ∈F;2) ÿêùî HomS(T, F ) = 0 äëÿ âñiõ F ∈ F, òîäi T ∈ T;



178 �îìàí ÎËIÉÍÈÊ3) ÿêùî HomS(T, F ) = 0 äëÿ âñiõ T ∈ T, òîäi F ∈ F.Òîäi S−ïîëiãîíè ç êëàñó T íàçèâàþòüñÿ ïåðiîäè÷íèìè ïîëiãîíàìè òà ç êëàñóF íàçèâàþòü íàïiâïðîñòèìè. Êëàñè T òà F íàçèâàþòüñÿ ïåðiîäè÷íèìè òà íàïiâ-ïðîñòèìè âiäïîâiäíî. Òåîðiÿ ñêðóòó τ íàçèâà¹òüñÿ ñïàäêîâîþ, ÿêùî T � çàìêíåíèéñòîñîâíî ïiäïîëiãîíiâ. Ñïàäêîâó òåîðiþ ñêðóòó τ íàçèâà¹ìî ñêðóòîì.Îçíà÷åííÿ 5. Êîíãðóåíöiÿ ρ íà S−ïîëiãîíi A íàçèâà¹òüñÿ τ−ùiëüíîþ, ÿêùî
A/ρ ∈ Tτ .Ïîçíà÷èìî ìíîæèíó âñiõ τ−ùiëüíèõ êîíãðóåíöié íà A ÷åðåç Cτ [A], àáî ïðîñòî
Cτ , ÿêùî çðîçóìiëî ïðî ÿêèé ïîëiãîí éäåòüñÿ.Îçíà÷åííÿ 6. Íàïåðåäðàäèêàëüíèì êâàçi�iëüòðîì ìîíî¨äà S íàçèâà¹òüñÿ ïiäìíî-æèíà E â Con(S), ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:1) ÿêùî ρ ∈ E i ρ ⊆ τ ∈ Con(S), òî τ ∈ E;2) ç óìîâè ρ ∈ E âèïëèâà¹ (ρ : s) ∈ E äëÿ âñiõ s ∈ S.ßêùî êðiì öèõ óìîâ âèêîíó¹òüñÿ:3) ÿêùî ρ ∈ E i τ ∈ Con(S) òàêå, ùî (τ : s), (τ : t) íàëåæàòü äî E äëÿ âñiõ

(s, t) ∈ ρ, òî τ ∈ E;òî E íàçèâà¹òüñÿ êâàçi�iëüòðîì.Íàïåðåäðàäèêàëüíi êâàçi�iëüòðè óòâîðþþòü  ðàòêó ñòîñîâíî î÷åâèäíèõ îïåðà-öié îá'¹äíàííÿ i ïåðåòèíó.Çâ'ÿçîê ìiæ ñêðóòàìè â êàòåãîði¨ S−ïîëiãîíiâ i êâàçi�iëüòðàìè ìîíî¨äà S âè-çíà÷à¹ òàêà òåîðåìà.Òåîðåìà 1. ([13℄) Íåõàé S � S−ïîëiãîí òà τ � òåîðiÿ ñêðóòó íàä S:1) ÿêùî τ ¹ ñïàäêîâîþ òåîði¹þ ñêðóòó, òî Cτ ¹ êâàçi�iëüòðîì ëiâèõêîíãðóåíöié âèçíà÷åíèõ íà ìîíî¨äi S;2) ÿêùî E ¹ êâàçi�iëüòðîì, òî iñíó¹ òàêà ñïàäêîâà òåîðiÿ ñêðóòó τ ,ùî E = Cτ .Íàâåäåìî îçíà÷åííÿ �iëüòðà ÷àñòîê ëiâèõ iäåàëiâ äëÿ ìîíî¨äà.Îçíà÷åííÿ 7. ([13℄)Íåõàé R ìíîæèíà ëiâèõ iäåàëiâ ìîíî¨äà S. Òîäi R íàçèâà¹òü-ñÿ ëiâèì �iëüòðîì ÷àñòîê ìîíî¨äà S, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:1) ÿêùî I ∈ R òà Jëiâèé iäåàë òàêèé, ùî I ⊆ J , òî J ∈ R;2) ÿêùî I, J ∈ R, òî I
⋂

J ∈ R;3) ÿêùî I ∈ R, òî (I : s) ∈ R äëÿ âñiõ s ∈ S, äå (I : s) = {t ∈ S |st ∈ I }.ßêùî êðiì öèõ óìîâ âèêîíó¹òüñÿ:4) ÿêùî äëÿ êîæíîãî a ∈ I ∈ R âèêîíó¹òüñÿ (J : a) ∈ R, òî J ∈ R,äå J ëiâèé iäåàë ìîíî¨äà S;òî R íàçèâà¹òüñÿ ñïåöiàëüíèì ëiâèì �iëüòðîì ÷àñòîê ìîíî¨äà S.Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ äîñêîíàëîãî ìîíî¨äà, ÿêå ¹ àíàëîãîì äîñêîíàëîãî êiëüöÿ.Îçíà÷åííÿ 8. Îá'¹êò P ¹ ïðîåêòèâíèì, ÿêùî äëÿ êîæíîãî ñóð'¹êòèâíîãî ãîìî-ìîð�içìó s : A → B òà ãîìîìîð�içìó g : P → B iñíó¹ òàêå f : P → A, ùî sf = g.Îçíà÷åííÿ 9. Ïîêðèòòÿì ëiâîãî ïîëiãîíó B íàçèâà¹òüñÿ ñóð'¹êòèâíèé ãîìîìîð-�içì s : Z → B, âñi çâóæåííÿ ÿêîãî íà ïiäîá'¹êòè â Z íå ¹ ñóð'¹êòèâíèìè.



Ï�Î ÌÎÍÎ�ÄÈ, ÍÀÄ ßÊÈÌÈ ÂÑI ÊÂÀÇIÔIËÜÒ�È Ò�ÈÂIÀËÜÍI 179Îçíà÷åííÿ 10. Ïðîåêòèâíèì ïîêðèòòÿì íàçèâàþòü òàêå f : Z → B, äå Z �ïðîåêòèâíèé îá'¹êò.Îçíà÷åííÿ 11. Íàçâåìî ìîíî¨ä S äîñêîíàëèì, ÿêùî áóäü-ÿêèé S− ïîëiãîí ìà¹ïðîåêòèâíå ïîêðèòòÿ.Íàâåäåìî òåîðåìó-êðèòåðié ïðî äîñêîíàëi ìîíî¨äè.Òåîðåìà 2. ([5℄) Êîìóòàòèâíèé ìîíî¨ä ¹ äîñêîíàëèì òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âíüîìó íåìà¹ íåñêií÷åíèõ ñòðîãî ñïàäíèõ òà ñòðîãî çðîñòàþ÷èõ ëàíöþãiâ ãîëîâíèõiäåàëiâ.Ó âèïàäêó êiëåöü óìîâà îáðèâó çðîñòàþ÷èõ ëàíöþãiâ ¹ íàñëiäêîì óìîâè îáðèâóñïàäíèõ ëàíöþãiâ i â îçíà÷åííi äîñêîíàëîãî êiëüöÿ òîäi äîñòàòíüî óìîâè îáðèâóñïàäíèõ ëàíöþãiâ ãîëîâíèõ iäåàëiâ.3. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè.Êâàçi�iëüòðè âiäiãðàþòü âàæëèâó ðîëü, ÿê áóëî ñêàçàíî âèùå, ó âèâ÷åííi ñêðó-òiâ ó êàòåãîði¨ S − Act.Íåõàé çàäàíî �iêñîâàíó ëiâó êîíãðóåíöiþ σ íà S. Òîäi ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó:
Eσ = {τ | τ ∈ Con (S) , τ ∨ σ = 1S } .Ëåìà 3. Äëÿ äîâiëüíî¨ êîíãðóåíöi¨ σ ìíîæèíà Eσ ¹ êâàçi�iëüòðîì.Äîâåäåííÿ. Ïåðåâiðèìî òðè óìîâè ç îçíà÷åííÿ 6. Ïåðøi äâi óìîâè ïåðåâiðÿþòüñÿáåçïîñåðåäíüî. Ïîêàæåìî âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî òðåòÿ óìîâà âèêîíó¹òüñÿ. Ïðèïóñ-òèìî, ùî 3 âèêîíó¹òüñÿ, àëå τ /∈ Eσ. Òîäi iñíó¹ òàêà êîíãðóåíöiÿ ρ, ÿêà ìiñòèòüêîíãðóåíöi¨ σ òà τ , àëå ρ 6= 1S . Äàëi ìîæåìî çíàéòè òàêi ïàðè (a, b) êîíãðóåíöi¨

1S , äîäàâàííÿì ÿêèõ äî τ çáiëüøóþòü σ ∨ τ äî 1S. Ç iíøîãî áîêó, (a, s) òà (s, b)íàëåæàòü äî ρ. Îñêiëüêè ρ � êîíãðóåíöiÿ, çà òðàíçèòèâíiñòþ ìà¹ìî, ùî (a, b) ∈ ρ. Àöå ñóïåðå÷íiñòü. Ëåìó äîâåäåíî. �Íàçèâàòèìåìî Eσ ñïåöiàëüíèì êâàçi�iëüòðîì àáî ñêîðî÷åíî σ−êâàçi�iëüòðîì.�îâîðèòèìåìî, ùî σ−êâàçi�iëüòð òðèâiàëüíèé, ÿêùî âií ìiñòèòü ∆ àáî æ ñêëàäà¹òü-ñÿ òiëüêè ç îäèíè÷íî¨ êîíãðóåíöi¨.Ëåìà 4. Íåõàé S � ìîíî¨ä, I � ëiâèé iäåàë â S, σ = σI � ðiñîâà êîíãðóåíöiÿ. Òîäi
σ−êâàçi�iëüòð Eσ íå ìiñòèòü íåòðèâiàëüíèõ ðiñîâèõ êîíãðóåíöié.Äîâåäåííÿ. Âiä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé τ, ρ ∈ Con (S), àëå âîíè ðiñîâi. Òîáòî ¨õìîæíà ïîáóäóâàòè òàê: ρ = ∆

⋃

(I1 × I1) òà τ = ∆
⋃

(I2 × I2). Ùîá �iëüòð áóâ
σ−êâàçi�iëüòð Eσ, òðåáà, ùîá σ∨τ = 1S. Ç ëåìè 2: ρ∨τ = ∆

⋃

((I1

⋃

I2) × (I1

⋃

I2)).Ç iíøîãî áîêó, σ ∨ τ = ∆
⋃

((I1

⋃

I2) × (I1

⋃

I2)) = S × S. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
I1

⋃

I2 = S. Àëå öå âèêîíó¹òüñÿ òîäi i òiëüêè òîäi, ÿêùî I1 = S àáî I2 = S. Îñêiëüêèìîíî¨ä S ìiñòèòü îäèíèöþ , òî îòðèìó¹ìî, ùî I1 àáî I2 çáiãà¹òüñÿ ç âñiì S. Ëåìóäîâåäåíî. �Îçíà÷åííÿ 12. Íåõàé I � ãîëîâíèé iäåàë êîìóòàòèâíîãî ìîíî¨äà S. Åëåìåíò
a ∈ S íàçèâà¹òüñÿ òâiðíèì, ÿêùî aS = I.
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ρ(1,a) = {s(1, a), s(a, 1), s(1, a2), s(a2, 1), ..., s(1, an), s(an, 1), ...}

⋃

∆,äå a � òâiðíèé åëåìåíò ãîëîâíîãî iäåàëó I òà n ∈ N.Ëåìà 5. Íåõàé I � ãîëîâíèé iäåàë êîìóòàòèâíîãî ìîíî¨äà S. Ìíîæèíà ρ(1,a), äå
a � òâiðíèé åëåìåíò ãîëîâíîãî iäåàëó I òà n ∈ N, ïîðîäæó¹ íåðiñîâó êîíãðóåíöi¹þíà êîìóòàòèâíîìó ìîíî¨äi S.Äîâåäåííÿ. Çà ïîáóäîâîþ ρ(1,a) ðå�ëåêñèâíå, ñèìåòðè÷íå. Òðàíçèòèâíiñòü âèïëèâà¹ç òîãî, ùî â öié ìíîæèíi ¹ òiëüêè ïàðè âèãëÿäó s(1, a), s(a, 1), s(1, a2), s(a2, 1), ....Çàìêíåíiñòü ùîäî ìíîæåííÿ òàêîæ âèïëèâà¹ ç ïîáóäîâè. Ëåìó äîâåäåíî. �Çàóâàæåííÿ 1. ßêùî iñíó¹ äâà òâiðíèõ åëåìåíòè ãîëîâíîãî iäåàëó, òîäi òðåáà ïåðå-âiðèòè, ÿêèé áóäå ïîðîäæóâàòè öþ êîíãðóåíöiþ, à ÿêèé íi.Ëåìà 6. Íåõàé I � ãîëîâíèé iäåàë êîìóòàòèâíîãî ìîíî¨äà S, ρaS � ðiñîâà êîí-ãðóåíöiÿ, τ(1,a) � íåðiñîâà êîíãðóåíöiÿ, äå a � òâiðíèé åëåìåíò ãîëîâíîãî iäåàëó I.Òîäi ρaS ∨ τ(1,an) = 1S, äå n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî.Äîâåäåííÿ. Âiçüìåìî ïàðè (s, san) ∈ τ(1,an) òà (san, an) ∈ ρaS . Çà òðàíçèòèâíiñòþîòðèìà¹ìî ïàðó: (s, an). Âçÿâøè ïàðè (an, 1) ∈ τ(1,an) òà (s, an), îòðèìà¹ìî ïàðóâèãëÿäó (s, 1), äå s ∈ S. Öå îçíà÷à¹, ùî ìè îòðèìàëè âñi ïàðè ç S×S. Ëåìó äîâåäåíî.

�Ëåìà 7. Íåõàé I � ãîëîâíèé iäåàë êîìóòàòèâíîãî ìîíî¨äà S, ρaS � ðiñîâà êîí-ãðóåíöiÿ, τ(1,a) � íåðiñîâà êîíãðóåíöiÿ, äå a � òâiðíèé åëåìåíò ãîëîâíîãî iäåàëó I.Òîäi ρanS ∨ τ(1,a) = 1S, äå n � äîâiëüíå íàòóðàëüíå ÷èñëî.Äîâåäåííÿ. Àíàëîãi÷íå ÿê â ëåìi 6. �Ëåìà 8. Íåõàé a1òà a2 � òâiðíi åëåìåíòè ãîëîâíèõ iäåàëiâ êîìóòàòèâíîãî ìîíî¨-äà S òàêi, ùî a1 6= an òà a2 6= ak, äå a ∈ S òà ¹ òâiðíèì åëåìåíòîì ãîëîâíîãî iäåà-ëó, ρa2S � ðiñîâà êîíãðóåíöiÿ, τ(1,a1) � íåðiñîâà êîíãðóåíöiÿ. Òîäi ρa2S ∨ τ(1,a1) 6= 1S.Äîâåäåííÿ. ßêùî a1 íå äiëèòü a2, òîäi ρa2S∨τ(1,an

1
) = ρa2S

⋃

τ(1,an

1
) 6= 1S. Öå çâè÷àéíåîá'¹äíàííÿ áóäå êîíãðóåíöi¹þ. Òðàíçèòèâíiñòü íiÿêèõ íîâèõ ïàð íå äàñòü. Íåõàé

u = (a1, a2), òîáòî a1 = uk1 òà a2 = uk2. Òîäi âèáåðåìî ïàðè (a2, k1a2) ∈ ρa2S òà
(k2a1, k2) ∈ τ(1,a1). Îñêiëüêè a1 = uk1, òîäi (k2ua2, k2) ∈ τ(1,a1) òà a2 = uk2 îòðèìà¹ìîïàðó (k1a2, k2) ∈ τ(1,a1). Çà òðàíçèòèâíiñòþ îòðèìà¹ìî ïàðè (a2, k2). Îòæå, ρa2S ∨
τ(1,a1) = ρk2S ∨ τ(1,a1) 6= 1S , áî a2 íå äiëèòü a1.Äîâåäåííÿ äðóãîãî âèïàäêó âèïëèâà¹ ïðè k1 = 1. Ëåìó äîâåäåíî. �Ëåìà 9. Íåõàé σ = ρaS � ðiñîâà êîíãðóåíöiÿ, äå a � òâiðíèé åëåìåíò ãîëîâíîãîiäåàëó I òà n ∈ N. Äëÿ äîâiëüíîãî êîíãðóåíöi¨ σ ïðàâèëüíà ðiâíiñòü
Eσ =

{

S × S, τ(1,a)τ(1,a2), ..., τ(1,an), ...
}, äå n ∈ N.Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ ç ëåì 4 òà 6. �Ëåìà 10. Íåõàé σ = τ(1,a) � íåðiñîâà êîíãðóåíöiÿ, äå a � òâiðíèé åëåìåíò ãîëîâíîãîiäåàëó I òà n ∈ N. Äëÿ äîâiëüíîãî σ-êâàçi�iëüòðà Eσ = {S×S, τaS , τa2S , ..., τanS , ...},äå n ∈ N.



Ï�Î ÌÎÍÎ�ÄÈ, ÍÀÄ ßÊÈÌÈ ÂÑI ÊÂÀÇIÔIËÜÒ�È Ò�ÈÂIÀËÜÍI 181Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ ç ëåì 7 òà 8. �Ëåìà 11. Íåõàé S � äîñêîíàëèé êîìóòàòèâíèé ìîíî¨ä. Òîäi äîâiëüíèé êâàçi-�iëüòð âèãëÿäó Eσ ¹ òðèâiàëüíèì.Äîâåäåííÿ. Çà òåîðåìîþ 2: äîñêîíàëèé êîìóòàòèâíèé ìîíî¨ä S íåìà¹ íi çðîñòàþ÷î-ãî, íi ñïàäíîãî íåñêií÷åííîãî ëàíöþãà ãîëîâíèõ iäåàëiâ. Ïðèïóñòèìî, ùî
aS ⊃ a2S ⊇ a3S ⊇ ... ⊇ anS,äå a � òâiðíèé åëåìåíò ãîëîâíîãî iäåàëó I òà n ∈ N. Àëå öåé ëàíöþã ïîâèíåí îáðè-âàòèñÿ, òîáòî ak = 0, äëÿ äåÿêîãî �iêñîâàíîãî k ∈ N. Çà ëåìîþ 5 îòðèìà¹ìî, ùî

σ(1,a) = {s(1, a), ..., s(1, ak−1)} òà çà òðåòüîþ óìîâîþ êâàçi�iëüòðà (∆ : t) ∈ Eσ äëÿäîâiëüíîãî t ∈ aS. Öå îçíà÷à¹, ùî Eσ � òðèâiàëüíi. Òåïåð ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëèãîëîâíèé iäåàë iäåìïîòåíòíèé, òîáòî I2 = I. Òîäi çà äîïîìîãîþ iäåàëó I ç ëåìè 5ìîæíà îòðèìàòè êîíãðóåíöiþ σ(1,a). Àëå çà óìîâîþ Eσ ¹ òðèâiàëüíèì, áî (∆ : t) ∈ Eσäëÿ äîâiëüíîãî t ∈ aS. Öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî iäåàë I � ãîëîâíèé òà a2 = a. Ëåìóäîâåäåíî. �Òåîðåìà 3. Âñi êâàçi�iëüòðè â êàòåãîði¨ ëiâèõ S−ïîëiãîíiâ ¹ òðèâiàëüíèìè òîäii òiëüêè òîäi, êîëè S ¹ äîñêîíàëèì.Äîâåäåííÿ. Âiä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü íåòðèâiàëüíi êâàçi�iëüòðè.Âiçüìåìî äîâiëüíèé òâiðíèé åëåìåíò a ãîëîâíîãî iäåàëó. Çà äîïîìîãîþ öüîãî åëåìåí-òà ìîæíà ïîáóäóâàòè ñïàäíèé ëàíöþã ãîëîâíèõ iäåàëiâ aS ⊇ a2S ⊇ ... ⊇ anS ⊇ ....Àëå öåé ëàíöþã ïîâèíåí îáiðâàòèñÿ, áî â iíøîìó âèïàäêó ìîíî¨ä íå áóäå äîñêî-íàëèì. Çâiäñè îòðèìó¹ìî ñóïåðå÷íiñòü. Ó ïðîòèëåæíèé áiê äîâåäåííÿ âèïëèâà¹ çëåìè 11. Òåîðåìó äîâåäåíî. �Íàñëiäîê 1. Âñi �iëüòðè ÷àñòîê â êàòåãîði¨ ëiâèõ S−ïîëiãîíiâ ¹ òðèâiàëüíèìèòîäi i òiëüêè òîäi, êîëè S ¹ äîñêîíàëèì.Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè ìîæíà îá'¹äíàòè â îäíó òåîðåìó.Òåîðåìà 4. Íåõàé S � êîìóòàòèâíèé ìîíî¨ä. Òîäi òàêi óìîâè åêâiâàëåíòíi:(1) âñi ñïåöiàëüíi êâàçi�iëüòðè òðèâiàëüíi;(2) âñi êâàçi�iëüòðè òðèâiàëüíi;(3) S � äîñêîíàëèé ìîíî¨ä.Äîâåäåííÿ. Âèïëèâà¹ ç ïîïåðåäíüî¨ ëåìè 11 i òåîðåìè 3. �1. �îðáà÷óê Î.Ë. Ïðî S−êðó÷åííÿ â ìîäóëÿõ / �îðáà÷óê Î.Ë., Êîìàðíèöüêèé Ì.ß.//Âiñí. Ëüâiâ. óí-òó. Ñåð. ìåõ.-ìàò. � 1977. � Âèï. 12. � C. 32-34.2. Êîìàðíèöêèé Í.ß. Îá àêñèîìàòèçèðóåìîñòè íåêîòîðûõ êëàññîâ ìîäóëåé, ñâÿçàíûõ ñêðó÷åíèåì / Êîìàðíèöêèé Í.ß. //Ìàò. èñëåä. � 1980. � Âûï. 48. � C. 92-109.3. Ìèøèíà À.Ï. Àáåëåâû ãðóïïû è ìîäóëè / Ìèøèíà À.Ï., Ñêîðíÿêîâ Ë.À. � Ì.: Íàóêà,1969. � C. 152.4. Golan J.S. Torsion Theories / Golan J.S. � Longman S
ienti�
 and Te
hni
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