
ÂIÑÍÈÊ ËÜÂIÂ. ÓÍ-ÒÓ VISNYK LVIV UNIV.Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2009. Ser. Meh. Math. 2009.Âèï. 71. Ñ. 113�124 Is. 71. P. 113�124ÓÄÊ 513.6Ï�Î ��ÓÏÈ Á�ÀÓÅ�À I ÒÅÉÒÀ-ØÀÔÀ�ÅÂÈ×À Ê�ÈÂÈÕÍÀÄ ÏÑÅÂÄÎ�ËÎÁÀËÜÍÈÌÈ ÏÎËßÌÈËåñÿ ÇÄÎÌÑÜÊÀËüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,79000, Ëüâiâ, âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà, 1e-mail: lesyazdom�rambler.ruÂèâ÷åíî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ãðóïàìè Áðàóåðà i ãðóïàìè Òåéòà-Øà�à-ðåâè÷à äëÿ êðèâèõ íàä ïñåâäîãëîáàëüíèìè ïîëÿìè.Êëþ÷îâi ñëîâà: ïñåâäîãëîáàëüíå ïîëå, àëãåáðè÷íà êðèâà, ÿêîáiàí, ãðó-ïà Áðàóåðà, ãðóïà Òåéòà-Øà�àðåâè÷à.1. Âñòóï.ÍåõàéK � ïîëå, íàäiëåíå ìíîæèíîþ íîðìóâàíü VK , K̄ � ñåïàðàáåëüíåçàìèêàííÿ ïîëÿ K. Íåõàé XK � çâ'ÿçíà íåîñîáëèâà àáñîëþòíî íåçâiäíà êðèâà. Äëÿíîðìóâàííÿ v ïîçíà÷èìî ÷åðåç Kv âiäïîâiäíå ïîïîâíåííÿ ïîëÿ K. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç δ(âiäï. δ′) iíäåêñ (âiäï. ïåðiîä) êðèâî¨ XK . Çà îçíà÷åííÿì iíäåêñ i ïåðiîä äîðiâíþþòüíàéìåíøîìó äîäàòíîìó ïîðÿäêó äèâiçîðà íà XK òà íàéìåíøîìó äîäàòíîìó ïîðÿäêóêëàñó äèâiçîðiâ â (PicXK̄)Γ, âiäïîâiäíî. (Òóò ÷åðåç Γ ïîçíà÷åíî ãðóïó �àëóà ñåïà-ðàáåëüíîãî àëãåáðè÷íîãî çàìèêàííÿ K̄ ïîëÿ K íàä K.) Âiäîìî, ùî iíäåêñ äîðiâíþ¹íàéáiëüøîìó ñïiëüíîìó äiëüíèêîâi ñòåïåíiâ ðîçøèðåíü L/K, äëÿ ÿêèõ XK(L) 6= ∅.Íàäàëi δv òà δ′v ïîçíà÷àòèìóòü iíäåêñ i ïåðiîä êðèâî¨ XKv
. Íåõàé A � ÿêîáiàí êðèâî¨

XK . Âiäîìî [13℄, ùî iñíó¹ çâ'ÿçîê ìiæ ãðóïîþ Áðàóåðà Br (X) òà ãðóïîþ Òåéòà-Øà�àðåâè÷à Ø(A), äåØ(A) = Ker (H1(K, A) → ⊕vH
1(Kv, A)).Ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó êðèâî¨ íàä ãëîáàëüíèì ïîëåì À. �ðîòåíäiê [9, 10℄ äî-âiâ iñíóâàííÿ çâ'ÿçêó ìiæ ãðóïîþ Áðàóåðà BrX àëãåáðè÷íî¨ êðèâî¨ X òà ãðóïîþÒåéòà-Øà�àðåâè÷à Ø(A) ìíîãîâèäó ßêîái A öi¹¨ êðèâî¨. Âií äîâiâ, ùî ó âèïàä-êó, êîëè êðèâà X âèçíà÷åíà íàä ãëîáàëüíèì �óíêöiîíàëüíèì ïîëåì i X ìà¹ ií-äåêñ 1 íàä âñiìà ïîïîâíåííÿìè ïîëÿ K, òî iñíó¹ òàêà ñêií÷åííà ïiäãðóïà T2 ãðóïèØ(A), ùî ãðóïà Áðàóåðà Br (X) îòîòîæíþ¹òüñÿ ç ïiäãðóïîþ ñêií÷åííîãî iíäåêñó�àêòîð-ãðóïè (Ø(A)/T2). Äæ. Ìiëí [13℄ ïðè ïåâíèõ îáìåæåííÿõ äîñëiäèâ çâ'ÿçîêìiæ ãðóïîþ Áðàóåðà òà ãðóïîþ Òåéòà-Øà�àðåâè÷à ó âèïàäêó, êîëè X âèçíà÷åíà© Çäîìñüêà Ë., 2009



114 Ëåñÿ ÇÄÎÌÑÜÊÀíàä ãëîáàëüíèì ïîëåì. Çîêðåìà, âií ïîêàçàâ òàêå: êîëè ãðóïà Ø(A) íå ìà¹ íåíóëüî-âèõ íåñêií÷åííî ïîäiëüíèõ åëåìåíòiâ i X ìà¹ iíäåêñ 1 íàä âñiìà ïîïîâíåííÿìè ïîëÿ
K, òî ïåðiîä êðèâî¨ X äîðiâíþ¹ ¨¨ iíäåêñó. Êðiì òîãî, ÿêùî îäíà ç ãðóï Ø(A) ÷è
Br(X) ′ ¹ ñêií÷åííîþ, òîäi òàêîþ æ ¹ é iíøà ç íèõ, ¨õíi ïîðÿäêè çâ'ÿçàíi ðiâíiñòþ

δ2[Br (X)′] = [Ø(A)],äå
Br (X)′ = Ker

[

Br (X) → ⊕vBr (XKv
)
]

.Ó âèïàäêó, êîëè íå âñi iíäåêñè δv äîðiâíþþòü 1, îïèñàííÿ çâ'ÿçêó ìiæ ãðóïàìè
Br (X) i Ø(A) îòðèìàâ Äæ. �îíçàëåñ-Àâiëåñ â [8℄.Ñ. Ëiõòåíáàóì [11℄ äîâiâ, ùî äëÿ êðèâî¨ X íàä ïîëåì p-àäè÷íèõ ÷èñåë δv äî-ðiâíþ¹ îäíîìó ç ÷èñåë δ′v ÷è 2δ′v. Íîðìóâàííÿ ç âëàñòèâiñòþ δv = 2δ′v íàçèâàþòüñÿäå�åêòíèìè, ¨õíþ êiëüêiñòü ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç d. (Öå çàâæäè ñêií÷åííå ÷èñëî,áî, ÿê âiäîìî, iñíó¹ ëèøå ñêií÷åííå ÷èñëî íîðìóâàíü, äëÿ ÿêèõ δv 6= 1.)�îíçàëåñ-Àâiëåñ âèÿâèâ, ùî äëÿ êðèâî¨ X âèçíà÷åíî¨ íàä ãëîáàëüíèì ïîëåì K,äëÿ ÿêî¨ ïåðiîäè δ′v ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi, i ãðóïà Ø(A) íå ìiñòèòü íåñêií÷åííîïîäiëüíèõ íåíóëüîâèõ åëåìåíòiâ, iñíó¹ òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü

0 → T0 → T1 → Br (X)′ → Ø(A)/T2 → T3 → 0,â ÿêié T0, T1, T2, òà T3 � ñêií÷åííi ãðóïè òàêèõ ïîðÿäêiâ:
[T0] = δ/δ′, [T1] = 2e, [T2] = δ′/

∏

δ′v, [T3] =
δ′/

∏

δ′v
2f

,äå e = max{0, d− 1} i f =

{

1, ÿêùî δ′/
∏

δ′v ¹ ïàðíèì i d > 1;
0, iíàêøå.Òóò d ¹ ÷èñëîì äå�åêòíèõ íîðìóâàíü êðèâî¨ XK . Çîêðåìà, ÿêùî îäíà ç ãðóï

Br (X)′ ÷è Ø(A) ñêií÷åííà, òîäi òàêîþ æ ¹ é iíøà ãðóïà, ¨õíi ïîðÿäêè çâ'ÿçàíiðiâíiñòþ
δδ′[Br (X)′] = 2e+f

∏

(δ′v)2[Ø(A)].Ìåòà öi¹¨ ïðàöi � âèâ÷èòè çâ'ÿçêè ìiæ ãðóïîþ Áðàóåðà BrX àëãåáðè÷íî¨ êðè-âî¨ X , âèçíà÷åíî¨ íàä ïñåâäîãëîáàëüíèì ïîëåì K, òà ãðóïîþ Òåéòà-Øà�àðåâè÷àØ(A) ìíîãîâèäó ßêîái A öi¹¨ êðèâî¨. Çãiäíî ç [3℄ ïiä ïñåâäîãëîáàëüíèì ïîëåì ìèðîçóìi¹ìî ïîëå àëãåáðè÷íèõ �óíêöié âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ ç ïñåâäîñêií÷åííèì [5℄ ïîëåìêîíñòàíò. Íàãàäà¹ìî, ùî ïîëå k íàçèâà¹òüñÿ ïñåâäîñêií÷åííèì, ÿêùî âîíî äîñêîíà-ëå, ìà¹ ¹äèíå ðîçøèðåííÿ ñòåïåíÿ n äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî n, òà êîæíèé íåïî-ðîæíié àáñîëþòíî íåçâiäíèé ìíîãîâèä, âèçíà÷åíèé íàä ïîëåì k, ìà¹ k-ðàöiîíàëüíóòî÷êó (îñòàííÿ âëàñòèâiñòü íàçèâà¹òüñÿ ïñåâäîàëãåáðè÷íîþ çàìêíåíiñòþ.)Ïñåâäîãëîáàëüíi ïîëÿ ¹ ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì ãëîáàëüíèõ ïîëiâ. Áàãàòîâëàñòèâîñòåé ãëîáàëüíèõ ïîëiâ çàëèøàþòüñÿ ïðàâèëüíèìè i äëÿ ïñåâäîãëîáàëüíèõïîëiâ, çîêðåìà äëÿ ïñåâäîãëîáàëüíèõ ïîëiâ ñïðàâäæó¹òüñÿ àíàëîã ãëîáàëüíî¨ òåîði¨ïîëiâ êëàñiâ [3℄. �içíîìàíiòíi ðåçóëüòàòè ç àðè�ìåòèêè àëãåáðè÷íèõ ãðóï íàä ãëî-áàëüíèìè ïîëÿìè óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà âèïàäîê ïñåâäîãëîáàëüíîãî îñíîâíîãî ïîëÿ [4,3, 13℄. Çîêðåìà, ðåçóëüòàòè ïðî çâ'ÿçîê ãðóïè Áðàóåðà òà ãðóïè Òåéòà-Øà�àðåâè÷àòåæ ìàþòü àíàëîãè äëÿ êðèâèõ íàä ïñåâäîãëîáàëüíèìè ïîëÿìè, îäèí ç ÿêèõ âèðà-æà¹ òàêà òåîðåìà.



Ï�Î ��ÓÏÈ Á�ÀÓÅ�À I ÒÅÉÒÀ-ØÀÔÀ�ÅÂÈ×À ... 115Òåîðåìà 1. Íåõàé X íåîñîáëèâà, ãåîìåòðè÷íî íåçâiäíà êðèâà, âèçíà÷åíà íàä ïñåâ-äîãëîáàëüíèì ïîëåì K. Ïðèïóñòèìî, ùî êðèâà X ìà¹ iíäåêñ δ i ïåðiîä δ′. Òîäi iñíó¹òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü
0 −→ T0 −→ T1 −→ Br (X)′ −→ Ø(P ) −→ Q/∆−1Z,äå T0 òà T1 ñêií÷åííi ãðóïè ïîðÿäêiâ [T0] = (δ/δ′) · [A(K) : Pic0(XK)] i [T1] =

∏

δv/∆âiäïîâiäíî, i ∆ íàéìåíøå ñïiëüíå êðàòíå ëîêàëüíèõ iíäåêñiâ δv êðèâî¨ X.2. Äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè. Íåõàé X � íåîñîáëèâà çâ'ÿçíà àáñîëþòíî íåçâiäíàêðèâà íàä K, K̄ � ñåïàðàáåëüíå çàìèêàííÿ ïîëÿ K, X̄ � êðèâà X , ðîçãëÿíóòà íàä K̄,òà Γ = Gal (K̄/K). Ñòàíäàðòíî ïîçíà÷èìî ÷åðåç Div(X) ãðóïó äèâiçîðiâ êðèâî¨ Xíàä K, Div0(X) � ïiäãðóïó äèâiçîðiâ ñòåïåíÿ 0, P := Pic (X) � ãðóïó êëàñiâ äèâiçîðiâòà ÷åðåç Pic0(X) � ïiäãðóïó êëàñiâ äèâiçîðiâ ñòåïåíÿ 0. Âiäîìî, ùî A := Pic0(X),ÿêîáiàí êðèâî¨ X , ¹ àáåëåâèì ìíîãîâèäîì. Äëÿ ðîçøèðåííÿ L/K ïîëÿ K ïîçíà÷èìî÷åðåç XL êðèâó, îòðèìàíó ç X ðîçøèðåííÿì ñêàëÿðiâ ç K äî L, P (L) = Pic (XL) òà
A(L) = Pic0(XL). Ìà¹ìî òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü

0 −→ A(K̄) −→ P (K̄)
deg
−→ Z −→ 0. (1)

Γ-ìîäóëiâ. Ïåðåõîäÿ÷è â öié ïîñëiäîâíîñòi äî Γ-iíâàðiàíòíèõ åëåìåíòiâ, îòðèìó¹ìîòî÷íi ïîñëiäîâíîñòi
0 −→ A(K) −→ P (K) −→ δ′Z −→ 0 (2)

Div0(X)Γ −→ A(K) −→ H1(Γ, K(X)/K∗), (3)äå K(X) � ïîëå ðàöiîíàëüíèõ �óíêöié íà êðèâié X . Ç îçíà÷åííÿ ãðóï Div0(X) i
Pic0(X) îäåðæó¹ìî òî÷íi ïîñëiäîâíîñòi

0 −→ K(XK̄)∗/K̄∗ −→ Div0(X) −→ Pic0(X) −→ 0 (4)
0 −→ K(XK̄)∗/K̄∗ −→ Div(X) −→ Pic (X) −→ 0. (5)Çâiäñè îòðèìó¹ìî òî÷íi ïîñëiäîâíîñòi

0 → K(XK)∗/K∗ → Div0(XK) → A(K) → A(K)/Pic0(XK) → 0 (6)
0 → K(XK)∗/K∗ → Div(XK) → P (K) → P (K)/Pic (XK) → 0. (7)�îçãëÿíåìî òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü êîãîìîëîãié, âiäïîâiäíó òî÷íié ïîñëiäîâíîñòi(4)

Div0(X)Γ
α

−→ (Pic0(X))Γ −→ H1(Γ, K̄(X)∗/K̄∗). (8)Âðàõîâóþ÷è, ùî Pic0(X)Γ = A(K) i îáðàç ãîìîìîð�içìó α äîðiâíþ¹ Pic0(XK),ç òî÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi (3) îòðèìó¹ìî, ùî A(K)/Pic0(XK) ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè
H1(Γ, K̄(X)∗/K̄∗).Ëåìà 1. �ðóïè A(K)/Pic0(XK) i P (K)/Pic (XK) ñêií÷åííi.Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî ãðóïà A(K)/Pic0(XK) ñêií÷åííî ïîðîäæåíà.Íåõàé (AK/k(k), τK) òà PK/k(k), τK) � K/k-ñëiäè [14℄ ìíîãîâèäiâ A(K) i
Pic0(XK) âiäïîâiäíî. Çíàéäåòüñÿ ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ L/K, íàä ÿêèì êðèâà X ìà¹
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L-ðàöiîíàëüíi òî÷êè. Íåõàé l ïîëå êîíñòàíò ïîëÿ L. Òîäi A(L) = Pic0(XL) i ìíîãî-âèäè P (K) òà Pic0(XK) ìàþòü îäíàêîâi ñëiäè (AL/l(l), τL), ÿêùî ¨õ ðîçãëÿäàòè íàäïîëåì L. �îçãëÿíåìî òàêó äiàãðàìó ïiäãðóï ãðóïè A(K):

A(K)

∪

⊃ τL(AL/l(l)) ∩ A(K) ⊃ τK(AK/k(k))

∪

Pic0(XK) ⊃ τL(PK/k(k)) ∩ Pic0(XK) ⊃ τK(PK/k(k)).Òåîðåìà Ìîðäåëëà-Âåéëÿ äëÿ �óíêöiîíàëüíèõ ïîëiâ [14℄ ñòâåðäæó¹, ùî ãðóïè
A(K)/τK(AK/k(k)) òà Pic0(XK)/τK(PK/k(k)) ñêií÷åííî ïîðîäæåíi. �ðóïè
τK(AK/k(k)) òà τK(PK/k(k)) içîìîð�íi, îñêiëüêè íàä ïîëåì L êîæíà ç íèõ içî-ìîð�íà AL/l(l) íàä l. Îòæå, AK/k(k) òà PK/k(k) ¹ l-içîìîð�íèìè ãîëîâíèìèîäíîðiäíèìè ïðîñòîðàìè. Îñêiëüêè ãðóïà ãîëîâíèõ îäíîðiäíèõ ïðîñòîðiâ òðèâiàëü-íà äëÿ àáåëåâèõ ìíîãîâèäiâ íàä ïñåâäîñêií÷åííèì ïîëåì, òî AK/k(k) ≃ PK/k(k),òîìó ó ïîïåðåäíié äiàãðàìi τK(AK/k(k)) ≃ τK(PK/k(k)). Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ãðó-ïà A(K)/Pic0(XK) ñêií÷åííî ïîðîäæåíà. Îñêiëüêè öÿ ãðóïà ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïèêðó÷åííÿ H1(Γ, K̄(X)∗/K̄∗), òî âîíà ñêií÷åííà. Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó ïðî �çìiþ� äîòî÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi

0 → Pic0(XK) → Pic (XK) → sZ → 0òà òî÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi (2) ç ïðèðîäíèìè âêëàäåííÿìè â ðîëi âåðòèêàëüíèõ ãîìî-ìîð�içìiâ, îòðèìó¹ìî òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü
0 → tZ → A(K)/Pic0(XK) → P (K)/Pic (XK) → Z/rZ → 0,äå s, r i t ïiäõîäÿùi íàòóðàëüíi ÷èñëà. Îñêiëüêè ãðóïè A(K)/Pic0(XK) òà Z/rZ ñêií-÷åííi, òàêîþ æ ¹ i ãðóïà P (K)/Pic (XK), ùî i òðåáà áóëî äîâåñòè. �Ëåìà 2. Íåõàé X � êðèâà, âèçíà÷åíà íàä ïñåâäîãëîáàëüíèì ïîëåì K. Òîäi äëÿìàéæå âñiõ íîðìóâàíü v ïîëÿ �óíêöié íà X, δv = δ(XKv

) = 1.Äîâåäåííÿ. Íå îáìåæóþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ââàæàòè, ùî äëÿ êîæíîãî v êîå�i-öi¹íòè ðiâíÿííÿ êðèâî¨ X íàëåæàòü Ov-êiëüöþ öiëèõ åëåìåíòiâ ïîëÿ Kv. �åäóêóþ÷èêîå�iöi¹íòè êðèâî¨ X çà ìîäóëåì ìàêñèìàëüíîãî iäåàëà mv, îòðèìó¹ìî êðèâi X(v)íàä ïñåâäîñêií÷åííèì ïîëåì k′ ⊃ k. Äëÿ ìàéæå âñiõ v êðèâi X(v) íåïîðîæíi. Êðiìòîãî, äëÿ êîæíîãî v êðèâà X(v) ìà¹ íåîñîáëèâó òî÷êó, áî îñîáëèâèõ òî÷îê ìîæåáóòè ëèøå ñêií÷åííà êiëüêiñòü, à X(v) ìà¹ [7℄ íåñêií÷åííî áàãàòî òî÷îê. Çàñòîñî-âóþ÷è ëåìó �åíçåëÿ, îòðèìó¹ìî, ùî XKv
ìà¹ ðàöiîíàëüíó òî÷êó, òîìó δv = 1 çàîçíà÷åííÿì iíäåêñó. �Íàñëiäîê 1. Íåõàé êðèâà X âèçíà÷åíà íàä ïñåâäîãëîáàëüíèì ïîëåì K. Òîäi

[P (K) : Pic (XK)] = (δ/δ′)[A(K) : Pic0(XK)].Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíüî çàñòîñóâàòè ëåìó ïðî çìiþ òàê, ÿê öå ðîáèòüñÿ ó âèïàäêóãëîáàëüíîãî îñíîâíîãî ïîëÿ [8℄ äî êîìóòàòèâíî¨ äiàãðàìè ç òî÷íèìè ðÿäêàìè
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0 −→ Div0(XK) −→ Div(XK) −→ δZ −→ 0

↓ ↓ ↓
0 −→ A(K) −→ P (K) −→ δ′Z −→ 0,ó ÿêié íèæíié ðÿäîê ¹ òî÷íîþ ïîñëiäîâíiñòþ (2), à âåðõíié ðÿäîê îòðèìó¹ìî ç òî÷íî¨ïîñëiäîâíîñòi

0 → Div0(X̄K) → Div(X̄K) → δZ → 0çà îçíà÷åííÿì iíäåêñó, ïåðåõîäÿ÷è äî Γ-iíâàðiàíòíèõ åëåìåíòiâ. �Òåïåð äîâåäåìî ðiâíiñòü [A(Kv) : Pic0(XKv
)] = δ′v, ÿêà ó ïî¹äíàííi ç íàñëiäêîì1 äà¹ [P (Kv) : Pic0(XKv

)] = δv. Ó âèïàäêó ãëîáàëüíîãî îñíîâíîãî ïîëÿ äîâåäåííÿöi¹¨ ðiâíîñòi âèêîðèñòîâó¹ íåâèðîäæåíiñòü äîáóòêó Òåéòà-Øà�àðåâè÷à äëÿ àáåëåâèõìíîãîâèäiâ íàä ëîêàëüíèìè ïîëÿìè. Âiäîìî [1℄, ùî äëÿ åëiïòè÷íî¨ êðèâî¨, âèçíà÷å-íî¨ íàä ïñåâäîëîêàëüíèì ïîëåì K, äîáóòîê Òåéòà-Øà�àðåâè÷à iíäóêó¹ äâî¨ñòiñòüñêií÷åííèõ ãðóï A(K)/nA(K) i H1(K, A)n. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî àíàëîãi÷íèé �àêò âè-êîíó¹òüñÿ i äëÿ äîâiëüíîãî àáåëåâîãî ìíîãîâèäó, âèçíà÷åíîãî íàä ïîâíèì äèñêðåòíîíîðìîâàíèì ïîëåì ç ïñåâäîñêií÷åííèì ïîëåì ëèøêiâ. Ïîêàæåìî öå, âèêîðèñòîâóþ-÷è êëàñè÷íi ìåòîäè òà ðåçóëüòàòè ç [11℄ òà [12℄. Äëÿ öüîãî ñ�îðìóëþ¹ìî ñïî÷àòêóîäèí ðåçóëüòàò ïðî äâî¨ñòiñòü Òåéòà â êîãîìîëîãiÿõ �àëóà ñêií÷åííèõ ìîäóëiâ íàäçàãàëüíèìè ëîêàëüíèìè ïîëÿìè, òîáòî ïîâíèìè äèñêðåòíî íîðìîâàíèìè ïîëÿìè çêâàçiñêií÷åííèìè [17℄ ïîëÿìè (äîñêîíàëèìè ïîëÿìè, ÿêi ìàþòü òî÷íî îäíå ðîçøè-ðåííÿ ñòåïåíÿ n äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n) ëèøêiâ.Ëåìà 3. Íåõàé K � çàãàëüíå ëîêàëüíå ïîëå, GK � éîãî àáñîëþòíà ãðóïà, M � ñêií-÷åííèé GK-ìîäóëü, (|M |, chark) = 1, i M̂ = Hom(M, K∗

s ), äå K∗

s ìóëüòèïëiêàòèâíàãðóïà ñåïàðàáåëüíîãî çàìèêàííÿ ïîëÿ K. Òîäi ãðóïè Hi(K, M) i Hi(K, M̂) ñêií÷åííiäëÿ 0 6 i 6 2 i äâî¨ñòi ìiæ ñîáîþ ñòîñîâíî ∪-äîáóòêó
Hi(K, M) × Hi(K, M̂) −→ H2(K, K∗

s ) = Q/Z.Äîâåäåííÿ. Äèâ. [17℄, òåîðåìà 2 íà ñò. 111 òà âïðàâà 2 íà ñò. 113. �Ëåìà 4. Íåõàé K � çàãàëüíå ëîêàëüíå ïîëå, M � ñêií÷åííèé GK-ìîäóëü,
(|M |, chark) = 1. Òîäi ãðóïè Hi(K, M) � ñêií÷åííi i

|H0(K, M)| · |H2(K, M)| = |H1(K, M)|.Äîâåäåííÿ. Äèâ. [17℄, òâåðäæåííÿ 17 íà ñò. 115 òà âïðàâà íà ñò. 117. �Ëåìà 5. Íåõàé A � äîâiëüíèé àáåëåâèé ìíîãîâèä, âèçíà÷åíèé íàä ïñåâäîëîêàëüíèìïîëåì K ç ïîëåì ëèøêiâ k. Ïðèïóñòèìî, ùî (n, char k) = 1. Òîäi |A(K)/nA(K)| >

> |(A(K))n|.Äîâåäåííÿ. ßêùî A � àáåëåâèé ìíîãîâèä, âèçíà÷åíèé íàä ïîëåì ëèøêiâ k, òî ðiâ-íiñòü |A(k)/nA(k)| = |(A(k))n| âèïëèâà¹ ç òî÷íî¨ êîãîìîëîãi÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi
0 −→ A(k)

n
−→ A(k) −→ H1(k, An) −→ H1(k, A)n = 0,âiäïîâiäíî¨ òî÷íié ïîñëiäîâíîñòi 0 → An(k̄) → A(k̄)

n
→ A(k̄) → 0, âðàõîâóþ÷è, ùî

H1(k, A) = 0 ç îãëÿäó íà ïñåâäîñêií÷åííîñòi ïîëÿ k, i |H1(k, An)| = |H0(k, An)| =

= |An(k)|, îñêiëüêè Gal (k̄/k) = Ẑ (äèâ., íàïðèêëàä [18℄, ëåìà 3, ñ. 322). Òàê ñàìî
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|T (k)/nT (k)| = |(T (k))n| äëÿ àëãåáðè÷íîãî òîðà T , âèçíà÷åíîãî íàä ïñåâäîñêií÷åí-íèì ïîëåì k.Íåõàé òåïåð A � àáåëåâèé ìíîãîâèä, âèçíà÷åíèé íàä ïñåâäîëîêàëüíèì ïîëåì Kç ïîëåì ëèøêiâ k. Âiäîìî, ùî iñíó¹ ñêií÷åííå ðîçøèðåííÿ L ïîëÿ K íàä ÿêèì A ìà¹íàïiâñòàáiëüíó ðåäóêöiþ A′ íàä ïîëåì ëèøêiâ l ïîëÿ L, òîáòî A′(l) ¹ ðîçøèðåííÿìàáåëåâîãî ìíîãîâèäó B(l) çà äîïîìîãîþ òîðà T (l). Òîìó, çàòîñóâàâøè ëåìó ïðîçìiþ äî êîìóòàòèâíî¨ äiàãðàìè

0 // T (l)

n

��

// A′(l)

n

��

// B(l)

n

��

// 0

0 // T (l) // A′(l) // B(l) // 0i âèêîðèñòîâóþ÷è, ùî, çà äîâåäåíèì,
|B(l)/nB(l)| = |Bn(l)| i |T (l)/nT (l)| = |Tn(l)|,îòðèìó¹ìî, ùî |A′(l)/nA′(l)| = |A′

n(l)| = An(L). Êðiì òîãî, âiäîìî, ùî âiäîáðà-æåííÿ ðåäóêöi¨ A(L) → A′(l) ñþð'¹êòèâíå. Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî |A(L)/nA(L)| >

> |A′(l)/nA′(l)| = |A′

n(l)| = |An(L)|.Ïðèïóñòèìî, ùî |A(L)/nA(L)| = |An(L)|. Íåõàé Ator � ïiäãðóïà êðó÷åííÿ A.�ðóïà A(L)/Ator(L) ïîäiëüíà. Ç iíøîãî áîêó, íåõàé Q � êîÿäðî êàíîíi÷íîãî âiäîáðà-æåííÿ A(K) → A(L). Òîäi �àêòîð-ãðóïà Q/Qtor òàêîæ ïîäiëüíà çà ñþð'¹êòèâíiñòþâiäîáðàæåííÿ A(L) → Q. Òîìó [Q/nQ] = [Qtor/nQtor]. Îñêiëüêè ãðóïà Qtor ñêií÷åí-íà, òî òàêîæ [An(K)] = [A(K)/nA(K)].Ç íàñòóïíîãî ðåçóëüòàòó âèïëèâàòèìå, ùî íàñïðàâäi |A(L)/nA(L)| = |An(L)| i
|A(K)/nA(K) = |An(K)|. �Òåîðåìà 2. Íåõàé A � àáåëåâèé ìíîãîâèä, âèçíà÷åíèé íàä ïñåâäîëîêàëüíèì ïîëåì
K, Â � äâî¨ñòèé ìíîãîâèä. Òîäi äîáóòîê Òåéòà-Øà�àðåâè÷à iíäóêó¹ äâî¨ñòiñòüñêií÷åííèõ ãðóï A(K)/nA(K) i H1(K, Â)n.Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî ñïî÷àòêó, ùî |A(K)/nA(K)| > |An(K)|. Íåõàé in òà jn �ãîìîìîð�içìè ç òî÷íèõ ïîñëiäîâíîñòåé

0 −→ A(K)/nA(K)
in−→ H1(K, An) −→ H1(K, A)n −→ 0

0 −→ Â(K)/nÂ(K)−→H1(K, Ân)
jn

−→ H1(K, Â)n −→ 0,ÿêi îäåðæóþòü ç òî÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòîñòi êîãîìîëîãié �àëóà, âiäïîâiäíi òî÷íié ïîñëi-äîâíîñòi GK-ìîäóëiâ 0 → An → A → A → 0 òà àíàëîãi÷íî¨ òî÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi äëÿ
Â. Çãiäíî ç òâåðäæåííÿì 9 ç [19℄ îäåðæó¹ìî êîìóòàòèâíó äiàãðàìó

H1(K, An) × H1(K, Ân)′
W //

jn

��

Q/Z

A(K)/nA(K) ×

in

OO

H1(K, Â)n
T // Q/Z,äå äîáóòîê W ′ iíäóêîâàíèé äîáóòêîì Âåéëÿ (îçíà÷åííÿ äîáóòêó Âåéëÿ ìîæíà çíàé-òè ó [19℄), à äîáóòîê T iíäóêîâàíèé äîáóòêîì Òåéòà-Øà�àðåâè÷à. Äîáóòîê W ′ ¹



Ï�Î ��ÓÏÈ Á�ÀÓÅ�À I ÒÅÉÒÀ-ØÀÔÀ�ÅÂÈ×À ... 119äâî¨ñòiñòþ ñêií÷åííèõ ãðóï, òîìó ç êîìóòàòèâíî¨ äiàãðàìè (2) âèïëèâà¹, ùî äîáóòîê
T íåâèðîäæåíèé çëiâà. Äëÿ òîãî, ùîá âèâåñòè çâiäñè éîãî äâîái÷íó íåâèðîäæåíiñòü,äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî |A(K)/nA(K)| > |H1(K, A)n|. Ìà¹ìî, âèêîðèñòîâóþ÷è ëå-ìè 4-5, içîìîð�içì An i Ân òà òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü (2)
|A(K)/nA(K)| · |Â(K)/nÂ(K)| > |A(K)n| · |Â(K)n| =

= |H0(K, Ân)| · |H0(K, An)| = |H0(K, Ân)| · |H2(K, Ân)| =

= |H1(K, Ân)| = |Â(K)/nÂ(K)| · |H1(K, Â)n|.Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî |A(K)/nA(K)| > |H1(K, Ân)|, îñêiëüêè äîáóòîê T íåâèðîäæå-íèé çëiâà, òî íàñïðàâäi |A(K)/nA(K)| > |H1(K, Ân)|, i öå çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåî-ðåìè 2 ó âèïàäêó, êîëè |A(K)/nA(K)| > |An(K)|. �Ùå îäèí ïîòðiáíèé íàì ðåçóëüòàò � öå àíàëîã òåîðåìè �îêêåòà ïðî ïåðiîä òàiíäåêñ êðèâèõ.Òåîðåìà 3. Íåõàé K � ïñåâäîëîêàëüíå ïîëå. Òîäi ïîðÿäîê ïiäãðóïè Br (K), ùî ñêëà-äà¹òüñÿ ç òèõ êëàñiâ àëãåáð, ÿêi ðîçêëàäàþòüñÿ â ïîëi �óíêöié K(X) íà êðèâié X,äîðiâíþ¹ iíäåêñó êðèâî¨ X.Äîâåäåííÿ. �îçãëÿíåìî âiäîìó òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü (äîâåäåííÿ ¨¨ òî÷íîñòi ìîæíàçíàéòè, íàïðèêëàä, ó [11℄))
0 −→ Pic (X) −→ H0(G, Pic (X̄)) −→ Br (k) −→ Br (X)

−→ H1(G, Pic (X̄)) −→ H3(G, k̄∗). (9)Ñ. Ëiõòåíáàóì ðîçãëÿäàâ ó [11℄ òàêó êîìóòàòèâíó äiàãðàìó ç òî÷íèìè ðÿäêàìè iñòîâï÷èêàìè
Br (K)

Br (k)
∼ // Br (k)

OO

0 // H0(G, Pic0(X̄))

θ

OO

// H0(G, Pic (X̄))

OO

// δ′Z // 0

0 // H0(G, Div0(X̄))

λ1

OO

// H0(G, Div (X̄))

λ2

OO

// δZ //

OO

0

0

OOÑåðåäíié ñòîâï÷èê � öå ÷àñòèíà òî÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi (9), i ëiâèé ñòîâï÷èê, îòðè-ìàíèé òàê ñàìî. Íåõàé M � êîÿäðî ãîìîìîð�içìó λ1, i N � êîÿäðî ãîìîìîð�içìó
λ2. Òåîðåìà ñòâåðäæó¹, ùî |N | = δ. Çà ëåìîþ ïðî çìiþ, áåçïîñåðåäíüî áà÷èìî,
δ|M | = δ′|N |, òîìó òåîðåìà åêâiâàëåíòíà òâåðäæåííþ, ùî |M | = δ′. Àëå ðiâíiñòü
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θ(x) = ρ0(α, x) ðàçîì ç �àêòîì, ùî ρ0 ¹ äóàëiçóþ÷èì äîáóòêîì, i ìè îäåðæó¹ìî, ùî
|M | = ïîðÿäêó α = δ′. �Ëåìà 6.

[A(Kv) : Pic0(XKv
)] = δ′v, [P (Kv) : Pic (XKv

)] = δv.Äîâåäåííÿ. Íåõàé Γv = Gal (K̄v/Kv). Ç êîãîìîëîãi÷íî¨ ïîñëiäîâíîñòi, àñîöiéîâàíî¨ çòî÷íîþ ïîñëiäîâíiñòþ Γv-ìîäóëiâ 0 → A(K̄v) → P (K̄v)
deg
→ Z → 0, îòðèìó¹ìî òî÷íóïîñëiäîâíiñòü

0 → Z/δ′vZ → H1(Γv, A) → H1(Γv, P ) → 0. (10)
�Íàì òàêîæ áóäå ïîòðiáíèé ïåâíèé âàðiàíò ëåìè ïðî çìiþ. �îçãëÿíåìî òàêóêîìóòàòèâíó äiàãðàìó â êàòåãîði¨ àáåëåâèõ ãðóï:

0 // A1

��

// A2

��

f // A3

η

��

// A4

λ

��

// A5

µ

��

// 0

0 // B1
// B2

g // B3
// B4

// B5
// 0

(11)Âîíà ïîðîäæó¹ êîìóòàòèâíó äiàãðàìó
A3

η̄

��

// A4

λ

��

// A5

µ

��

// 0

0 // B3/Img // B4
// B5

// 0,äå η̄ � êîìïîçèöiÿ η ç êàíîíi÷íèì âiäîáðàæåííÿì ç B3 â B3/Img. Íàñòóïíå òâåðäæåí-íÿ âèïëèâà¹ ç Imf ⊂ Ker η̄ òà ëåìè ïðî çìiþ, çàñòîñîâàíî¨ äî ïîïåðåäíüî¨ äiàãðàìè.Ëåìà 7. (�îíçàëåñ-Àâiëåñ [8℄.) Êîæíà êîìóòàòèâíà äiàãðàìà âèãëÿäó (11) ïîðîä-æó¹ òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü
0 → Imf → Ker η̄ → Kerλ → Kerµ → Cokerη̄,äå η âèçíà÷åíî ðàíiøå. Êðiì òîãî, iñíó¹ òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü

0 → Ker η → Ker η̄ → Img → Cokerη → Cokerη̄ → 0.3. Äîâåäåííÿ òåîðåìè. Âñi êîãîìîëîãi÷íi ãðóïè, ÿêi ìè áóäåìî ðîçãëÿäàòè,áóäóòü àáî ãðóïàìè êîãîìîëîãié �àëóà, àáî æ åòàëüíèìè êîãîìîëîãiÿìè. Íåõàé Γv �ïiäãðóïà ãðóïè Γ, îòîòîæíåíà ç ãðóïîþ ðîçêëàäó äåÿêîãî �iêñîâàíîãî íîðìóâàííÿïîëÿ K̄, ùî ïîðîäæó¹ v. Äëÿ êîæíîãî v, invv : Br (Kv) → Q/Z ¹ çâè÷àéíèì âi-äîáðàæåííÿì iíâàðiàíòà ëîêàëüíî¨ òåîði¨ ïîëiâ êëàñiâ. n-êðó÷åííÿ àáåëåâî¨ ãðóïè
M áóäåìî ïîçíà÷àòè Mn−tor.Íàãàäà¹ìî îäíó �óíäàìåíòàëüíó òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü. Îñêiëüêè Hq(XK̄ , Gm) =
= 0 äëÿ âñiõ q > 2 [15℄, òî çi ñïåêòðàëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi Õîõøiëüäà-Ñåððà

Hp(Γ, Hq(XK̄ , Gm)) ⇒ Hp+q(XK , Gm)âèïëèâà¹ [6, XV.5.11℄ òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü
0 → Pic (XK) → P (K) → Br (K) → Br (XK) → H1(Γ, P ) → 0, (12)



Ï�Î ��ÓÏÈ Á�ÀÓÅ�À I ÒÅÉÒÀ-ØÀÔÀ�ÅÂÈ×À ... 121äå íóëü ñïðàâà ó öié ïîñëiäîâíîñòi âèïëèâà¹ ç ðiâíîñòi H3(Γ, K̄∗) = 0 [2, 17℄. (Òóòìè âèêîðèñòàëè âiäîìi �àêòè, ùî Pic (XK) = H1(XK , Gm) i ùî ãðóïà Áðàóåðà êðè-âî¨ X äîðiâíþ¹ êîãîìîëîãi÷íié ãðóïi Áðàóåðà öi¹¨ êðèâî¨.) Òàê ñàìî, äëÿ êîæíîãîíîðìóâàííÿ v iñíó¹ òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü
0 → Pic (XKv

) → P (Kv)
gv

→ Br (Kv) → Br (XKv
) → H1(Γv, P ). (13)Ëåìà 8. Im gv = Br (Kv)δv−tor äëÿ êîæíîãî íîðìóâàííÿ v ïîëÿ K.Äîâåäåííÿ. Çà ëåìîþ 6 Imgv ¹ ïiäãðóïîþ ãðóïè Br (Kv) ïîðÿäêó δv. Ç iíøîãî áîêó,âiäîáðàæåííÿ invv ïîðîäæó¹ içîìîð�içì Br (Kv)δv−tor

∼
→ δ−1

v Z/Z, çâiäêè âèïëèâà¹òâåðäæåííÿ ëåìè. ��îçãëÿíåìî êîìóòàòèâíó äiàãðàìó
0 // Pic (XK)

��

// P (K)

��

// Br (K)

η̄

��

//

0 // ⊕vPic (XKv
) // ⊕vP (Kv)

g // ⊕vBr (Kv) //

// Br (XK)

��

// H1(Γ, P )

��

// 0

// ⊕vBr (XKv
) // ⊕vH

1(Γv, P ) // 0,äå ïðÿìi ñóìè áåðóòü çà âñiìà íîðìóâàííÿìè ïîëÿ K, âåðòèêàëüíi âiäîáðàæåííÿ¹ ïðèðîäíèìè ãîìîìîð�içìàìè, i g = ⊕gv. Öÿ äiàãðàìà ìà¹ òó ñàìó �îðìó, ùîi äiàãðàìà (11), òîìó ìè ìîæåìî çàñòîñóâàòè äî íå¨ ëåìó 7. Ïåðåä öèì íàì áóäåïîòðiáíà òàêà ëåìà.Ëåìà 9. à) Äëÿ ïñåâäîãëîáàëüíîãî ïîëÿ K iñíó¹ òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü
0 −→ Br (K)

η
−→ ⊕vBr (Kv)

Σinvv−→ Q/Z −→ 0.á) Iñíó¹ òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü
0 → Br (X) −→ Br (XK) −→ ⊕v/∈SBr (XKv

),äå S � ìíîæèíà òèõ íîðìóâàíü ïîëÿ K, ùî íå âiäïîâiäàþòü òî÷êàì íåïîðîæíüî¨âiäêðèòî¨ ïiäñõåìè U ¹äèíî¨ ãëàäêî¨ ïîâíî¨ êðèâî¨ íàä k, ïîëåì �óíêöié ÿêî¨ ¹ K.Äîâåäåííÿ. Ïåðøå òâåðäæåííÿ � öå îäèí ç êëþ÷îâèõ ðåçóëüòàòiâ òåîði¨ ïîëiâ êëàñiâãëîáàëüíîãî ïîëÿ. Äëÿ âèïàäêó ïñåâäîãëîáàëüíîãî ïîëÿ àíàëîãi÷íó òî÷íó ïîñëi-äîâíiñòü âèÿâèëè â [3℄. Äðóãå òâåðäæåííÿ äîâåäåíå â [13, ëåìà 2.6℄. Íàâåäåíå òàìäîâåäåííÿ ïðèäàòíå i äëÿ íàøîãî âèïàäêó � âèïàäêó ïñåâäîãëîáàëüíîãî îñíîâíîãîïîëÿ K, îñêiëüêè ¹äèíå ìiñöå ó çãàäàíîìó äîâåäåííi, äå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñïåöè�iêàîñíîâíîãî ïîëÿ, ¹ òðèâiàëüíiñòü ãðóïè Áðàóåðà ðåäóêîâàíî¨ êðèâî¨ äëÿ êðèâî¨ X ,âèçíà÷åíî¨ íàä K. Ïðîòå ãðóïà Áðàóåðà êðèâî¨ íàä ïñåâäîñêií÷åííèì ïîëåì òàêîæòðèâiàëüíà. �



122 Ëåñÿ ÇÄÎÌÑÜÊÀÇàñòîñó¹ìî ëåìó 7 äî ïîïåðåäíüî¨ äiàãðàìè, âèêîðèñòîâóþ÷è ó öüîìó ðàçi ïî-ïåðåäíþ ëåìó. Îòðèìà¹ìî òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü
0 −→ P (K)/Pic (XK) −→ Ker η̄ −→ Br (X)′ −→ Ø(P ) −→ Coker η̄,äå âiäîáðàæåííÿ η̄ : Br (K) → ⊕vBr (Kv)/Img ïîðîäæó¹òüñÿ âiäîáðàæåííÿì η i

Br (X)′ = Ker
[

Br (X) −→ ⊕v∈SBr (XKv
)
]

.Çãiäíî ç íàñëiäêîì 1 ïîðÿäîê P (K)/Pic (XK) äîðiâíþ¹ (δ/δ′) · [A(K) : Pic0(XK)].Âëàñòèâîñòi ÿäðà òà êîÿäðà âiäîáðàæåííÿ η̄ íàâåäåíi â òâåðäæåííi 1.Òâåðäæåííÿ 1. Ïðàâèëüíà ðiâíiñòü
[Ker η̄] =

∏

δv/∆,i âiäîáðàæåííÿ Σinvv : ⊕Br (Kv) → Q/Z ïîðîäæó¹ içîìîð�içì
Coker η̄ ∼= Q/∆−1Z.Äîâåäåííÿ. Ïî¹äíóþ÷è ëåìè 7, 8 òà 9, îòðèìó¹ìî òî÷íó ïîñëiäîâíiñòü

0 → Ker η̄ → ⊕Br (Kv)δv−tor
Σinvv→ Q/Z → Coker η̄ → 0. (14)Äëÿ êîæíîãî v âiäîáðàæåííÿ iíâàðiàíòà invv ïîðîäæó¹ içîìîð�içì Br (Kv)δv−tor

∼=
∼= δ−1

v Z/Z, òîìó ÿäðî i êîÿäðî ñåðåäíüîãî âiäîáðàæåííÿ ïîïåðåäíüî¨ òî÷íî¨ ïîñëiäîâ-íîñòi (14) ìîæíà îòîòîæíèòè ç ÿäðîì i êîÿäðîì âiäîáðàæåííÿ Σ, âèçíà÷åíîãî ïåðåäëåìîþ 6. ßê íàñëiäîê, íàøå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ ç âëàñòèâîñòåé âiäîáðàæåííÿ Σ,íàâåäåíèõ ïåðåä ëåìîþ 6. �Ïiäñóìîâóþ÷è îòðèìàíi âèùå ðåçóëüòàòè, áà÷èìî, ùî iñíó¹ òî÷íà ïîñëiäîâíiñòü
0 −→ T0 −→ T1 −→ Br (X)′ → Ø(P ) −→ Q/∆−1Z,äå T0 òà T1 � ñêií÷åííi ãðóïè ïîðÿäêiâ [T0] = (δ/δ′) · [A(K) : Pic0(XK)] i

[T1] =
∏

δv/∆, ùî é çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.Íàñëiäîê 2. Ïðèïóñòèìî, ùî âñi ëîêàëüíi iíäåêñè δv êðèâî¨ X äîðiâíþþòü 1 iãðóïà Ø(P ) íå ìà¹ íåñêií÷åííî ïîäiëüíèõ åëåìåíòiâ. ßêùî îäíà ç ãðóï Br′(X) àáîØ(P ) ñêií÷åííà, òî òàêîþ ¹ é iíøà, i ¨õíi ïîðÿäêè çâ'ÿçàíi ðiâíiñòþ
δ2|Br′(X)| = |Ø(P )|.Îòðèìàíà ïiä ÷àñ äîâåäåííÿ òåîðåìè 1 ií�îðìàöiÿ äà¹ ïiäñòàâè äîâåñòè òàêèé�àêò.Òåîðåìà 4. Ïðèïóñòèìî, ùî ÷èñëà δ′v � ïîïàðíî âçà¹ìíî ïðîñòi. Òîäi
A(K) = Pic0(XK).Äîâåäåííÿ. Iñíó¹ êîìóòàòèâíà äiàãðàìà ç òî÷íèìè ðÿäêàìè

0 −→ A(K)/Pic0(XK) −→ Br (K)
↓ ↓ η

0 −→ ⊕vA(Kv)/Pic0(XKv
) −→ ⊕vBr (Kv)



Ï�Î ��ÓÏÈ Á�ÀÓÅ�À I ÒÅÉÒÀ-ØÀÔÀ�ÅÂÈ×À ... 123ç ïðèðîäíèìè âåðòèêàëüíèìè âiäîáðàæåííÿìè, â ÿêié íåòðèâiàëüíi ãîðèçîíòàëüíiãîìîìîð�içìè ïîðîäæóþòüñÿ âiäîáðàæåííÿìè
P (K)/Pic (XK) → Br (K) i P (Kv)/Pic (XKv

) → Br (Kv)ç êîìóòàòèâíèõ äiàãðàì (12) òà (13) âiäïîâiäíî. Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî äî äîâåäåííÿëåìè 8, îòðèìó¹ìî, ùî äëÿ êîæíîãî v îáðàç A(Kv)/Pic0(XKv
) â Br (Kv) äîðiâíþ¹

Br (Kv)δ′

v
−tor. ßê íàñëiäîê, ãðóïà A(K)/Pic0(XK) âêëàäà¹òüñÿ â Ker η̄′, äå ãîìîìîð-�içì

η̄′ : Br (K) → ⊕vBr (XKv
)/Br (Kv)δ′

v
−tor¹ ïîðîäæåíèì η. Çàñòîñîâóþ÷è òi ñàìi ìiðêóâàííÿ, ùî i â äîâåäåííi òâåðäæåííÿ 1,îòðèìó¹ìî, ùî ïîðÿäîê Ker η̄′ äîðiâíþ¹ ∏

δ′v/∆′. Çãiäíî ç íàøèìè ïðèïóùåííÿìèöå âiäíîøåííÿ äîðiâíþ¹ 1, çâiäêè i âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ òåîðåìè. �1. Àíäðèé÷óê Â.È. Îá ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä ïñåâäîëîêàëüíûìû ïîëÿìè / Àíäðèé-÷óê Â.È. //Ìàò. ñá. � 1979. � Ò. 110, �9. � Ñ. 88-101.2. Andriyhuk V. Algebrai urves over n-dimensional general loal �elds / Andriyhuk V.//Mat. Stud. � 2001. � Vol. 15, �2. � P. 209-214.3. Andriyhuk V. On the algebrai tori over some funtion �elds / Andriyhuk V. //Mat. Stud.� 1999. � Vol. 12, �2. � P. 115-126.4. Àíäðié÷óê Â.I. Àðè�ìåòèêà àëãåáðè÷íèõ ìíîãîâèäiâ: / Àíäðié÷óê Â.I. Äèñ. ... äîêò.�iç.-ìàò. íàóê: Êè¨â, 2002.5. Ax J. The elementary theory of �nite �elds / Ax J. //Ann. Math. � 1968. � Vol. 88, �2. �P. 239-271.6. Cartan H. Homologial Algebra / Cartan H., Eilenberg S. � Prineton University Press,Prineton, N. J., 1956.7. Fried M.D. Field Arithmeti / Fried M.D., Jarden M. � Springer, 2005.8. Gonzalez-Avilez C.D. Brauer groups and Tate-Shafarevih groups / Gonzalez-Avilez C.D.// J. Math. Si. Univ. Tokyo. � 2003. � Vol. 10. � P. 381-419.9. Grothendiek A. Tehnique de desente et th�eor�emes d'existene en G�eom�etrie Alg�ebrique,V, VI. Les Sh�emas de Piard / Grothendiek A. // S�em. Bourbaki, 1961. � �232, 1962. ��236.10. Grothendiek A. Le Groupe de Brauer I-II-III, in: Dix Expos�es sur la Cohomologie desSh�emas / Grothendiek A. � North-Holland, Amsterdam, 1968.11. Lihtenbaum S. Duality theorems for urves over P -adi �elds / Lihtenbaum S. // Invent.Math. � 1969. � Vol. 7. � P. 1209-1223.12. Milne J.S. Weil-Chatelet groups over loal �elds / Milne J.S. //Ann. Si. �E. Norm. Sup.� 1970. � Vol. 3. � P. 273-284. Addendum, Ibid. � 1972. � Vol. 5. � P. 261-264.13. Milne J.S. Comparison of the Brauer group and the Tate-�Safarevi� group / Milne J.S.// Journal of the Faulty of Siene, the University of Tokyo. � 1982. � Vol. 28, �3. �P. 735-743.14. Ëåíã Ñ. Îñíîâû äèî�àíòîâîé ãåîìåòðèè / Ëåíã Ñ. � Ì.: Ìèð, 1986.15. Ìèëí Äæ. Ýòàëüíûå êîãîìîëîãèè / Ìèëí Äæ. � Ì.: Ìèð, 1983.16. Milne J.S. Arithmeti Duality Theorems. � Persp. in Math., 1 / Milne J.S. � AademiPress In., 1986.17. Ñåðð Æ.-Ï. Êîãîìîëîãèè �àëóà / Ñåðð Æ.-Ï. � Ì.: Ìèð, 1968.18. Ïëàòîíîâ Â.Ï. Àëãåáðàè÷åñêèå ãðóïïû è òåîðèÿ ÷èñåë / Ïëàòîíîâ Â.Ï., �àïèí-÷óê À.Ñ. � Ì.: Íàóêà, 1991.



124 Ëåñÿ ÇÄÎÌÑÜÊÀ19. Áàøìàêîâ Ì.È. Êîãîìîëîãèè àáåëåâûõ ìíîãîîáðàçèé íàä ÷èñëîâûì ïîëåì / Áàøìà-êîâ Ì.È. //Óñïåõè ìàòåì. íàóê. � 1972. � T. 28, Bûï. 6. � C. 25-66.ON THE BRAUER GROUPS AND THE TATE-SHAFAREVICHGROUPS OF CURVES OVER PSEUDOGLOBAL FIELDSLesya ZDOMSKAIvan Franko National University of L'viv,79000, L'viv, Universytets'ka Str., 1e-mail: lesyazdom�rambler.ruThe relation between the Brauer groups and the Tate-Shafarevih groupsof urves over pseudoglobal �elds are studied.Key words: pseudoglobal �eld, algebrai urve, jaobian, Brauer group,Tate-Shafarevih group.Î ��ÓÏÏÀÕ Á�ÀÓÝ�À È ÒÝÉÒÀ-ØÀÔÀ�ÅÂÈ×À Ê�ÈÂÛÕÍÀÄ ÏÑÅÂÄÎ�ËÎÁÀËÜÍÛÌÈ ÏÎËßÌÈËåñÿ ÇÄÎÌÑÊÀßËüâîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Èâàíà Ôðàíêî,79000, Ëüâîâ, óë. Óíèâåðñèòåòñêàÿ, 1e-mail: lesyazdom�rambler.ruÈçó÷åíî ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ãðóïïàìè Áðàóýðà è ãðóïïàìè Òýéòà-Øà-�àðåâè÷à äëÿ êðèâûõ íàä ïñåâäîãëîáàëüíûìè ïîëÿìè.Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïñåâäîãëîáàëüíîå ïîëå, àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ, ÿêî-áèàí, ãðóïïà Áðàóýðà, ãðóïïà Òýéòà-Øà�àðåâè÷à.Ñòàòòÿ íàäiéøëà äî ðåäêîëåãi¨ 26.05.2009Ïðèéíÿòà äî äðóêó 16.12.2009


