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utt + (−1)m∆mu+ c|u|p−2u+ g|ut|

q−2ut = f (1.1)ðîçãëÿäàëè áàãàòî àâòîðiâ. Ó âèïàäêó m = 1 òàêi çàäà÷i äîñëiäæóâàëè â [1℄-[3℄.ßêùî m ≥ 2, òî òàêèì çàäà÷àì ïðèñâÿ÷åíi ïðàöi [2℄, [4℄, [5℄. Âiäïîâiäíi âàðiàöiéíiíåðiâíîñòi âèâ÷åíî â [1℄, [6℄-[8℄. Îñòàííiì ÷àñîì çãàäàíi çàäà÷i ïî÷àëè ðîçãëÿäàòèäëÿ p òà q, ÿêi ¹ �óíêöiÿìè íåçàëåæíèõ çìiííèõ (äèâ., íàïðèêëàä, [9℄). Íàøà ìåòà� ðîçãëÿíóòè âàðiàöiéíó íåðiâíiñòü äëÿ ðiâíÿííÿ òèïó (1.1) ç m = 2, c = 0, q = q(x),ÿêà âèíèêà¹ â òåîði¨ ïëàñòèí i äîâåñòè òåîðåìó ¹äèíîñòi ¨¨ ðîçâ'ÿçêó.Íåõàé Ω ⊂ R
n � îáìåæåíà îáëàñòü ç ìåæåþ ∂Ω ⊂ C1, Qt1,t2 = Ω × (t1, t2),

0 ≤ t1 < t2 ≤ T . �îçãëÿíåìî âàðiàöiéíó íåðiâíiñòü
∫

Q0,τ

[

utt(v − ut) +
∑

|α|=|β|≤2

aαβD
αu(Dβv −Dβut) +

∑

|α|=|β|≤1

bαβD
αut(D

βv −Dβut) +

+g|ut|
q(x)−2ut(v−ut)

]

dxdt+

τ
∫

0

ϕ(v(t)) dt−

τ
∫

0

ϕ(ut(t)) dt ≥

∫

Q0,τ

f(v−ut) dxdt, (1.2)äå τ ∈ (0, T ], v � ïðîáíà �óíêöiÿ; ϕ � äåÿêèé �óíêöiîíàë ç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè
u|t=0 = u0, ut|t=0 = u1. (1.3)
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Ï�Î �ÄÈÍIÑÒÜ �ÎÇÂ'ßÇÊÓ ÎÄÍI�� ÅÂÎËÞÖIÉÍÎ� ÂÀ�IÀÖIÉÍÎ� ... 107Ó äðóãié ÷àñòèíi ñòàòòi ðîçãëÿíóòî îäíó çàäà÷ó ç òåîði¨ ïëàñòèí äëÿ ðiâíÿííÿâèãëÿäó (1.1) ç q = q(x). Ïîêàçàíî, ùî ¨¨ óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäîâîëüíÿ¹ âà-ðiàöiéíó íåðiâíiñòü òèïó (1.2). Òðåòÿ ÷àñòèíà ñòàòòi ïðèñâÿ÷åíà çíàõîäæåííþ óìîâ¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó (1.2). Äëÿ ñïðîùåííÿ ðîçãëÿíóòî ëèøå âèïàäîê îäíi¹¨ ïðîñòîðî-âî¨ çìiííî¨.ßêùî ϕ ≡ 0, q ≡ 2, òî ïðè äåÿêèõ äîäàòêîâèõ îáìåæåííÿõ iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòüðîçâ'ÿçêó (1.2) äîâåäåíî â [8℄.2. Ïðî îäíó ìîäåëü ç òåîði¨ ïëàñòèí. �îçãëÿíåìî îäíó çàäà÷ó ç òåîði¨ïëàñòèí (äèâ [1, ñ. 191-201℄). Ïëàñòèíó îòîòîæíèìî ç ìíîæèíîþ òî÷îê
Π =

{

x
∣

∣ x = (x1, x2, x3) ∈ R
3, (x1, x2) ∈ Ω, −

h

2
< x3 <

h

2

}

,äå h > 0 � òîâùèíà ïëàñòèíè; Ω ⊂ R
2 � îáìåæåíà îáëàñòü ç ìåæåþ ∂Ω ⊂ C1.Íåõàé u(x1, x2, t) � öå âåðòèêàëüíå âiäõèëåííÿ ñåðåäèííî¨ ïîâåðõíi ïëàñòèíè âiäãîðèçîíòàëüíî¨ ïëîùèíè â ìîìåíò ÷àñó t.Ïðèïóñòèìî, ùî:� òîâùèíà ïëàñòèíè h > 0 ìàëà;� ìàòåðiàë, ç ÿêîãî çðîáëåíà ïëàñòèíà, içîòðîïíèé i çàäîâîëüíÿ¹ çàêîí �óêà,òîáòî (äèâ [1, ñ. 194℄)

σij =
E

1 + ν

[

εij +
ν

1 − 2ν
εκκδij

]

, (2.1)äå ν � êîå�iöi¹íò Ïóàññîíà; E � ìîäóëü Þíãà; σij � åëåìåíòè òåíçîðà íà-ïðóæåíü â Π; εij � åëåìåíòè òåíçîðà äå�îðìàöié â Π.� ñèëè, ùî äiþòü íà ïëàñòèíó íîðìàëüíi i ìàþòü îá'¹ìíó ãóñòèíó (0, 0, g3).Àíàëîãi÷íî ÿê â [1, 
. 192℄ ââåäåìî óñåðåäíåíi ñèëó G3, òåíçîðè íàïðóæåíü Σiji ìîìåíòiâ Mij çà �îðìóëàìè
G3 =

h/2
∫

−h/2

g3 dx3, Σij =

h/2
∫

−h/2

σij dx3, Mij =

h/2
∫

−h/2

x3

3
∑

k=1

σi3kσkj dx3.Çà ïåâíèõ äîäàòêîâèõ îáìåæåíü (äèâ. [1, 
. 195, 196℄) ìàòèìåìî, ùî
Σij = O(h3), i = 1, 2, 3, j = 1, 2,

M11 =
E

1 + ν

h3

12
ux1x2

+O(h4),

M22 = −
E

1 + ν

h3

12
ux1x2

+O(h4),

M12 =
E

1 − ν2

h3

12
(νux1x1

+ ux2x2
) +O(h4),

M21 = −
E

1 − ν2

h3

12
(ux1x1

+ νux2x2
) +O(h4). (2.2)ßêùî D = Eh3

12(1−ν2) � ìîäóëü æîðñòêîñòi ïëàñòèíè íà çãèí, òî äëÿ çíàõîäæåííÿ�óíêöi¨ u (äèâ [1, ñ. 196, 200℄) îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ
I +D∆2u = G3, (2.3)



108 Ïàâëî ÇÀ�Î�ÁÅÍÑÜÊÈÉ, Ìèêîëà ÁÓ��IÉ, Îëåã ÁÓ��IÉäå I � ñèëà iíåðöi¨. Íåõàé ρ � ïîâåðõíåâà ãóñòèíà ïëàñòèíè â íåäå�îðìîâàíîìó ñòàíi.Òîäi I = ρ h utt. Ïðèïóñòèìî, ùî çîâíiøíÿ ñèëà G3 ìiñòèòü ñêëàäîâó, çàëåæíó âiäøâèäêîñòi ðóõó ïëàñòèíè ut, à ñàìå, ùî G3 ìà¹ òàêèé âèãëÿä:
G3(x1, x2, t) = f(x1, x2, t) − g(x1, x2, t)|ut(x1, x2, t)|

α(x1,x2)ut(x1, x2, t), (2.4)äå f, g, α � âiäîìi �óíêöi¨. Â öüîìó âèïàäêó ðiâíÿííÿ (2.3) íàáóäå âèãëÿäó
ρ h utt +D∆2u+ g|ut|

α(x1,x2)ut = f. (2.5)Äîïîâíèìî éîãî êðàéîâèìè óìîâàìè
∆u|∂Ω×(0,T ) = 0, (2.6)

∂(D∆u)

∂ν

∣

∣

∣

∣

∂Ω×(0,T )

= Φ(u) (2.7)òà ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè (1.3). Òóò Φ � íåïåðåðâíà íåñïàäíà �óíêöiÿ, u0, u1 ∈ L2(Ω).Ïîêàæåìî, ùî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê öi¹¨ çàäà÷i çàäîâîëüíÿ¹ ïåâíó iíòåãðàëü-íó âàðiàöiéíó íåðiâíiñòü. Ïðèïóñòèìî äëÿ ñïðîùåííÿ, ùî ρh = 1 òà ùî ïîäàëüøiïåðåòâîðåííÿ çàêîííi. Íåõàé ν � îðò çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî ∂Ω,
〈Az, v〉 =

∫

Ω

[D∆z(x)∆v(x) + g|zt|
α(x1,x2)ztv] dx,

u � ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.5)-(2.7), (1.3). Äîìíîæèìî (2.5) íà ω = ω(x) i ïðîiíòåãðó¹ìîïî Ω. Îäåðæèìî ðiâíiñòü
∫

Ω

utt(t)ω dx+

∫

Ω

[D∆2u(t) + g(t)|ut(t)|
α(x1,x2)ut(t)]ω dx =

∫

Ω

f(t)ω dx. (2.8)Ñêîðèñòà¹ìîñÿ äðóãîþ �îðìóëîþ �ðiíà
∫

Ω

∆2uω dx =

∫

∂Ω

(∂∆u

∂ν
ω − ∆u

∂ω

∂ν

)

dSx +

∫

Ω

∆u∆ω dx.Âèêîðèñòàâøè óìîâè (2.6), (2.7), ç (2.8) ïiñëÿ iíòåãðóâàííÿ çà t ∈ (0, τ) ⊂ (0, T )îòðèìà¹ìî, ùî
∫

Q0,τ

uttω dxdt+

τ
∫

0

〈Au, ω〉 dt+

τ
∫

0

dt

∫

∂Ω

Φ(u)ω dSx =

∫

Q0,τ

fω dxdt. (2.9)Îñêiëüêè Φ(λ) ¹ ìîíîòîííî çðîñòàþ÷îþ �óíêöi¹þ, òî ϕ(λ) =
∫

Φ(λ) dλ � îïóêëà�óíêöiÿ. Òîìó ϕ(µ) − ϕ(λ) − Φ(λ)(µ − λ) ≥ 0. ßêùî
ψ(z) =

∫

∂Ω

ϕ(z(x)) dSx, (2.10)òî
ψ(v) − ψ(u) −

∫

∂Ω

Φ(u)(v − u) dSx =

∫

∂Ω

[ϕ(v) − ϕ(u) − Φ(u)(v − u)] dSx ≥ 0.
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0 [ψ(v) − ψ(u)] dt, äå v = v(x, t) � äîâiëüíà�óíêöiÿ, âiçüìåìî ω = v − u

∫

Q0,τ

utt(t)(v−u(t)) dxdt+

τ
∫

0

〈Au, v−u〉 dt+

τ
∫

0

ψ(v) dt−

τ
∫

0

ψ(u) dt =

∫

Q0,τ

f(v−u) dxdt+

+

τ
∫

0

[

ψ(v) − ψ(u) −

∫

∂Ω

Φ(u)(v − u) dSx

]

dt ≥

∫

Q0,τ

f(v − u) dxdt. (2.11)Îòîæ, ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (2.5)-(2.7), (1.3) çàäîâîëüíÿ¹ åâîëþöiéíó âàðiàöiéíó íåðiâ-íiñòü òèïó (1.2) i âiäîìî, ùî óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (2.5)-(2.7), (1.3) ìîæíàââàæàòè �óíêöiþ u, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ (2.11) äëÿ âñiõ τ ∈ (0, T ] òà äëÿ âñiõ ïðîáíèõ�óíêöié v.3. Âàðiàöiéíà íåðiâíiñòü ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó. Ïåðåéäåìî äî ÷iòêîãî �îð-ìóëþâàííÿ òà äîâåäåííÿ îñíîâíîãî ðåçóëüòàòó íàøî¨ ñòàòòi. Íåõàé äëÿ ñïðîùåííÿ
Ω = (0, 1), Qt1,t2 = Ω × (t1, t2), 0 ≤ t1 < t2 ≤ T .Óçàãàëüíåíi ïðîñòîðè Ëåáåãà áóëè ââåäåíi â [10℄ i äîñëiäæóâàëè, çîêðåìà â [11℄.Íåõàé L∞

+ (Ω) = {v ∈ L∞(Ω) | ess inf
x∈Ω

v(x) > 1}, q ∈ L∞
+ (Ω). Âèçíà÷èìî �óíêöiî-íàë ρq(·,Ω) ðiâíiñòþ ρq(v,Ω) =

∫

Ω |v(x)|q(x)dx, äå v � äåÿêà �óíêöiÿ. Óçàãàëüíå-íèì ïðîñòîðîì Ëåáåãà Lq(x)(Ω) íàçèâàòèìåìî ìíîæèíó òàêèõ âèìiðíèõ �óíêöié
v : Ω → R

1, äëÿ ÿêèõ ρq(v,Ω) < +∞. Âiäîìî, ùî �óíêöiîíàë ρq ¹ ñëàáêî íàïiâíå-ïåðåðâíèì çíèçó íà Lq(x)(Ω) (äèâ. [10, 
. 208℄). Êðiì òîãî, Lq(x)(Ω) ¹ ðå�ëåêñèâíèìáàíàõîâèì ïðîñòîðîì ç íîðìîþ
||v;Lq(x)(Ω)|| = inf{λ > 0 : ρq(v/λ,Ω) ≤ 1}.Çàóâàæèìî òàêå: ÿêùî r(x) ≥ q(x), òî Lr(x)(Ω) ⊂ Lq(x)(Ω). Àíàëîãi÷íî äî Lq(x)(Ω)âèçíà÷èìî ïðîñòið Lq(x)(Q0,T ), ââiâøè çàìiñòü ρq(·,Ω) �óíêöiîíàë ρq(·, Q0,T ).Íåõàé V � çàìêíåíèé ïiäïðîñòið, H2

0 (Ω) ⊂ V ⊂ H2(Ω). Ïðèïóñòèìî, ùî âèêî-íóþòüñÿ óìîâè:(A): a, at ∈ L∞(Q0,T ), 0 < a0 ≤ a(x, t) < a0,
|at(x, t)| ≤ a1 ìàéæå äëÿ âñiõ (x, t) ∈ Q0,T ;(B): b ∈ L∞(Q0,T ), b(x, t) ≥ b0 ≥ 0 ìàéæå äëÿ âñiõ (x, t) ∈ Q0,T ;(C): c, ct ∈ L∞(Q0,T ), 0 < c0 ≤ c(x, t) < c0,
|ct(x, t)| ≤ c1 ìàéæå äëÿ âñiõ (x, t) ∈ Q0,T ;(H): h ∈ L∞(Q0,T ), |h(x, t)| ≤ h0 ìàéæå äëÿ âñiõ (x, t) ∈ Q0,T ;(G): g ∈ L∞(Q0,T ), 0 < g0 ≤ g(x, t) ≤ g0 ìàéæå äëÿ âñiõ (x, t) ∈ Q0,T ;(Φ): ϕ : V → (−∞,+∞] � îïóêëà �óíêöiÿ, ϕ 6≡ +∞;(F): f ∈ L2(Q0,T );(U): u0 ∈ H2(Ω), u1 ∈ L2(Ω).Îçíà÷åííÿ 1. Ôóíêöiÿ u : Q0,T → R

1 íàçèâà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i
∫

Q0,τ

[utt(v − ut) + a(x, t)uxx(vxx − uxxt) + b(x, t)uxt(vx − uxt) + c(x, t)u(v − ut) +

+ h(x, t)ut(v − ut) + g(x, t)|ut|
q(x)−2ut(v − ut)] dxdt +
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+

τ
∫

0

ϕ(v(t)) dt−

τ
∫

0

ϕ(ut(t)) dt ≥

∫

Q0,τ

f(x, t)(v − ut) dxdt, (3.1)

u(0) = u0, ut(0) = u1, (3.2)ÿêùî u ∈ L2(0, T ;V ), ut ∈ L2(0, T ;V ) ∩ Lq(x)(Q0,T ), utt ∈ L2(Q0,T ) i u çàäîâîëüíÿ¹ïî÷àòêîâi óìîâè (3.2) òà åâîëþöiéíó âàðiàöiéíó íåðiâíiñòü (3.1) äëÿ âñiõ τ ∈ (0, T ]òà äëÿ âñiõ v ∈ L2(0, T ;V ).�îëîâíèé ðåçóëüòàò íàøî¨ ñòàòòi � òàêà òåîðåìà.Òåîðåìà 1. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A)-(U), òî çàäà÷à (3.1), (3.2) íå ìîæåìàòè áiëüøå îäíîãî ðîçâ'ÿçêó.Äîâåäåííÿ. Íåõàé u1 òà u2 � ðîçâ'ÿçêè çàäà÷i (3.1), (3.2), τ ∈ (0, T ]. Â íåðiâíîñòi (3.1),çàïèñàíié äëÿ u1, ïðèéìåìî v = u2
t . Â íåðiâíîñòi (3.1), çàïèñàíié äëÿ u2, ïðèéìåìî

v = u1
t . Äîäàâøè îòðèìàíi íåðiâíîñòi, îäåðæèìî

∫

Q0,τ

[u1
tt(u

2
t − u1

t ) + u2
tt(u

1
t − u2

t ) + au1
xx(u2

xxt − u1
xxt) + au2

xx(u1
xxt − u2

xxt) +

+ bu1
xt(u

2
xt − u1

xt) + bu2
xt(u

1
xt − u2

xt) + hu1
t (u

2
t − u1

t ) + hu2
t (u

1
t − u2

t ) +

+ g|u1
t |

q(x)−2u1
t (u

2
t − u1

t ) + g|u2
t |

q(x)−2u2
t (u

1
t − u2

t ) +

+ cu1(u2
t − u1

t ) + cu2(u1
t − u2

t )] dxdt ≥ 0, (3.3)áî äîäàíêè ç f òà ϕ ñêîðîòÿòüñÿ. Ïåðåïèøåìî öþ íåðiâíiñòü ó âèãëÿäi
∫

Q0,τ

[

(u2
tt − u1

tt)(u
2
t − u1

t ) + a(u2
xx − u1

xx)(u2
xxt − u1

xxt) +

+ b|u2
xt − u1

xt|
2 + c(u2 − u1)(u2

t − u1
t ) +

+ g(|u1
t |

q(x)−2u1
t − |u2

t |
q(x)−2u2

t )(u
2
t − u1

t )
]

dxdt ≤ −

∫

Q0,τ

h|u1
t − u2

t |
2 dxdt. (3.4)Çiíòåãðóâàâøè ÷àñòèíàìè òà âðàõóâàâøè ïî÷àòêîâi óìîâè (3.2), îòðèìà¹ìî

1

2

∫

Ω

[

|u2
t (τ) − u1

t (τ)|
2 + a(τ)|u2

xx(τ) − u1
xx(τ)|2 + c(τ)|u2(τ) − u1(τ)|2

]

dx+

+

∫

Q0,τ

b|u2
xt − u1

xt|
2dxdt ≤

1

2

∫

Q0,τ

[

at|u
2
xx − u1

xx|
2 + ct|u

2 − u1|2 − h|u1
t − u2

t |
2
]

dxdt.Âèêîðèñòàâøè óìîâè òåîðåìè, îäåðæèìî íåðiâíiñòü
∫

Ω

[

|u2
t (τ) − u1

t (τ)|
2 + a0|u

2
xx(τ) − u1

xx(τ)|2 + c0|u
2(τ) − u1(τ)|2

]

dx ≤

≤

∫

Q0,τ

[

a1|u2
xx − u1

xx|
2 + c1|u2 − u1|2 + 2h0|u1

t − u2
t |

2
]

dxdt. (3.5)
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w(τ) =

∫

Ω

[

|u2
t (τ) − u1

t (τ)|
2 + |u2

xx(τ) − u1
xx(τ)|2 + |u2(τ) − u1(τ)|2

]

dx, τ ∈ (0, T ].Òîäi ç (3.5) îòðèìà¹ìî, ùî w(τ) ≤ C1

∫ τ

0 w(t) dt äëÿ âñiõ τ ∈ (0, T ], äå ñòàëà C1 > 0íå çàëåæèòü âiä w. Òîìó ç ëåìè �ðîíóîëëà-Áåëìàíà [12℄ ìà¹ìî, ùî w = 0. Îòæå,
u1 = u2 i òåîðåìó äîâåäåíî. �4. Âèñíîâêè. Â ñòàòòi ðîçãëÿíóòî ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü ïðîöåñó êîëèâàííÿïëîñêî¨ ïëàñòèíè. Ïîêàçàíî, ùî óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê ìiøàíî¨ çàäà÷i, ÿêà ó öüî-ìó ðàçi âèíèêà¹, çàäîâîëüíÿ¹ ïåâíó åâîëþöiéíó âàðiàöiéíó íåðiâíiñòü ÷åòâåðòîãîïîðÿäêó. Äëÿ íåðiâíîñòi òàêîãî òèïó îòðèìàíî óìîâè ¹äèíîñòi ¨¨ ðîçâ'ÿçêó.1. Äþâî �. Íåðàâåíñòâà â ìåõàíèêå è �èçèêå / Äþâî �., Ëèîíñ Æ.-Ë. � Ìîñêâà, 1980.2. Ëèîíñ Æ.-Ë. Íåêîòîðûå ìåòîäû ðåøåíèÿ íåëèíåéíèõ êðàåâûõ çàäà÷. / Ëèîíñ Æ.-Ë.� Ì.: Ìèð, 1972.3. Lions J.-L. Some non-linear evolution equations / Lions J.-L., Strauss W.A. // Bulletin dela S. M. F. � 1965. � Tome 93. � P. 43-96.4. Ëàâðåíþê Ñ.Ï. Iñíóâàííÿ i ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó íåëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ êîëèâàííÿ ïëàñòè-íè / Ëàâðåíþê Ñ.Ï. // Âiñí. Ëüâiâ. óí-òó. Ñåð. ìåõ.-ìàò. � 1981. � Âèï. 18. � Ñ. 6-11.5. Ëàâðåíþê Ñ.Ï. Íåîáìåæåíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ ó ñêií÷åííèé ìîìåíò ÷àñó îäíîãî ñëàáêî íå-ëiíiéíîãî ðiâíÿííÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó / Ëàâðåíþê Ñ.Ï., Òîðãàí �.�. // Ìàò. ìåòîäèòà �iç.-ìåõ. ïîëÿ. � 2007. � Ò. 50, �3. � Ñ. 88-93.6. Brezis H. Problemes unilateraux / Brezis H. // J. Math. pures et appl. � 1972. � Vol. 51. �P. 1-168.7. Lavrenyuk S.Variational hyperboli
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es / Lavrenyuk S., Panat O. // Âiñí. Ëüâiâ. óí-òó. Ñåð. ìåõ.-ìàò. � 2006. �Âèï. 66. � Ñ. 243-260.10. Orli
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