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h. Math. 2009.Âèï. 71. Ñ. 88�91 Is. 71. P. 88�91ÓÄÊ 512.522.12Ï�ÀÂÅ ÊÂÀÇIÄÓÎÊIËÜÖÅ ÑËÀÁÊÎ�Î ÑÒÀÁIËÜÍÎ�Î�ÀÍ�Ó 1 � ËIÂÈÌ ÊÂÀÇIÄÓÎÊIËÜÖÅÌÎëüãà ÄÎÌØÀËüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,79000, Ëüâiâ, âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà, 1e-mail: olya.domsha�i.uaËàì i Äóãàñ ñ�îðìóëþâàëè çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ïðàâîãî êâàçiäóîêiëü-öÿ, ÿêå íå ¹ ëiâèì êâàçiäóîêiëüöåì. Ââåäåíî ïîíÿòòÿ êiëüöÿ ñëàáêîãî ñòà-áiëüíîãî ðàíãó 1 i ïîêàçàíî, ùî îáëàñòü Áåçó ñëàáêîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ¹ äóîîáëàñ-òþ. Äîâåäåíî òàêîæ, ùî ïðàâå êâàçiäóîêiëüöå ñëàáêîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó1 ¹ ëiâèì êâàçiäóîêiëüöåì.Êëþ÷îâi ñëîâà: êiëüöå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, êiëüöå ñëàáêîãî ñòàáiëüíîãîðàíãó 1, êâàçiäóîêiëüöå, êiëüöå åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.Ñòàáiëüíèé ðàíã êiëüöÿ � îäèí ç íàéâàæëèâiøèõ iíâàðiàíòiâ Ê-òåîði¨. Ââåäå-íå Õ. Áàñîì [1℄ ïîíÿòòÿ i ñüîãîäíi âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü ó ðîçâ'ÿçàííi áàãàòüîõâàæëèâèõ ïðîáëåì íå òiëüêè Ê-òåîði¨, à é òåîði¨ êiëåöü [2-4℄. Îñîáëèâà ðîëü ñåðåäêiëåöü íàëåæèòü êiëüöÿì ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, òîáòî êiëüöÿì, â ÿêèõ äëÿ äîâiëüíèõåëåìåíòiâ a, b ∈ R òàêèõ, ùî Ra + Rb = R iñíó¹ åëåìåíò t ∈ R òàêèé, ùî a + tb� çâîðîòíèé åëåìåíò êiëüöÿ R [5-7℄. Âèäiëèìî â öüîìó êëàñi êiëåöü ïiäêëàñ, ÿêèéíàçâåìî êiëüöåì ñëàáêîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1.Îçíà÷åííÿ 1. Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì ñëàáêîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, ÿêùîäëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R òàêèõ, ùî Ra + Rb = R iñíó¹ åëåìåíò t ∈ Ròàêèé, ùî a + tb = 1.Ïðèêëàäîì òàêîãî êiëüöÿ ¹ äîâiëüíå êiëüöå ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, â ÿêîìó ãðóïàçâîðîòíèõ åëåìåíòiâ äâîåëåìåíòíà.Íàãàäà¹ìî, ùî êiëüöå ¹ ïðàâèì (ëiâèì) êâàçiäóîêiëüöåì, ÿêùî äîâiëüíèé ìàê-ñèìàëüíèé ïðàâèé (ëiâèé) iäåàë êiëüöÿ äâîái÷íèé i êiëüöå íàçèâà¹òüñÿ êâàçiäóîêiëü-öåì, ÿêùî âîíî ¹ ïðàâèì i ëiâèì êâàçiäóîêiëüöåì [8℄. Âàðòèé óâàãè òàêèé âiäîìèéðåçóëüòàò ïðî êâàçiäóîêiëüöÿ.
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Ï�ÀÂÅ ÊÂÀÇIÄÓÎÊIËÜÖÅ ÑËÀÁÊÎ�Î ÑÒÀÁIËÜÍÎ�Î �ÀÍ�Ó 1 � ... 89Òåîðåìà 1. Äëÿ äîâiëüíîãî êiëüöÿ R òàêi òâåðæåííÿ åêâiâàëåíòíi:1) R-ïðàâå (ëiâå) êâàçiäóîêiëüöå;2) äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b ∈ R ÿêùî Ra + Rb = R (aR + bR = R),òî aR + bR = R (Ra + Rb = R).Òåîðåìà 2. Íåõàé R ïðàâå êâàçiäóîêiëüöå ñëàáêîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. Òîäi R ¹êâàçiäóîêiëüöåì.Äîâåäåííÿ. Íåõàé åëåìåíòè a, b ∈ R òàêi, ùî
aR + bR = R.Îñêiëüêè êiëüöå ñëàáêîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 ¹ êiëüöåì ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1, òî iñíó¹òàêèé åëåìåíò t ∈ R, ùî a + bt = u, äå u ∈ U(R). Òîáòî Ra + Rb = R.Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì êiëüöÿ ñëàáêîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 iñíó¹ åëåìåíò x ∈ Ròàêèé, ùî xa + t = 1. Çâiäñè t = 1 − xa, à îòæå, a + b(1 − xa) = u. Òîäi

a + b − bxa = b + (1 − bx)a = u,äå u - çâîðîòíèé åëåìåíò R, òîáòî Ra + Rb = R. Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 1, R ¹ ëiâèìêâàçiäóîêiëüöåì. �Îçíà÷åííÿ 2. [9] Êiëüöå R íàçèâà¹òüñÿ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ, ÿêùîäëÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi A ïîðÿäêó n × m íàä R iñíóþòü òàêi çâîðîòíi ìàòðèöi
P ∈ GLn(R), Q ∈ GLm(R), ùî:1) PAQ = D � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ, D = (di);2) Rdi+1R ⊆ Rdi ∩ diR.Òåîðåìà 3. Îáëàñòü Áåçó ñëàáêîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1 ¹ êiëüöåì åëåìåíòàðíèõäiëüíèêiâ òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè âîíà ¹ äóîîáëàñòþ.Äîâåäåííÿ. Äîñòàòíiñòü. Íåõàé R ¹ äóîîáëàñòþ ñëàáêîãî ñòàáiëüíîãî ðàíãó 1. Âðà-õîâóþ÷è [2, 9℄, äîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ a, b, c ∈ R òàêèõ, ùî
aR + bR + cR = R ìàòðèöÿ

A =

(

a 0
b c

)âîëîäi¹ êàíîíi÷íîþ äiàãîíàëüíîþ ðåäóêöi¹þ.Íåõàé Ra + Rb = Rd. Òîäi iñíó¹ åëåìåíò t ∈ R òàêèé, ùî ta + b = d. Îñêiëüêè
dR = Rd i aR+ bR = dR, aR+ bR+ cR = R, òî dR+ cR = R òà iñíó¹ åëåìåíò s òàêèé,ùî d + cs = 1. Òîäi
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= B.Î÷åâèäíî, ùî åëåìåíòàðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè ðÿäêiâ i ñòîâïöiâ ìàòðèöÿ B,à îòæå, i ìàòðèöÿ A çâîäèòüñÿ äî êàíîíi÷íîãî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó. Òîáòî R ¹êiëüöåì åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ.



90 Îëüãà ÄÎÌØÀÍåîáõiäíiñòü. Íåõàé R ¹ îáëàñòþ åëåìåíòàðíèõ äiëüíèêiâ ñëàáêîãî ñòàáiëüíîãîðàíãó 1. Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî a ∈ R iñíóþòü çâîðîòíi ìàòðèöi P = (pij)
2
1, Q = (qij)
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1,ùî
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0 a

)
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)

, (1)äå
RbR ⊆ zR ∩ Rz. (2)�îçãëÿíåìî (1)

(

a 0
0 a

) (

p11 p12

p21 p22

)
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) (
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)

.

ap11 = q11z, ap21 = q21z. (3)Iç òîãî, ùî ìàòðèöi P, Q � îáîðîòíi, âðàõîâóþ÷è (2), îòðèìó¹ìî
RaR = RbR. (4)Îñêiëüêè Rp11+Rp21 = R, çãiäíî ç òåîðåìîþ 1, p11R+p21R = R, òîáòî p11u+p21v = 1äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ u, v ∈ R. Òîäi ç (2) îòðèìó¹ìî a = q11zu + q21zv. Îòæå,

a ∈ RzR. (5)Âðàõîâóþ÷è (2) i (4), (5), îäåðæó¹ìî
RaR = zR = Rz. (6)Îñêiëüêè R � îáëà
òü, òî íà ïiäñòàâi (6) a = za0, a = a1z äëÿ äåÿêèõ åëåìåíòiâ

a0, a1 ∈ R , ïðè÷îìó Ra0R = Ra1R = R . Âiäïîâiäíî äî òåîðåìè 1 i [10℄ ìà¹ìî, ùîåëåìåíòè a0, a1 � îáîðîòíi, òîáòî a � äóîåëåìåíò. Îòæå, R ¹ äóîêiëüöåì. �1. Bass X. K-theory and stable algebra / Bass X. // J. Haunts Etudes S
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Ï�ÀÂÅ ÊÂÀÇIÄÓÎÊIËÜÖÅ ÑËÀÁÊÎ�Î ÑÒÀÁIËÜÍÎ�Î �ÀÍ�Ó 1 � ... 91RIGHT QUASIDUO-RING WITH FAINT STABLE RANGE 1IS LEFT QUASIDUO-RINGÎl'ha DOMSHAIvan Franko National University of L'viv,79000, L'viv, Universytets'ka Str., 1e-mail: olya.domsha�i.uaThe problem of dis
overing a right quasiduo-ring, whi
h is not left quasiduo-ring, is proposed by Lam and Dugas. In this paper the notion of a ring withfaint stable range 1 is introdu
ed and showed that Bezout domain with faintstable range 1 is elementary divisors ring if and only if it is duo domain. It isalso proved that right quasiduo-ring with faint stable range 1 is left quasiduo-ring.Key words: ring with stable range 1, ring with faint stable range 1,quasiduo-ring, elementary divisor ring.Ï�ÀÂÎÅ ÊÂÀÇÈÄÓÎÊÎËÜÖÎ ÑËÀÁÎ�Î ÑÒÀÁÈËÜÍÎ�Î�ÀÍ�À 1 ßÂËßÅÒÑß ËÅÂÛÌ ÊÂÀÇÈÄÓÎÊÎËÜÖÎÌÎëüãà ÄÎÌØÀËüâîâñêèé íàöèîíàëüíûé óíèâåðñèòåò èìåíè Èâàíà Ôðàíêî,79000, Ëüâîâ, óë. Óíèâåðñèòåòñêàÿ, 1e-mail: olya.domsha�i.uaËàì è Äóãàñ ñ�îðìóëèðîâàëè çàäà÷ó î ïîèñêå ïðàâîãî êâàçèäóîêîëüöà,êîòîðîå íå ÿâëÿåòñÿ ëåâûì êâàçèäóî. Â ýòîé ðàáîòå äàíî îïðåäåëåíèåêîëüöà ñëàáîãî ñòàáèëüíîãî ðàíãà 1 è ïîêàçàíî, ÷òî îáëàñòü Áåçó ñëàáî-ãî ñòàáèëüíîãî ðàíãà 1 ÿâëÿåòñÿ êîëüöîì ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé òîãäà èòîëüêî òîãäà, êîãäà îíî äóîîáëàñòü. Äîêàçàíî òàêæå, ÷òî ïðàâîå êâàçèäóî-êîëüöî ñëàáîãî ñòàáèëüíîãî ðàíãà 1 åñòü ëåâûì êâàçèäóîêîëüöîì.Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîëüöî ñòàáèëüíîãî ðàíãà 1, êîëüöî ñëàáîãî ñòàáèëü-íîãî ðàíãà 1, êîëüöî ýëåìåíòàðíûõ äåëèòåëåé.Ñòàòòÿ íàäiéøëà äî ðåäêîëåãi¨ 13.03.2009Ïðèéíÿòà äî äðóêó 16.12.2009


