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omÄëÿ íåâiä'¹ìíèõ çðîñòàþ÷èõ �óíêöié âiä îäíi¹¨ çìiííî¨ ϕ(t) õàðàêòå-ðèñòèêàìè çðîñòàííÿ ¹ ïîðÿäîê i òèï. ßêùî ∃ t0 ∀ t > t0(α) ϕ(t) 6 t
α,òî �óíêöiÿ ϕ(t) íàçèâà¹òüñÿ �óíêöi¹þ ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó (çðîñòàííÿ),à in�mum òàêèõ α íàçèâà¹òüñÿ ïîðÿäêîì �óíêöi¨ ϕ(t). Îòæå, ÿêùî ρ �ïîðÿäîê �óíêöi¨ ϕ(t), òî

∀ ε > 0 ∃ t0(ε) ∀ t > t0(ε) ϕ(t) < t
ρ+ε

.Óçàãàëüíåíî ïîíÿòòÿ ïîðÿäêó çðîñòàííÿ äëÿ íåâiä'¹ìíèõ �óíêöié äâîõçìiííèõ i çàñòîñîâóþòüñÿ ââåäåíi ïîíÿòòÿ ñïðÿæåíèõ ïîðÿäêiâ äî âèâ÷åííÿõàðàêòåðèñòèê çðîñòàííÿ ãîëîìîð�íèõ òà ìåðîìîð�íèõ �óíêöié.Êëþ÷îâi ñëîâà: ìíîæèíà iñòèííèõ ïîðÿäêiâ, ïàðà iñòèííèõ ïîðÿäêiâ,àíàëiòè÷íà �óíêöiÿ, ìåðîìîð�íà �óíêöiÿ.1. Õàðàêòåðèñòèêè çðîñòàííÿ íåâiä'¹ìíèõ �óíêöié.1.1. Îçíà÷åííÿ, ïðèêëàäè, ãåîìåòðè÷íå òëóìà÷åííÿ. Íåõàé Q(α0, β0) =
= {(α, β) : α > α0, β > β0} i Q = Q(0, 0), �óíêöiÿ F (τ, r) � íåâiä'¹ìíà ïðè τ > 1,
r > 1. Íåõàé òàêîæ

K(F ) = {(α, β) ∈ Q : ∃ (τ0, r0) ∀ (τ, r) (τ > τ0, r > r0) F (τ, r) 6 τα + rβ}. (1)Çàóâàæèìî, ùî òóò τ0 òà r0 çàëåæaòü âiä α i β. ×åðåç ◦

K(F ) ïîçíà÷èìî âíóòðiøíiñòüìíîæèíè K(F ).Îçíà÷åííÿ 1. Ìíîæèíà X ç R2 íàçèâà¹òüñÿ êâàäðàíòîòâîðåíîþ, ÿêùî ðàçîì çêîæíîþ òî÷êîþ (α0, β0) âîíà ìiñòèòü êâàäðàíò Q(α0, β0).Ç îçíà÷åííÿ K(F ) âèïëèâà¹, ùî K(F ) êâàäðàíòîòâîðåíà ìíîæèíà. Ñïðàâäi,íåõàé (α0, β0) ∈ K(F ). Òîäi F (τ, r) 6 τα0 + rβ0 6 τα + rβ ïðè τ > τ0, r > r0, α > α0,
β > β0. Îòæå, Q(α0, β0) ⊂ K(F ).
© �íàòþê Î., �ðåøêî Î., Ñòàøèøèí Î., 2009



ÄÂÎÏÀ�ÀÌÅÒ�È×ÍI ÕÀ�ÀÊÒÅ�ÈÑÒÈÊÈ Ç�ÎÑÒÀÍÍß ÍÅÂIÄ'�ÌÍÈÕ ... 63Ïðèêëàä 1. �îçãëÿíåìî �óíêöiþ F (τ, r) = τr, τ > 1, r > 1. Çàñòîñó¹ìî äîáðåâiäîìó íåðiâíiñòü Þíãà
τr 6

τα

α
+

rβ

βïðè 1
α

+ 1
β

= 1. Ç íå¨ âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà ïàð (α, β) òàêèõ, ùî 1
α

+ 1
β

= 1 íàëåæèòüäî K(F ), òîáòî, F (τ, r) 6 τα + rβ ïðè τ > 1, r > 1, áî α > 1 i β > 1.Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà {(α, β) : 1
α

+ 1
β

< 1} íàëåæèòü äî K(F ). Ñïðàâäi,
1
α

+ α−1
α

= 1 i β > α
α−1 äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè ç öi¹¨ ìíîæèíè. Òîìó öÿ òî÷êà íàëå-æèòü äî Q(α, α

α−1 ). Îñêiëüêè K(F ) êâàäðàíòîòâîðåíà, òî Q(α, β) ⊂ K(F ) i ïîòðiáíåâêëþ÷åííÿ ïåðåâiðåíî. Ïîêàæåìî, ùî
(α, β) ∈ {Q \ {(α, β) :

1

α
+

1

β
6 1}} ⇒ (α, β) /∈ K(F ).Âiçüìåìî ñïî÷àòêy α0 i β0 òàêi, ùî 1

α0
+ 1

β0
> 1 i ïîêàæåìî, ùî (α0, β0) /∈ K(F ).Íåõàé

∃ (τ0, r0) ∀ (τ, r) (τ > τ0, r > r0) τr 6 τα0 + rβ0 . (2)Ïîêàæåìî, ùî ∃ α > α0 i ∃ β > β0 òàêi, ùî 1
α

+ 1
β

= 1, à ñàìå
α =

2 + (α0 − β0) +
√

4 + (α0 − β0)2

2
, β =

α

α − 1
. (3)Ïåðåâiðèìî íåðiâíiñòü α > α0. Çãiäíî ç (3) âîíà åêâiâàëåíòíà òàêié íåðiâíîñòi:

α0 + β0 − 2 <
√

4 + (α0 − β0)2. (4)�îçãëÿíåìî 2 âèïàäêè:a) α0 + β0 < 2. Íåðiâíiñòü (4) ïðàâèëüíà, áî ¨¨ ëiâà ÷àñòèíà âiä'¹ìíà;á) α0 + β0 > 2. Òîäi (4) åêâiâàëåíòíà (α0 + β0 − 2)2 < 4 + (α0 − β0)
2, òîáòî

α0β0 < α0 + β0. (5)Íåðiâíiñòü (5) ðiâíîñèëüíà íåðiâíîñòi 1
α0

+ 1
β0

> 1.Íåðiâíiñòü β > β0 ïåðåâiðÿ¹ìî àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíüî¨, îñêiëüêè
β =

α

α − 1
=

2 + (β0 − α0) +
√

4 + (β0 − α0)2

2
.Ïðèéìåìî òåïåð ó ñïiââiäíîøåííi (2) r = τα−1. Òîäi éîãî ïåðåïèøåìî òàê:

τα 6 τα0 + τ (α−1)β0 , (6)äå α > α0 çàäàíå ðiâíiñòþ (3). Ïîäiëèìî íåðiâíiñòü (6) íà τα. Òîäi
1 6 τα0−α + τ (α−1)β0−α. (7)Ñïðÿìîâóþ÷è τ → ∞, îäåðæèìî 1 6 0, áî α0 − α < 0 i

(α − 1)β0 − α = (α − 1)(β0 −
α

α − 1
) = (α − 1)(β0 − β) < 0.Ìè îòðèìàëè ñóïåðå÷íiñòü. Îòîæ,

{(α0, β0) :
1

α0
+

1

β0
> 1} 6⊂ K(F ).
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K(F ) = {(α, β) :

1

α
+

1

β
6 1}. (8)

�èñ. 1Ëåìà 1. ßêùî ìíîæèíà ◦

K(F ) íåïîðîæíÿ, òî âîíà îäíîçâ'ÿçíî íåîáìåæåíàîáëàñòü.Äîâåäåííÿ. Íåîáìåæåíiñòü ìíîæèíè ◦

K(F ) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç ¨¨ êâàäðàíòî-òâîðåíîñòi.Íåõàé γ ïðîñòà Æîðäàíîâà êðèâà ◦

K(F ). Çà òåîðåìîþ Æîðäàíà γ ðîçáèâà¹ïëîùèíó (α, β) íà äâi îáëàñòi, à ñàìå: âíóòðiøíiñòü intγ i çîâíiøíiñòü extγ, ÿêà ¹íåîáìåæåíîþ îáëàñòþ. Ïðèïóñòèìî (α0, β0) ∈ intγ. �îçãëÿíåìî ïiâïðÿìó l : {(α, β) :
α = α0, β 6 β0}, ÿêà ìà¹ òî÷êó ïåðåòèíó ç γ. Íåõàé β∗ = sup{β : β ∈ l ∩ extγ} 6 β0.Ïîêàæåìî, ùî β∗ 6= β0. Ïðèïóñòèìî, ùî β∗ = β0. Òîäi îòðèìà¹ìî (α0, β

∗) /∈ intγ.Çâiäñè (α0, β0) /∈ intγ, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ. Îòæå, β∗ < β0 ⇒ (α0, β
∗) ∈ γ.Ïðèïóñòèìî, ùî (α0, β

∗) /∈ γ. ßêùî (α0, β
∗) ∈ extγ, òî ∃ Uε((α0, β

∗)) ⊂ extγ, ùîñóïåðå÷èòü îçíà÷åííþ β∗. Òîäi (α0, β
∗) ∈ intγ, ùî òàêîæ ñóïåðå÷èòü îçíà÷åííþ

β∗. Îòæå, (α0, β
∗) ∈ γ. Ç êâàäðàíòîòâîðåíîñòi K(F ) ìà¹ìî âêëþ÷åííÿ Q(α0, β

∗) ⊂
⊂ K(F ). Îòîæ, (α0, β0) ∈ Q(α0, β

∗) ⊂ K(F ). �Âèíèêà¹ ïèòàííÿ ÷è îáëàñòü ◦

K(F ) îïóêëà. Íàñòóïíèé ïðèêëàä äà¹ íåãàòèâíóâiäïîâiäü íà öå çàïèòàííÿ.Ïðèêëàä 2. Íåõàé
F (τ, r) = min(τ, r) =

{
τ, 1 6 τ 6 r,

r, 1 6 r 6 τ.Çà îçíà÷åííÿì K(F ) ìà¹ìî
∃ (τ0, r0) ∀ (τ, r) (τ > τ0, r > r0) F (τ, r) 6 τ1 + r0,îñêiëüêè

min(τ, r) =

{
τ 6 τ1 + r0, τ0 < τ 6 r,

r 6 τ1 + r0, r0 < r 6 τ.
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∃ (τ0, r0) ∀ (τ, r) (τ > τ0, r > r0) F (τ, r) 6 τ0 + r1,áî

min(τ, r) =

{
τ 6 τ0 + r1, τ0 < τ 6 r,

r 6 τ0 + r1, r0 < r 6 τ.Îòîæ, òî÷êè (1, 0) i (0, 1) íàëåæàòü äî K(F ). Oñêiëüêè K(F ) êâàäðàíòîòâîðåíà,òî Q(1, 0) ⊂ K(F ) i Q(0, 1) ⊂ K(F ). Çâiäñè Q(1, 0) ∪ Q(0, 1) ⊂ K(F ). Ïîêàæåìî, ùî
(α, β) ∈ Q \ {Q(1, 0) ∪ Q(0, 1)} íå íàëåæèòü äî K(F ).Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå

∃ (τ0, r0) ∀ (τ, r) (τ > τ0, r > r0) min(τ, r) 6 τα + rβ .Ïðèéìåìî r = τ , òîäi τ 6 τα + τβ . Ïîäiëèìî öþ íåðiâíiñòü íà τ

1 6 τα−1 + τβ−1.Ñïðÿìó¹ìî τ → ∞, òîäi îäåðæèìî 1 6 0, áî α − 1 < 0 i β − 1 < 0. Ìè îòðèìàëèïðîòèði÷÷ÿ. Îòæå,
K(F ) = {(α, β) : (α, β) ∈ Q(1, 0) ∪ Q(0, 1)}. (9)

�èñ. 2Îçíà÷åííÿ 2. Êðèâîþ ñïðÿæåíèõ ïîðÿäêiâ �óíêöi¨ F (τ, r) íàçèâà¹òüñÿ ìåæà
∂K(F ) ìíîæèíè ◦

K(F ).Îçíà÷åííÿ 3. Íåõàé K(F ) 6= ∅. Òî÷êà (α0, β0) ∈ ∂K(F ) íàçèâà¹òüñÿ íîðìàëüíîþ,ÿêùî
(α < α0 ⇒ (α, β0) /∈ K(F )) ∧ (β < β0 ⇒ (α0, β) /∈ K(F )).Îçíà÷åííÿ 4. Ñóêóïíiñòü íîðìàëüíèõ òî÷îê ìíîæèíè ∂K(F ) áóäåìî íàçèâàòèìíîæèíîþ iñòèííèõ ïîðÿäêiâ i ïîçíà÷àòè OrdF .Îçíà÷åííÿ 5. ßêùî OrdF ìiñòèòü ëèøå îäèí åëåìåíò (ρ1, ρ2), òî âií íàçè-âà¹òüñÿ ïàðîþ iñòèííèõ ïîðÿäêiâ �óíêöi¨ F (τ, r).



66 Îêñàíà �ÍÀÒÞÊ, Îëüãà ��ÅØÊÎ, Îñòàï ÑÒÀØÈØÈÍÇàóâàæèìî òàêå: ÿêùî �óíêöiÿ F (τ, r) ìà¹ ïàðó iñòèííèõ ïîðÿäêiâ (ρ1, ρ2), òî
ρ1 = inf{α : (α, β) ∈ ∂K(F )},
ρ2 = inf{β : (α, β) ∈ ∂K(F )}.Çíàéäåìî ìíîæèíó iñòèííèõ ïîðÿäêiâ OrdF äëÿ ïðèêëàäiâ 1 òà 2.�îçãëÿíåìî �óíêöiþ F (τ, r) = τr. Ïîêàæåìî, ùî OrdF = ∂K(F ), äå K(F )âèçíà÷åíî ñïiââiäíîøåííÿì (8). Íåõàé α < α0 i (α0, β0) ∈ ∂K(F ), òîáòî 1

α0
+ 1

β0
= 1.Òîäi

1

α
+

1

β0
>

1

α0
+

1

β0
= 1.Îòæå, ç îãëÿäó íà (8), (α, β0) /∈ K(F ). Âèïàäîê β < β0 ïåðåâiðÿ¹ìî àíàëîãi÷íî.Òîìó òî÷êà (α0, β0) íîpìàëüíà çãiäíî ç îçía÷åííÿì 3 i ∂K(F ) ⊂ OrdF . Îñêiëüêè

OrdF ⊂ ∂K(F ), ça îçíà÷åííÿì 4, òî OrdF = ∂K(F ).Ïîêàæåìî, ùî OrdF = {(1, 0) ∪ (0, 1)} äëÿ �óíêöi¨ F (τ, r) = min(τ, r), äå K(F )çàäàíå ñïiââiäíîøåííÿì (9). Íåõàé (α0, β0) ∈ ∂K(F ). Ç êâàäðàíòîòâîðåíîñòi Q(1, 0)òà Q(0, 1) ìíîæèíè {α : α < α0 ∧ (α, β) ∈ Q(1, 0)}, {β : β < β0 ∧ (α, β) ∈ Q(0, 1)}íàëåæàòü äî K(F ), òîìó äîñòàòíüî ðîçãëÿíóòè ëèøå âåðøèíè êâàäðàíòiâ Q(1, 0) òà
Q(0, 1). Ç îãëÿäó íà (9) ìíîæèíè {(α, 0) : α < 1}, {(0, β) : β < 1} íå íàëåæàòü äî
K(F ), òîäi, çà îçíà÷åííÿì 3, òî÷êè (1, 0) òà (0, 1) ¹ íîðìàëüíèìè. Îòæå, OrdF =
= {(1, 0) ∪ (0, 1)}.1.2. Âëàñòèâîñòi õàðàêòåðèñòèê çðîñòàííÿ. Íàñòóïíi ëåìè äàþòü íàì çìîãóäîñëiäèòè âèïàäêè, êîëè ìíîæèíà OrdF ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíîãî åëåìåíòà.Ëåìà 2. Íåõàé F (τ, r) = F1(τ) + F2(r), äå F1(τ) i F2(r) íåâiä'¹ìíi �óíêöi¨,

ρ∗1 = lim
τ→∞

log F1(τ)

log τ
< ∞ i ρ∗2 = lim

r→∞

log F2(r)

log r
< ∞. (10)Òîäi F (τ, r) ìà¹ ïàðó iñòèííèõ ïîðÿäêiâ (ρ1, ρ2) i

ρ1 = ρ∗1, ρ2 = ρ∗2. (11)Äîâåäåííÿ. Íåõàé (α, β) ¹ åëåìåíòîì ìíîæèíè K(F ). Çà îçíà÷åííÿì 1
∃ (τ0, r0) ∈ Q ∀ (τ, r) (τ > τ0, r > r0) F1(τ) + F2(r) 6 τα + rβ ,çâiäêè

log F1(τ)

log τ
6

α log τ + β log r + log 2

log τ
.Çà�iêñóâàâøè r i ñïðÿìóâàâøè τ äî +∞, îòðèìà¹ìî ρ∗1 6 α. Àíàëîãi÷íî ρ∗2 6 β.Îòæå,

K(F ) ⊂ Q(ρ∗1, ρ
∗

2). (12)Äîâåäåìî ïðîòèëåæíå âêëþ÷åííÿ. Çãiäíî ç (10) äëÿ äîâiëüíîãî ε iñíó¹ τ0 òàêå, ùîâèêîíó¹òüñÿ òàêà íåðiâíiñòü:
log F1(τ)

log τ
6 ρ∗1 + ε,äëÿ äîâiëüíîãî τ > τ0. Çâiäñè îòðèìó¹ìî

F1(τ) 6 τρ∗1+ε.
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F2(r) 6 rρ∗2+ε, r > r0.Òîáòî, äëÿ äîâiëüíîãî ε iñíóþòü τ0, r0 òàêi, ùî

F1(τ) + F2(r) 6 τρ∗1+ε + rρ∗2+εäëÿ äîâiëüíèõ τ > τ0, r > r0. Ç äîâiëüíîñòi ε i çà îçíà÷åííÿì 1 ìà¹ìî (ρ∗1, ρ
∗

2) ∈ K(F ).Òîìó
◦

Q(ρ∗1, ρ
∗

2) ⊂ K(F ). (13)Ç îãëÿäó íà (12) òà (13) îòðèìà¹ìî
K(F ) = Q(ρ∗1, ρ

∗

2).Îòæå,
OrdF = (ρ∗1, ρ

∗

2).Çãiäíî ç îçíà÷åííÿì 5 îäåðæèìî (11). �Ëåìà 3. Íåõàé F (τ, r) = max(F1(τ), F2(r)), äå F1(τ) i F2(r) íåâiä'¹ìíi �óíêöi¨,
ρ∗1 = lim

τ→∞

log F1(τ)

log τ
< ∞ i ρ∗2 = lim

r→∞

log F2(r)

log r
< ∞.Òîäi F (τ, r) ìà¹ ïàðó iñòèííèõ ïîðÿäêiâ (ρ1, ρ2) i

ρ1 = ρ∗1, ρ2 = ρ∗2.Äîâåäåííÿ. Íåõàé (α, β) ∈ K(F ). Ïðàâèëüíi òàêi íåðiâíoñòi:
F1(τ) + F2(r)

2
6 max (F1(τ), F2(r)) = F (τ, r) 6 F1(τ) + F2(r). (14)Ç ëiâî¨ íåðiâíîñòi (14) âèïëèâà¹

F1(τ) + F2(r) 6 2(τα + rβ) ∀ τ > τ0 ∀ r > r0.Àíàëîãi÷íî äî ïî÷àòêó äîâåäåííÿ ëåìè 2 îäåðæèìî âêëþ÷åííÿ
K(F ) ⊂ Q(ρ∗1, ρ

∗

2).Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâó íåðiâíiñòü (14), ÿê i ó äîâåäåííi ëåìè 2, ìà¹ìî ïðîòèëåæíåâêëþ÷åííÿ
◦

Q(ρ∗1, ρ
∗

2) ⊂ K(F ).

�2. Õàðàêòåðèñòèêè çðîñòàííÿ ãîëîìîð�íèõ i ìåðîìîð�íèõ â êiëüöÿõ�óíêöié.2.1. Ìàêñèìóì ìîäóëÿ ãîëîìîð�íèõ â êiëüöÿõ �óíöié.Îçíà÷åííÿ 6. Íåõàé A 1
τ

r = {z : 1
τ

< |z| < r} i íåõàé f ãîëîìîð�íà �óíêöiÿ â
A 1

τ
r. Âèçíà÷èìî

M(τ, r; f) = max{|f(z)| :
1

τ
6 |z| 6 r}, τ > 1, r > 1;

M(t; f) = max{|f(z)| : |z| = t}.



68 Îêñàíà �ÍÀÒÞÊ, Îëüãà ��ÅØÊÎ, Îñòàï ÑÒÀØÈØÈÍÒåîðåìà A [1℄. ßêùî f ãîëîìîð�íà â A 1
τ

r i 1
τ

< a < t < b < r, òîäi
log M(t; f) 6

log b
t

log b
a

log M(a) +
log t

a

log b
a

log M(b).Iíøèìè ñëîâàìè, log M(t; f) ¹ îïóêëîþ �óíêöi¹þ log t.Òåîðåìà 1. Íåõàé f ãîëîìîð�íà �óíêöiÿ â C\{0}. Òîäi log M(τ, r; f) ¹ íåïåðåðâíîþ,íåñïàäíîþ òà îïóêëîþ ñòîñîâíî ëîãàðè�ìà ïî êîæíié çi çìiííèõ ïðè �iêñîâàíiéiíøié. ßêùî K(log M) 6= ∅, òî
Ord log M(τ, r; f) = {(ρ̃1, ρ̃2)}, (15)äå

ρ̃1 = lim
τ→∞

log log M( 1
τ
; f)

log τ
, ρ̃2 = lim

r→∞

log log M(r; f)

log r
.Äîâåäåííÿ. Çà�iêñó¹ìî îäíó çi çìiííèõ, íåõàé öå áóäå τ . Çà òåîðåìîþ Àäàìàðàïðî òðè êîëà, �óíêöiÿ log M(r; f) ¹ îïóêëîþ �óíêöi¹þ log r. Çà�iêñó¹ìî òåïåð

r. Ôóíêöiÿ log M( 1
τ
; f) ¹ îïóêëîþ ñòîñîâíî log τ , îñêiëüêè ïðàâîñòîðîííÿ ïîõiäíà

log M( 1
τ
; f) çà log τ , à ñàìå

log M(
1

τ
; f)′log τ = −1

τ
log′ M(

1

τ
; f)¹ íåñïàäíîþ ïðè τ > 1. Çà ïðèíöèïîì ìàêñèìóìó ìîäóëÿ

M(τ, r; f) = max(M(
1

τ
; f), M(r; f)). (16)Âèêîðèñòîâóþ÷è (16) îäåðæèìî, ùî �óíêöiÿ log M(τ, r; f) îïóêëà ñòîñîâíî ëîãà-ðè�ìà i íåïåðåðâíà ïî êîæíié çi çìiííèõ ïðè �iêñîâàíié iíøié.Çà�iêñó¹ìî τ . Çâiäñè A 1

τ
r1

⊂ A 1
τ

r2
ïðè r1 < r2, òîäi M(τ, r1; f) 6 M(τ, r2; f).Àíàëîãi÷íî äëÿ �iêñîâàíîãî r. Îòæå, �óíêöiÿ log M(τ, r; f) ¹ íåñïàäíîþ ïî êîæíiéçi çìiííèõ ïðè �iêñîâàíié iíøié.ßêùî K(log M) 6= ∅, òî ðiâíiñòü (15) îäåðæó¹ìî ç ëåìè 3. �2.2. Ïàðà iñòèííèõ ïîðÿäêiâ íåâàíëiííîâî¨ õàðàêòåðèñòèêè T (τ, r; f). Íåõàé�óíêöiÿ f ìåðîìîð�íà â A 1

τ
r.Ïîçíà÷èìî

m(τ, r; f) = m(
1

τ
, f) + m(r, f) − 2m(1, f),äå m(r, f) = 1

2π

∫ 2π

0
log+ |f(reiθ)|dθ.Îçíà÷åííÿ 7 [2℄. Ôóíêöiÿ

T (τ, r; f) = m(τ, r; f) + N(τ, r; f) + cf log
τ

r
, τ > 1, r > 1,äå

N(τ, r; f) =

r∫

1

n(1
t
, 1; f)

t
dt +

r∫

1

n(1, t; f)

t
dt + n(T ; f) log

√
τr,
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T � îäèíè÷íå êîëî, n( 1

τ
, r; f) � êiëüêiñòü ïîëþñiâ �óíêöi¨ f â A 1

τ
r, n(T ; f) � êiëü-êiñòü ïîëþñiâ �óíêöi¨ f íà T .

cf =
1

2π

∫

E
+

f

Im(
f ′

f
dz) +

1

4π

∫

E0
f

Im(
f ′

f
dz),

E+
f = {z ∈ T : |f(z)| > 1}, E0

f = {z ∈ T : |f(z)| = 1}, íàçèâà¹òüñÿ õàðàêòåðèñòèêîþÍåâàíëiííè �óíêöi¨ f .Òåîðåìà B [2℄. Íåõàé f(z) � ìåðîìîð�íà �óíêöiÿ â êiëüöi As0r0
, s0 < 1 < r0. Òîäi�óíêöiÿ T (τ, r, f), τ > 1, r > 1 ¹ íåâiä'¹ìíîþ, íåïåðåðâíîþ, íåñïàäíîþ i îïóêëîþñòîñîâíî ëîãàðè�ìà ïî êîæíié çi çìiííèõ ïðè �iêñîâàíié iíøié.Ïîçíà÷èìî T1(τ) = T (τ, 1; f), T2(r) = T (1, r; f).Òåîðåìà 2. Íåõàé f ìåðîìîð�íà �óíêöiÿ â C\{0}. ßêùî K(T ) 6= ∅, òî

OrdT (τ, r; f) = {(ρ∗1, ρ∗2)},äå
ρ∗1 = lim

r→∞

log T1(τ, f)

log τ
, ρ∗2 = lim

r→∞

log T2(r, f)

log r
.Äîâåäåííÿ. Ç îçíà÷åííÿ 7 âèïëèâà¹, ùî T (τ, r; f) = T1(τ) + T2(r). ßêùî As0ro

=
= C\{0}, òî ç òåîðåìè Â �óíêöiÿ T (τ, r; f) ¹ íåñïàäíîþ ïî êîæíié çi çìiííèõ ïðè�iêñîâàíié iíøié. Îòîæ, �óíêöiÿ T2(r) ¹ íåñïàäíîþ. Àíàëîãi÷íî äëÿ T1(τ). Îòîæ,çãiäíî ç ëåìîþ 2 T (τ, r; f) ìà¹ ïàðó iñòèííèõ ïîðÿäêiâ (ρ∗1, ρ

∗

2). �1. Rudin W. Real and Complex Analysis / Rudin W. � M
Graw-Hill, 1970.2. Kondratyuk A.A. Meromorphi
 fun
tions with several essential singularities, I / Kondra-tyuk A.A. //Matematy
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