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omÇàïðîïîíîâàíî óíiâåðñàëüíèé ñïîñiá ïîáóäîâè êàíîíi÷íèõ iíòåãðàëiâÂåé¹ðøòðàññà ç íàéêðàùèìè îöiíêàìè çâåðõó íà çðîñòàííÿ ¨õíüî¨ íåâàí-ëiííîâî¨ õàðàêòåðèñòèêè. Òàêi îöiíêè ïðèðîäíî âèíèêàþòü â òî÷íèõ îöií-êàõ çâåðõó ìîäóëiâ êîå�iöi¹íòiâ Ôóð'¹ ck(r;µ, α), r > 0, k ∈ Z, ïàðè (µ, α),äå µ � äîâiëüíèé áîðåëåâèé çàðÿä (òîáòî äiéñíîçíà÷íà ìiðà) â C òàêèé, ùî

D := {z ∈ C : |z| < 1}∩ suppµ = ∅, à α � äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ÷èñåë (à ñàìå ïîñëiäîâíiñòü êîå�iöi¹íòiâ ðîçâèíåííÿ â ñòåïåíåâèé ðÿä â Dêàíîíi÷íîãî iíòåãðàëà Âåé¹ðøòðàññà, ïîáóäîâàíîãî çà çàðÿäîì µ).Êëþ÷îâi ñëîâà: δ-ñóáãàðìîíiéíà �óíêöiÿ, êàíîíi÷íèé iíòåãðàë Âåé¹ð-øòðàññà, íàéêðàùi ìàæîðàíòè çðîñòàííÿ, ìåòîä ðÿäiâ Ôóð'¹, êîå�iöi¹íòèÔóð'¹.1. Âñòóï. Îñíîâíà òåîðåìà àëãåáðè äà¹ ïiäñòàâè çàïèñàòè äîâiëüíèé ïîëiíîì
P (z) ñòåïåíÿ (ïîðÿäêó) n ó âèãëÿäi

P (z) = C zm
n∏

j=m+1

(
1 − z

aj

)
,äå aj � íóëi P (z), âiäìiííi âiä z = 0. Öþ òåîðåìó ïîøèðåíî íà öiëi �óíêöi¨. Îñêiëüêèöiëi �óíêöi¨ â çàãàëüíîìó âèïàäêó ìàþòü íåñêií÷åííó êiëüêiñòü íóëiâ, òî ñêií÷åííèéäîáóòîê çàìiíþ¹òüñÿ íà íåñêií÷åííèé, äî ÿêîãî òðåáà ïðè¹äíàòè ïåâíi ìíîæíèêè,ùîá çàáåçïå÷èòè éîãî çáiæíiñòü. Áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ââàæàòèìåìî, ùî aj 6= 0 (áîçàìiñòü öiëî¨ �óíêöi¨ f ìîæíà ðîçãëÿíóòè �óíêöiþ f(z)z−m, äå m � ïîðÿäîê íóëÿ

f â òî÷öi z = 0).
© Áðîäÿê Î., Âàñèëüêiâ ß., 2009



28 Îêñàíà Á�ÎÄßÊ, ßðîñëàâ ÂÀÑÈËÜÊIÂÎòæå, íåõàé Z = {aj}+∞
j=1 � ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òàêà, ùî

0 < |a1| 6 |a2| 6 . . . i lim
j→+∞

|aj | = +∞. Êëàñè÷íà òåîðåìà Âåé¹ðøòðàññà [1℄ñòâåðäæó¹, ùî iñíó¹ öiëà �óíêöiÿ Π(z), íóëÿìè ÿêî¨ ¹ ÷èñëà aj (ç âðàõóâàííÿì¨õíüî¨ êðàòíîñòi) i òàêà �óíêöiÿ ìà¹ âèãëÿä
Π(z) =

+∞∏

j=1

E

(
z

aj
, pj

)
, (1)äå E(s, 0) = 1−s, E(s, p) = (1−s) exp

(∑p
k=1

1
k s
k
), � ïåðâiñíi ìíîæíèêè Âåé¹ðøòðàñ-ñà ðîäó p ∈ Z+, à {pj}+∞

j=1 � äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë, ÿêà çàáåçïå÷ó¹çáiæíiñòü íåñêií÷åííîãî äîáóòêó.Äîáðå âiäîìî (äèâ. [2℄), ùî âèáið pj = j, àáî pj = [log j], àáî pj = [α log j/ log |aj |],äå α > 1, ãàðàíòó¹ çáiæíiñòü íåñêií÷åííîãî äîáóòêó (1). Òóò i íàäàëi âèðàç [x] îçíà-÷àòèìå öiëó ÷àñòèíó ÷èñëà x.Ó 1897 ð. Å. Áîðåëü [3℄ ç'ÿñóâàâ, ùî çà óìîâè σ < +∞, äå σ := lim sup
r→+∞

logn(r;Z)
log r ,

n(r;Z) = max{j : |aj | 6 r} � ëi÷èëüíà �óíêöiÿ òî÷îê ïîñëiäîâíîñòi Z, ðiä p êàíî-íi÷íîãî äîáóòêó (1) ìîæíà âèáðàòè òàêèì, ùî äîðiâíþ¹ p = pj := [σ], ∀j ∈ N.Çàäà÷i îöiíêè çðîñòàííÿ õàðàêòåðèñòèê
logM(r,Π) := max

|z|=r
log |Π(z)|, T (r,Π) :=

1

2π

2π∫

0

log+ |Π(reiθ)|d θ,äå log+ x = log max{1, x}, êàíîíi÷íèõ äîáóòêiâ Âåé¹ðøòðàññà (1) â òåðìiíàõ ëi÷èëü-íèõ �óíêöié n(r;Z) ÷è N(r;Z) :=
∫ r
0
n(t;Z)t−1d t, àáî ¨õíiõ ìàæîðàíò ν(r), ¹ êëà-ñè÷íèìè. �õíüîìó ðîçâ'ÿçàííþ ïðèñâÿ÷åíà çíà÷íà êiëüêiñòü ïðàöü, âêëþ÷íî ç êëà-ñè÷íèìè ðîáîòàìè Å. Áîðåëÿ, Ä. Ïîéÿ, �. Âàëiðîíà, Ä. Àäàìàðà, Ï. Áóòðó, Å. Ìàé-ëåòà, À. Êðà�òà, Î. Áëþìåíòàëÿ, À. Äàíæóà (äèâ. êîðîòêèé îãëÿä â [2℄, à òàêîæìîíîãðà�i¨ [4, 5℄). Òóò ìè çâåðíåìî óâàãó ëèøå íà íîâiøi ïðàöi [6℄-[15℄, â ÿêèõ, íàíàø ïîãëÿä, îòðèìàíî îïòèìàëüíi ðåçóëüòàòè. Àíàëiç öèõ ðîáiò ñâiä÷èòü ïðî òå, ùîçàçíà÷åíi âèùå îöiíêè çîâíi ïåâíèõ âèíÿòêîâèõ ìíîæèí, àáî é äëÿ âñiõ r > 0, çäå-áiëüøîãî (çà âèíÿòêîì [12, 13, 15℄, äå çàñòîñîâàíî ìåòîä ðÿäiâ Ôóð'¹) çäîáóâàþòüçà ïîäiáíèìè ñõåìàìè, âèáèðàþ÷è íàëåæíó ïîñëiäîâíiñòü {pj}+∞

j=1 â (1) ó âèïàäêó
σ = +∞. Ïðîòå ïèòàííÿ íàéêðàùîãî âèáîðó ïîñëiäîâíîñòi {pj}+∞

j=1 äî öüîãî ÷àñó çà-ëèøà¹òüñÿ âiäêðèòèì. ßêùî æ σ < +∞, òî öÿ çàäà÷à ïîâíiñòþ ðîçâ'ÿçàíà â ïðàöÿõ[3, 16, 17, 13, 15℄.Äîáðå âiäîìî, ùî �óíêöiÿ log |Π| íàëåæèòü äî áiëüø øèðîêîãî êëàñó � êëàñóñóáãàðìîíiéíèõ â C �óíêöié, ãàðìîíiéíèõ â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè z = 0 (äèâ., íà-ïðèêëàä, [18℄). Ó êëàñàõ ñóáãàðìîíiéíèõ íà ïëîùèíi �óíêöié àíàëîãîì êàíîíi÷íèõäîáóòêiâ Âåé¹ðøòðàññà Π(z) ç 1 6 |aj |, j ∈ N, ¹ êàíîíi÷íi iíòåãðàëè Âåé¹ðøòðàññà(äèâ. [18, 
. 159℄)
u(z) =

∫

|a|>1

Kp(|a|)−1(z, a) dµ(a), z ∈ C, (1′)
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Kp(z, a) = log

∣∣∣1 − z

a

∣∣∣+ Re

(
p∑

k=1

1

k

(z
a

)k
)ïðè p ∈ N i K0(z, a) = log

∣∣∣1 − z

a

∣∣∣ � êàíîíi÷íi ÿäðà Âåé¹ðøòðàññà ðîäó p ∈ Z+;
p(t) � äîâiëüíà íåñïàäíà, äîäàòíà, öiëî÷èñåëüíà �óíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ iíòåãðàë∫ +∞

1

(
r
t

)p(t)
dn(t;µ) ñêií÷åííèé äëÿ äîâiëüíîãî r > 0; µ � äîâiëüíà äîäàòíà áîðåëåâàìiðà â C, suppµ ∩ D = ∅; n(t;µ) = µ({z ∈ C : |z| 6 t}); suppµ � íîñié ìiðè µ.Çðîçóìiëî, ùî âèùåçãàäàíi çàäà÷i òàêîæ ðîçãëÿäàëè é äëÿ êàíîíi÷íèõ iíòåãðà-ëiâ Âåé¹ðøòðàññà (1′) (äèâ., íàïðèêëàä, [18, 19℄). Ç íåäàâíiõ ðåçóëüòàòiâ çàçíà÷èìîïðàöi [20℄-[22℄, äå íà îñíîâi ìåòîäó ðÿäiâ Ôóð'¹ äîâåäåíî çàãàëüíi àíàëîãè êëàñè÷-íî¨ òåîðåìè Âåé¹ðøòðàññà â òàê çâàíèõ êëàñàõ ñóáãàðìîíiéíèõ íà ïëîùèíi �óíê-öié ñêií÷åííîãî λ-òèïó ÷è ñêií÷åííîãî (λ, ε)-òèïó, òîáòî êëàñiâ ñóáãàðìîíiéíèõ â C�óíêöié w, ãàðìîíiéíèõ ó äåÿêîìó îêîëi ïî÷àòêó êîîðäèíàò òàêèõ, ùî âiäïîâiäíîâèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi
w(z) 6 Aλ(B|z|) ÷è w(z) 6 a(ε(|z|))−αλ(|z| + βε(|z|)|z|)ïðè äåÿêèõ äîäàòíèõ ñòàëèõ A, B, a, α, β. Òóò λ(r) � íåâiä'¹ìíà, çðîñòàþ÷à äî +∞,íåïåðåðâíà íà [0,+∞) �óíêöiÿ, λ(0) = 0, à ε(r) � íåçðîñòàþ÷à íà [0,+∞) �óíêöiÿòàêà, ùî ε(0) = 1 i ïðè äåÿêîìó η > 1 äëÿ âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ r > 0 âèêîíó¹òüñÿíåðiâíiñòü ε(r + ε(r)) > (ε(r))η . Çîêðåìà, â [20℄ ç'ÿñîâàíî, ùî äîâiëüíà íåâiä'¹ìíàáîðåëåâà ìiðà µ â C, 0 6∈ suppµ, ¹ ìiðîþ �iñà ñóáãàðìîíiéíî¨ íà ïëîùèíi �óíêöi¨ w(òîáòî µw = µ, äå µw = (2π)−1∆w, ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà â C, à ðiâíiñòü ðîçóìiþòüó ñåíñi óçàãàëüíåíèõ �óíêöié [18℄) ñêií÷åííîãî λ-òèïó ïðè

λ(r) =

+∞∫

1

(r
t

)p(t)
dn(t;µ),äå p(t) � äåÿêà íåñïàäíà, íåâiä'¹ìíà �óíêöiÿ òàêà, ùî iíòåãðàë ñêií÷åííèé äëÿäîâiëüíî¨ ìiðè µ. Òàêi �óíêöi¨ p(t) iñíóþòü äëÿ äîâiëüíî¨ ìiðè µ. Íàïðèêëàä,

p(t) = n(t;µ) àáî p(t) = log(n(t;µ) + 1). Çàóâàæèìî, ùî ç îãëÿäó íà òåîðåìó Âåé¹ð-øòðàññà ïðî çîáðàæåííÿ (äèâ. [18, 
. 159℄), çãàäàíèé âèùå ðåçóëüòàò äà¹, çîêðåìà,îöiíêó çâåðõó íà çðîñòàííÿ êàíîíi÷íîãî iíòåãðàëà Âåé¹ðøòðàññà (1′). Êðiì òîãî, â[21℄ ïîêàçàíî, ùî äîâiëüíà áîðåëåâà ìiðà µ > 0 â C, 0 6∈ suppµ, ¹ ìiðîþ �iñà äåÿêî¨ñóáãàðìîíiéíî¨ �óíêöi¨ ñêií÷åííîãî (λ, ε)-òèïó ïðè
λ(r) =

r∫

0

(r
t

)p(t)−1

dn(t;µ) +

+∞∫

r

(r
t

)p(t)
dn(t;µ).Òóò p(t) � íåñïàäíà, äîäàòíà, öiëî÷èñåëüíà �óíêöiÿ òàêà, ùî äðóãèé iíòåãðàë âîñòàííüîìó ñïiââiäíîøåííi ñêií÷åííèé äëÿ äîâiëüíîãî r > 0.Ìåòà íàøî¨ ïðàöi � íà ïiäñòàâi ìåòîäèêè, ðîçðîáëåíî¨ â [15, 20, 21, 22℄, çàïðî-ïîíóâàòè óíiâåðñàëüíèé ñïîñiá ïîáóäîâè êàíîíi÷íèõ iíòåãðàëiâ Âåé¹ðøòðàññà, ÿêiâiäïîâiäàþòü äîâiëüíîìó áîðåëåâîìó çàðÿäó µ â C, {z ∈ C : |z| < 1}∩ suppµ = ∅, ç



30 Îêñàíà Á�ÎÄßÊ, ßðîñëàâ ÂÀÑÈËÜÊIÂàïðiîði íàéêðàùèìè ìàæîðàíòàìè íà çðîñòàííÿ ¨õíüî¨ íåâàíëiííîâî¨ õàðàêòåðèñòè-êè. Òàêi àïðiîðíi ìàæîðàíòè çíàõîäèìî, îöiíþþ÷è çâåðõó ìîäóëi êîå�iöi¹íòiâ Ôóð'¹
{ck(r;µ, α), r > 0, k ∈ Z} ïàðè (µ, α) (äèâ. îçíà÷åííÿ 1 òà çàóâàæåííÿ 1). Êðiì òîãî,ÿê çàñòîñóâàííÿ çàïðîïîíîâàíîãî íàìè ïiäõîäó ïîäàìî δ-ñóáãàðìîíiéíi âåðñi¨ äâîõðåçóëüòàòiâ ç ïðàöü [7, 9℄, â ÿêèõ çîâíi ïåâíèõ âèíÿòêîâèõ ìíîæèí çðàéäåíî òî÷íiîöiíêè çâåðõó íà çðîñòàííÿ �óíêöié w = log |Π|, äå Π � êàíîíi÷íèé äîáóòîê Âåé¹ð-øòðàññà (1).2. Ôîðìóëþâàííÿ ðåçóëüòàòiâ. Íåõàé µ = µ+ − µ− � äiéñíîçíà÷íà áîðåëåâàìiðà (òîáòî çàðÿä) â C, |µ| = µ+ + µ− � ïîâíà âàðiàöiÿ µ. Òóò µ+ òà µ− � äîäàòíàòà âiä'¹ìíà âàðiàöi¨ µ âiäïîâiäíî. Ñêðiçü íàäàëi ïðèïóñêàòèìåìî, ùî D := {z ∈ C :
|z| < 1}⋂ suppµ = ∅, äå suppµ � íîñié çàðÿäó µ. Êëàñ òàêèõ çàðÿäiâ ïîçíà÷àòèìåìî÷åðåç M.Îçíà÷åííÿ 1. Íåõàé µ ∈ M, α := {αk, k ∈ N} � äåÿêà ïîñëiäîâíiñòü êîìïëåêñíèõ÷èñåë. Ïîñëiäîâíiñòü {ck(r;µ, α), k ∈ Z}, äå

c0(r;µ, α) =

∫

|a|6 r

log
r

|a|dµ(a) := N(r;µ);

ck(r;µ, α) =
1

2
αk r

k +
1

2k

∫

|a|6 r

(( r
a

)k
−
(
a

r

)k)
dµ(a);

c−k(r;µ, α) = ck(r;µ, α), k ∈ N, 0 < r < +∞;íàçèâà¹òüñÿ ïîñëiäîâíiñòþ êîå�iöi¹íòiâ Ôóð'¹ ïàðè (µ, α).Íåõàé n(r; |µ|) = |µ|(Dr) � ïîâíà ìàñà çàðÿäó çàìêíåíîãî êðóãà Dr := {z ∈ C:
|z| 6 r, r > 0}. Äëÿ äîâiëüíî¨ íåâiä'¹ìíî¨, íåñïàäíî¨, íåîáìåæåíî¨ �óíêöi¨ ν(r),âèçíà÷åíî¨ íà R+ i ν(r) = 0 ïðè 0 6 r < 1, ÷åðåç M(ν) áóäåìî ïîçíà÷àòè ïiäêëàñ
M òàêèé, ùî äëÿ äîâiëüíîãî µ ∈ M âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü n(r; |µ|) 6 ν(r) äëÿ âñiõ
r > 0. ßêùî æ, êðiì òîãî, íåâiä'¹ìíà �óíêöiÿ β(r) := ν(r) − n(r; |µ|) íå ñïàäà¹, òîòàêèé ïiäêëàñ M(ν) ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç M∗(ν).Äîâiëüíié íåñïàäíié, íåâiä'¹ìíié, íåîáìåæåíié �óíêöi¨ g(r), g(r) = 0 ïðè
0 6 r < 1, ïîñòàâèìî ó âiäïîâiäíiñòü �óíêöiþ

λ(r; g, pg) :=

r∫

0

(r
t

)pg(t)−1

d g(t) +

+∞∫

r

(r
t

)pg(t)

d g(t), (2)äå pg(t) � íåñïàäíà, äîäàòíà, öiëî÷èñåëüíà �óíêöiÿ òàêà, ùî äðóãèé iíòåãðàë â (2)ñêií÷åííèé äëÿ äîâiëüíîãî r > 0. Òàêi �óíêöi¨ pg(t) iñíóþòü äëÿ äîâiëüíèõ �óíê-öié çðîñòàííÿ g(t), íàïðèêëàä, pg(t) = [g(t)] + 1, àáî pg(t) = [log+ g(t)] + 2, àáî
pg(t) = [(1 + δ)ρ̂(t)] + 1, ∀ δ > 0, äå ρ̂(t) = sup

τ6 t
log+ g(τ)/ log τ .Íåõàé

ρg := lim
r→+∞

log+ g(r)

log r
, 0 ≤ ρg 6 +∞,



ÓÇÀ�ÀËÜÍÅÍÀ ÒÅÎ�ÅÌÀ ÂÅÉ��ØÒ�ÀÑÑÀ ÄËß δ-ÑÓÁ�À�ÌÎÍIÉÍÈÕ ... 31� ïîðÿäîê �óíêöi¨ çðîñòàííÿ g(r). ßêùî 0 6 ρg < +∞, òî ó òàêîìó âèïàäêó ïðèéìå-ìî pg(t) := [ρg] + 1 i
λ(r; g, pg) = r[ρg ]

r∫

0

d g(t)

t[ρg ]
+ r[ρg ]+1

+∞∫

r

d g(t)

t[ρg ]+1
=

= [ρg]r
[ρg ]

r∫

0

g(t)

t[ρg ]+1
d t+ ([ρg] + 1)r[ρg ]+1

+∞∫

r

g(t)

t[ρg ]+2
d t. (3)Çàóâàæåííÿ 1. Ïîáóäîâà êîå�iöi¹íòiâ Ôóð'¹ ck(r;µ, α) ïàðè (µ, α), µ ∈ M, ç

αk = −1

k

∫

|a|6 p−1(k)

a−kdµ(a), k ∈ N,

p−1(k) = sup{t : p(t) ≤ k}, sup∅ = 0, k ∈ N,ðiâíîñèëüíà äî ïîáóäîâè êàíîíi÷íîãî iíòåãðàëà Âåé¹ðøòðàññà
w(z) =

∫

|a|>1

Kp(|a|)−1(z, a) dµ(a), z ∈ C, (4)äå p(t) := pn(t) � äîâiëüíà íåñïàäíà, äîäàòíà, öiëî÷èñåëüíà �óíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ ií-òåãðàë +∞∫
r

(
r
t

)p(t)
dn(t; |µ|) ñêií÷åííèé äëÿ äîâiëüíîãî r > 0.Ñïðàâäi, çà òåîðåìîþ Âåé¹ðøòðàññà [18℄ �óíêöiÿ w(z), âèçíà÷åíà ñïiââiäíîøåí-íÿì (4), ¹ δ-ñóáãàðìîíiéíîþ â C. Äàëi, íåõàé 0 < |z| < 1 6 |a|. Òîäi

Kp(|a|)−1(z, a) = Re
(
−

∑

k> p(|a|)

1

k

(z
a

)k)
.Îòæå,

αk = −1

k

∫

|a|6 p−1(k)

a−kdµ(a), k ∈ N,i, âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàòè [23℄ (äèâ. òàêîæ [24℄), äëÿ òàêî¨w ñïiââiäíîøåííÿ ck(r, w) =
= ck(r;µ, α) ¹ ïðàâèëüíèìè äëÿ âñiõ k ∈ Z, r > 0, äå

ck(r, w) =
1

2π

2π∫

0

e−ikθ w(reiθ) d θ, k ∈ Z, 0 < r < +∞.Íåõàé (u, v) � êàíîíi÷íà äåêîìïîçèöiÿ δ-ñóáãàðìîíiéíî¨ �óíêöi¨ w [25, 23℄, òîáòî
w = u − v íà ìíîæèíi E ⊂ C, äå u i v íå äîðiâíþþòü âîäíî÷àñ −∞ i µu = µ+

w ,
µv = µ−

w . Òóò µw =
1

2π
∆w, äå ∆ � îïåðàòîð Ëàïëàñà â C, à ðiâíiñòü ðîçóìiþòü ó ñåíñi



32 Îêñàíà Á�ÎÄßÊ, ßðîñëàâ ÂÀÑÈËÜÊIÂóçàãàëüíåíèõ �óíêöié (òîáòî ðîçïîäiëiâ Ë. Øâàðöà). Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi,ââàæàòèìåìî, ùî D
⋂ suppµw = ∅ i w(0) = u(0) = v(0) = 0. Íåõàé òàêîæ

T (r, w) =
1

2π

2π∫

0

max{u(reiθ), v(reiθ)}d θ, 0 < r < +∞;

mq(r, w) =



 1

2π

2π∫

0

∣∣w(reiθ)
∣∣q d θ




1/q

, 1 6 q < +∞, 0 < r < +∞.Çàóâàæåííÿ 2. Ìà¹ìî
m2(r, w) ≥ m1(r, w) = 2T (r, w) −N(r; |µ|), ∀ r > 0.Îòæå,

T (r, w) 6
1

2
N(r; |µ|) +

1

2
m2(r, w), ∀ r > 0. (5)Òåîðåìà 1. i) Äëÿ äîâiëüíîãî µ ∈ M iñíó¹ êàíîíi÷íèé iíòåãðàë Âåé¹ðøòðàññà w(äèâ. ñïiââiäíîøåííÿ (4)) òàêèé, ùî éîãî íåâàíëiííîâà õàðàêòåðèñòèêà T (r, w) äëÿâñiõ r > 1 çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

T (r, w) 6 N(r; |µ|) +
π

2
√

3
λ(r;n, pn), (6)äå �óíêöiÿ λ(r;n, pn) çàäàíà ñïiââiäíîøåííÿì (2) ïðè g(r) = n(r; |µ|) ó âèïàäêó

ρn = +∞ i ñïiââiäíîøåííÿì (3) ïðè g(r) = n(r; |µ|) ó âèïàäêó ρn < +∞ âiäïîâiäíî.ii) Äëÿ äîâiëüíîãî µ ∈ M∗(ν) iñíó¹ êàíîíi÷íèé iíòåãðàë Âåé¹ðøòðàññà w (äèâ.ñïiââiäíîøåííÿ (4)) òàêèé, ùî éîãî íåâàíëiííîâà õàðàêòåðèñòèêà T (r, w) äëÿ âñiõ
r > 1 çàäîâîëüíÿ¹ íåðiâíiñòü

T (r, w) ≤ N(r; |µ|) +
π

2
√

3
λ(r; ν, pν), (7)äå �óíêöiÿ λ(r; ν, pν) çàäàíà ñïiââiäíîøåííÿì (2) ïðè g(r) = ν(r) ó âèïàäêó ρν = +∞i ñïiââiäíîøåííÿì (3) ïðè g(r) = ν(r) ó âèïàäêó ρν < +∞ âiäïîâiäíî.Çà äîïîìîãîþ òåîðåìè 1 âèâåäåìî òåîðåìè 2 òà 3, ÿêi ¹ δ-ñóáãàðìîíiéíèìèâåðñiÿìè äâîõ ðåçóëüòàòiâ ç ïðàöü [7℄ òà [9℄ âiäïîâiäíî.Íåõàé µ ∈ M. Ïðèéìåìî â (2)

g(t) = n(t; |µ|), pg(t) = [2ψ(log n(t; |µ|)) log n(t; |µ|)] + 1,äå
ψ(t) = sup

s6t
φ(s)

√∫ +∞

s

d τ/(φ(τ) τ log τ)òàêà, ùî ∫ +∞
d t/(ψ(t) t log t) < +∞ i lim

t→+∞
ψ(t)/φ(t) = 0 äëÿ äîâiëüíî¨ äîäàòíî¨, íå-ñïàäíî¨ �óíêöi¨ φ(t), äëÿ ÿêî¨ ∫ +∞

d t/(φ(t) t log t) < +∞ (äèâ. [7℄). Òîäi ïðàâèëüíàòàêà òåîðåìà.



ÓÇÀ�ÀËÜÍÅÍÀ ÒÅÎ�ÅÌÀ ÂÅÉ��ØÒ�ÀÑÑÀ ÄËß δ-ÑÓÁ�À�ÌÎÍIÉÍÈÕ ... 33Òåîðåìà 2. Íåõàé φ(t) � äîäàòíà, íåñïàäíà �óíêöiÿ òàêà, ùî
+∞∫

d t

φ(t) t log t
< +∞.Òîäi äëÿ äîâiëüíîãî µ ∈ M òàêîãî, ùî

lim inf
r→+∞

log+ n(r; |µ|)
log r

> 0 (8)iñíó¹ êàíîíi÷íèé iíòåãðàë Âåé¹ðøòðàññà w (äèâ. ñïiââiäíîøåííÿ (4)) òàêèé, ùî
µw = µ i

log T (r, w) = o((log n(r; |µ|))2φ(log n(r; |µ|))), r → +∞, (9)çîâíi ìíîæèíè E ⊂ [1,+∞) òàêî¨, ùî ∫
E
d log t < +∞.Íåõàé µ ∈ M. Ïðèéìåìî â (2) g(t) = n(t; |µ|), pg(t) = [n(t; |µ|)] + 1. Òîäi ïðà-âèëüíà òàêà òåîðåìà.Òåîðåìà 3. Äëÿ äîâiëüíîãî µ ∈ M iñíó¹ êàíîíi÷íèé iíòåãðàë Âåé¹ðøòðàññà w(äèâ. ñïiââiäíîøåííÿ (4)) òàêèé, ùî µw = µ i

T (r, w) 6 A exp(BN(r; |µ|)), r 6∈ E, (10)äå A, B > 0, à E ⊂ [1,+∞) � äåÿêà ìíîæèíà òàêà, ùî ∫
E
d t < +∞.3. Äîïîìiæíi ðåçóëüòàòè i äîâåäåííÿ òåîðåì 1�3. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè1 áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè òàêó ëåìó.Ëåìà 1. i) Äëÿ äîâiëüíîãî µ ∈ M iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü α êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òàêà,ùî äëÿ âñiõ |k| ∈ N, r > 0 âèêîíó¹òüñÿ

|ck(r;µ, α)| ≤ λ(r;n, pn)

|k| . (11)ii) Äëÿ äîâiëüíîãî µ ∈ M∗(ν) iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü α̃ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë òàêà,ùî äëÿ âñiõ |k| ∈ N, r > 0 âèêîíó¹òüñÿ
|ck(r;µ, α̃)| ≤ λ(r; ν, pν)

|k| . (12)Äîâåäåííÿ. Íåõàé µ ∈ M i íåõàé p(t) := pn(t) � äîâiëüíà íåñïàäíà, äîäàòíà, öiëî÷è-ñåëüíà �óíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ iíòåãðàë ∫ +∞

r

(
r
t

)p(t)
dn(t; |µ|) ñêií÷åííèé äëÿ äîâiëüíîãî

r > 0. ßêùî ρn < +∞, òî iíòåãðàë ∫ +∞

r n(t; |µ|)t−[ρn]−2 d t < +∞ äëÿ âñiõ r > 0.Äëÿ k ∈ N ïðèéìåìî
p−1(k) = sup{t : p(t) ≤ k}, sup∅ = 0.Çàóâàæèìî, ùî ó âèïàäêó ρn < +∞ ìà¹ìî p−1(k) = +∞ äëÿ âñiõ k ≥ [ρn] + 1.Íåõàé
αk = −1

k

∫

|a|≤ p−1(k)

a−k dµ(a), k ∈ N. (13)
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αk = −1

k

∫

a∈C

a−k dµ(a), ∀ k ≥ [ρn] + 1. (14)Òîäi äëÿ k ∈ N ç îãëÿäó íà ñïiââiäíîøåííÿ (13) îòðèìà¹ìî
αk +

1

k

∫

|a|≤r

a−k dµ(a) =





1

k

∫

p−1(k)<|a|≤r

a−k dµ(a), r > p−1(k);

−1

k

∫

r<|a|≤p−1(k)

a−k dµ(a), r < p−1(k);à, ó âèïàäêó ρn < +∞, ç îãëÿäó íà ñïiââiäíîøåííÿ (14), äëÿ äîâiëüíîãî k ≥ [ρn] + 1âèêîíó¹òüñÿ
αk +

1

k

∫

|a|≤r

a−k dµ(a) = −1

k

∫

|a|>r

a−k dµ(a).Îòæå, äëÿ k ∈ N ïðàâèëüíà îöiíêà
∣∣∣∣∣∣∣
αk+

1

k

∫

|a|≤r

a−k dµ(a)

∣∣∣∣∣∣∣
≤





1

k

∫

p−1(k)<|a|≤r

|a|−k d |µ|(a), r > p−1(k); (15.1)

1

k

∫

r<|a|≤p−1(k)

|a|−k d |µ|(a), r < p−1(k); (15.2)i, ó âèïàäêó ρn < +∞, äëÿ äîâiëüíîãî k ≥ [ρn] + 1
∣∣∣∣∣∣∣
αk +

1

k

∫

|a|≤r

a−k dµ(a)

∣∣∣∣∣∣∣
≤ 1

k

∫

|a|>r

|a|−k d |µ|(a). (16)Ó íåðiâíîñòi (15.1) p−1(k) < |a|. Çâiäñè, çà îçíà÷åííÿì p−1(k), ìà¹ìî k < p(|a|) i,çàâäÿêè öiëî÷èñåëüíîñòi �óíêöi¨ p(t), îäåðæèìî k ≤ p(|a|) − 1. Îòæå,
∫

p−1(k)<|a|6r

(
r

|a|

)k
d|µ|(a)6

r∫

p−1(k)

(r
t

)p(t)−1

dn(t; |µ|)6
r∫

0

(r
t

)p(t)−1

dn(t; |µ|). (17)Â íåðiâíîñòi (15.2) ìà¹ìî |a| ≤ p−1(k). Òîìó p(|a|) ≤ k. Îòîæ,
p−1(k)∫

r

(r
t

)p(t)
dn(t; |µ|) 6

+∞∫

r

(r
t

)p(t)
dn(t; |µ|). (18)Ó âèïàäêó æ ρn < +∞ ç îãëÿäó íà (16) äëÿ âñiõ k ≥ [ρn] + 1 âiäïîâiäíî âèêîíó¹òüñÿ

rk

∣∣∣∣∣∣∣
αk +

1

k

∫

|a|≤r

a−kdµ(a)

∣∣∣∣∣∣∣
≤ 1

k

+∞∫

r

(r
t

)[ρn]+1

dn(t; |µ|). (19)



ÓÇÀ�ÀËÜÍÅÍÀ ÒÅÎ�ÅÌÀ ÂÅÉ��ØÒ�ÀÑÑÀ ÄËß δ-ÑÓÁ�À�ÌÎÍIÉÍÈÕ ... 35Îòîæ, ó âèïàäêó ρn = +∞, âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (15), (17), (18) òà íåðiâíiñòü
n(r; |µ|) ≤

r∫
0

(
r
t

)p(t)−1
dn(t; |µ|), äëÿ äîâiëüíîãî k ∈ N ìà¹ìî

|ck(r;µ, α)| =

=
1

2

∣∣∣∣∣∣∣
αkr

k +
1

k

∫

|a|6r

(( r
a

)k
−
(
a

r

)k)
dµ(a)

∣∣∣∣∣∣∣
6
rk

2

∣∣∣∣∣∣∣
αk +

1

k

∫

|a|≤r

a−kdµ(a)

∣∣∣∣∣∣∣
+

+
1

2k

∫

|a|≤r

( |a|
r

)k
d |µ|(a) 6

1

2k




r∫

0

(r
t

)p(t)−1

dn(t; |µ|) +

+∞∫

r

(r
t

)p(t)
dn(t; |µ|)



+

+
n(r; |µ|)

2k
≤ λ(r;n, pn)

k
,äå �óíêöiÿ λ(r;n, pn) âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (2) ïðè g(r) = n(r; |µ|).Ó âèïàäêó æ ρn < +∞, ç îãëÿäó íà ñïiââiäíîøåííÿ (15)�(19), âiäïîâiäíî îäåð-æó¹ìî

|ck(r;µ, α)| ≤ 1

k
λ(r;n, pn), ∀ k = 1, 2, ..., [ρn];

|ck(r;µ, α)| ≤ 1

k


n(r; |µ|) +

+∞∫

r

(r
t

)[ρn]+1

dn(t; |µ|)


 6

1

k
λ(r;n, pn), ∀ k ≥ [ρn] + 1;äå �óíêöiÿ λ(r;n, pn) âèçíà÷à¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿì (3) ïðè g(r) = n(r; |µ|).Âðàõîâóþ÷è, ùî |c−k(r;µ, α)| = |ck(r;µ, α)| äëÿ äîâiëüíèõ k ∈ N i r > 0, îòðè-ìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (11) äëÿ âñiõ |k| ∈ N i r > 0.Íåõàé òåïåð µ ∈ M∗(ν) i íåõàé p(t) = pν(t) � äîâiëüíà íåñïàäíà, äîäàòíà,öiëî÷èñåëüíà �óíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ iíòåãðàë +∞∫

r

(
r
t

)p(t)
d ν(t) ñêií÷åííèé äëÿ äîâiëüíîãî

r > 0. Äëÿ k ∈ N ïðèéìåìî
p−1(k) = sup{t : p(t) ≤ k}, sup∅ = 0.ßêùî ρν < +∞, òàê ñàìî ÿê é ó âèïàäêó µ ∈ M, îòðèìà¹ìî p−1(k) = +∞ äëÿ âñiõ

k ≥ [ρν ] + 1.Íåõàé
α̃k = −1

k

∫

|a|≤ p−1(k)

a−kdµ(a).ßê i ó âèïàäêó µ ∈ M ïåðåñâiä÷ó¹ìîñÿ, ùî äëÿ k ∈ N ïðàâèëüíi íåðiâíîñòi
rk

∣∣∣∣∣∣∣
α̃k +

1

k

∫

|a|≤r

a−kdµ(a)

∣∣∣∣∣∣∣
≤





1

k

r∫

p−1(k)

(r
t

)k
dn(t; |µ|), r > p−1(k);

1

k

p−1(k)∫
r

(r
t

)k
dn(t; |µ|), r < p−1(k);
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rk

∣∣∣∣∣∣∣
α̃k +

1

k

∫

|a|≤r

a−kdµ(a)

∣∣∣∣∣∣∣
≤ 1

k

+∞∫

r

(r
t

)k
dn(t; |µ|).Çàóâàæèìî, ùî âêëþ÷åííÿ µ ∈ M∗(ν) iìïëiêó¹ äëÿ äîâiëüíèõ 0 < t1 < t2 < +∞,

∀ k ∈ N, ñïiââiäíîøåííÿ
t2∫

t1

(r
t

)k
dn(t; |µ|) =

t2∫

t1

(r
t

)k
d ν(t) −

t2∫

t1

(r
t

)k
d (ν(t) − n(t; |µ|)) 6

t2∫

t1

(r
t

)k
d ν(t),áî çà óìîâîþ d (ν(t) − n(t; |µ|)) ≥ 0. Âðàõîâóþ÷è öå òâåðäæåííÿ, òàê ñàìî, ÿê i óâèïàäêó µ ∈ M, îòðèìó¹ìî ñïiââiäíîøåííÿ (12), ÿêùî ρν = +∞.ßêùî æ ρν < +∞, òî òâåðäæåííÿ ïóíêòó ii) öi¹¨ ëåìè âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíî¨

µ ∈ M(ν). Ëåìó äîâåäåíî.
�Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Ïåðåäóñiì íàãàäà¹ìî (äèâ. çàóâàæåííÿ 1), ùî äëÿ êà-íîíi÷íîãî iíòåãðàëà Âåé¹ðøòðàññà w, âèçíà÷åíîãî ñïiââiäíîøåííÿì (4), îäóðæó¹ìî

ck(r, w) = ck(r;µw, α) äëÿ âñiõ k ∈ Z, r > 0, äå ïîñëiäîâíiñòü α = {αk, k ∈ N}îçíà÷åíà ñïiââiäíîøåííÿìè (13) i (14) (îñòàííi ïðàâèëüíi äëÿ âñiõ k ≥ [ρn] + 1 óâèïàäêó ρn < +∞).Ç îãëÿäó íà îçíà÷åííÿ êîå�iöi¹íòiâ Ôóð'¹ ck(r;µw , α) ïàðè (µw, α), ðiâíiñòüÏàðñåâàëÿ, íåðiâíiñòü Ìiíêîâñüêîãî òà ñïiââiäíîøåííÿ (5) i (11) çíàõîäèìî, ùî äëÿâñiõ r ≥ 1

T (r, w) ≤ 1

2
N(r; |µ|) +

1

2

(
N2(r;µ) + 2

+∞∑

k=1

|ck(r;µw, α)|2
)1/2

≤

≤ N(r; |µ|) +
1√
2

(
+∞∑

k=1

1

k2

)1/2

λ(r;n, pn) 6 N(r; |µ|) +
π

2
√

3
λ(r;n, pn).Òâåðäæåííÿ ïóíêòó ii) äîâîäèòüñÿ òàê ñàìî. Òåîðåìó 1 äîâåäåíî.Çàóâàæåííÿ 3. Ó âèïàäêó w = log |f |, f � öiëà â C �óíêöiÿ i g(t) = n(t;Z), ρn < +∞,àáî g(t) = ν(t), ρν < +∞, �óíêöi¨ çðîñòàííÿ, çàäàíi ñiââiäíîøåííÿìè (3), ¹ òàêçâàíèìè ìiíiìàëüíèìè ìàæîðàíòàìè çðîñòàííÿ (äèâ. [13, 15, 26℄).Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Ïðîâåäåìî äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè çà ñõåìîþ, áëèçü-êîþ iäåéíî äî çàïðîïîíîâàíî¨ äëÿ âèïàäêó öiëèõ �óíêöié â [7℄. Íåõàé µ ∈ M iíåõàé �óíêöiÿ λ(r; g, pg) çàäàíà ñïiââiäíîøåííÿì (2) ç g(t) = n(t; |µ|) i pg(t) =

= [2ψ(logn(t; |µ|)) logn(t; |µ|)]+1, äå �óíêöiÿ ψ(t) òàêà, ùî +∞∫
t0

d t/(ψ(t) t log t) < +∞,
t0 > 1 i

lim
t→+∞

ψ(t)

φ(t)
= 0. (20)
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r (r/t)p(t)dn(t; |µ|) ñêií÷åííèé äëÿ äîâiëü-íîãî r > 0. Ïðèéìåìî R = r exp (1/ψ(logn(r; |µ|))). Òîäi
+∞∫

r

(r
t

)p(t)
dn(t; |µ|) =

R∫

r

(r
t

)p(t)
dn(t; |µ|) +

+∞∫

R

(r
t

)p(t)
dn(t; |µ|). (21)Çàóâàæèìî, ùî

R∫

r

(r
t

)p(t)
dn(t; |µ|) 6 n(R; |µ|) − n(r; |µ|) 6 n(R; |µ|). (22)Êðiì òîãî, çàóâàæèìî, ùî

logn(R; |µ|) 6 (logn(r; |µ|))2, r 6∈ E . (23)Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî çàñòîñóâàòè òåîðåìó Áîðåëÿ-Íåâàíëiííè ç [27, 
. 140℄ äî �óíêöi¨
u(r) = logn(er; |µ|) ç ϕ(t) = 1/ψ(t) òà âèáðàòè ε = 1 (äèâ. òàêîæ [7℄).Äàëi

+∞∫

R

(r
t

)p(t)
dn(t; |µ|) 6

+∞∫

R

dn(t; |µ|)
exp

(
2ψ(log n(t;|µ|)) logn(t;|µ|)

ψ(logn(r;|µ|))

) 6

+∞∫

r

dn(t; |µ|)
n2(t; |µ|) 6 1 (24)ïðè r > 0.Âðàõîâóþ÷è (21), (22) i (24), îäåðæèìî ∫ +∞

r (r/t)p(t)dn(t; |µ|) < +∞ äëÿ âñiõ
r > 0. Çà òåîðåìîþ 1 iñíó¹ êàíîíi÷íèé iíòåãðàë Âåé¹ðøòðàññà w (äèâ. ñïiââiäíîøåí-íÿ (4)) òàêèé, ùî µw = µ i äëÿ âñiõ r > 1

logT (r, w) = C(logN(r; |µ|) + logλ(r; g, pg)), (25)äå C � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà.Ìà¹ìî
logN(r; |µ|) = log

r∫

1

n(t; |µ|)
t

d t 6 logn(r; |µ|) + log log r.Òîäi ç óìîâè (8) íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî
logN(r; |µ|) = o((log n(r; |µ|))2), r → +∞. (26)Çðåøòîþ,

r∫

0

(r
t

)p(t)−1

dn(t; |µ|) =

r∫

1

(r
t

)p(t)−1

dn(t; |µ|) 6 rp(r)−1n(r; |µ|).Îòæå, âðàõîâóþ÷è ñïiââiäíîøåííÿ (20) òà óìîâó (8), ïðè r → +∞ îäåðæó¹ìî
log

r∫

0

(r
t

)p(t)−1

dn(t; |µ|) 6 logn(r; |µ|) + 2ψ(logn(r; |µ|)) log n(r; |µ|) log r 6

6 (2 + o(1))ψ(log n(r; |µ|)) log n(r; |µ|) log r = o((log n(r; |µ|))2φ(logn(r; |µ|))). (27)



38 Îêñàíà Á�ÎÄßÊ, ßðîñëàâ ÂÀÑÈËÜÊIÂÎòîæ, çi ñïiââiäíîøåíü (21)�(27) âèïëèâà¹ àñèìïòîòè÷íà ðiâíiñòü (9). Òåîðåìó 2äîâåäåíî.Çàóâàæåííÿ 4. ×àñòêîâèé âèïàäîê òåîðåìè 2, êîëè w = log |f |, äå f � öiëà â C�óíêöiÿ, ðîçãëÿíóòî â ïðàöÿõ [6, 7, 8℄. Çîêðåìà, (äèâ. òåîðåìè 1 i 2 òà çàóâàæåí-íÿ äî òåîðåìè 2) â [7℄ ç'ÿñîâàíî, ùî àñèìïòîòè÷íå ñïiââiäíîøåííÿ òèïó (9) çîâíiâèíÿòêîâî¨ ìíîæèíè E ñêií÷åííî¨ ëîãàðè�ìi÷íî¨ ìiðè ¹ íàéêðàùèì iç ìîæëèâèõ óâèïàäêó, êîëè w = log |f |, f � öiëà â C �óíêöiÿ ç çàäàíîþ ïîñëiäîâíiñòþ íóëiâ Z,ëi÷èëüíà �óíêöiÿ n(r;Z) ÿêèõ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó (8).Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3. Äëÿ äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè âèêîðèñòà¹ìî ìåòîäèêó,ïîäiáíó äî çàñòîñîâàíî¨ ïðè äîâåäåííi òâåðäæåííÿ 4 ç [9℄.Ïðèéìåìî R = r + 1/N(r; |µ|). Äëÿ r N(r; |µ|) > 1 ìà¹ìî
log

(
1 +

1

r N(r; |µ|)

)
>

1

2rN(r; |µ|) ,çâiäêè
N(R; |µ|) >

R∫

r

n(t; |µ|)
t

d t > n(r; |µ|) log

(
1 +

1

rN(r; |µ|)

)
>

n(r; |µ|)
2rN(r; |µ|) .Îòæå,

n(r; |µ|) 6 2 rN(r; |µ|)N(R; |µ|),
n(R; |µ|) 6 2RN(R; |µ|)N(R+ 1/N(r; |µ|); |µ|).Çà òåîðåìîþ Áîðåëÿ-Íåâàíëiííè [5, 
. 120℄

n(r; |µ|) ≤ A1 r N
2(r; |µ|), r 6∈ E, (28)

n(R; |µ|) ≤ A2 r N
2(r; |µ|), r 6∈ E, (29)äå E � äåÿêà ìíîæèíà ñêií÷åííî¨ ìiðè, à A1, A2 � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi.Íåõàé �óíêöiÿ λ(r; g, pg) çàäàíà ñïiââiäíîøåííÿì (2) ç g(t) = n(t; |µ|) i

pg(t) = [n(t; |µ|)] + 1.Âðàõîâóþ÷è íåðiâíiñòü N(r; |µ|) >
∫ r
t n(t; |µ|)t−1d t > n(t; |µ|) log(r/t) òà ñïiââiä-íîøåííÿ (28), ïðè r 6∈ E çíàõîäèìî

r∫

0

(r
t

)p(t)−1

dn(t; |µ|) =

r∫

1

(r
t

)[n(t;|µ|)]

dn(t; |µ|) ≤
r∫

1

exp
(
n(t; |µ|) log

r

t

)
dn(t; |µ|) 6

6 n(r; |µ|) exp(N(r; |µ|)) 6 2A1rN
2(r; |µ|) exp(N(r; |µ|)) ≤ exp(B1N(r; |µ|)), (30)äå E � ìíîæèíà ñêií÷åííî¨ ìiðè, à B1 � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà.Äàëi ìà¹ìî

+∞∫

r

(r
t

)p(t)
dn(t; |µ|) =

R∫

r

(r
t

)p(t)
dn(t; |µ|) +

+∞∫

R

(r
t

)p(t)
dn(t; |µ|). (31)
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R∫

r

(r
t

)p(t)
dn(t; |µ|) 6 n(R; |µ|) 6 A2rN

2(r; |µ|) 6 exp(B2N(r; |µ|)), r 6∈ E. (32)Òàêîæ ìà¹ìî
+∞∫

R

(r
t

)p(t)
dn(t; |µ|) 6

+∞∫

R

dn(t; |µ|)
exp

(
log
(
1 + 1

r N(r;|µ|)

)
n(t; |µ|)

) 6

6

∫ +∞

0

exp

(
− log

(
1 +

1

r N(r; |µ|)

)
x

)
d x =

1

log
(
1 + 1

r N(r;|µ|)

) 6

6 2 rN(r; |µ|) 6 exp(B3N(r; |µ|)), B3 > 0. (33)Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè 3 òðåáà âðàõóâàòè òâåðäæåííÿ ïóíêòó i)òåîðåìè 1, ñïiââiäíîøåííÿ (30)�(33) òà î÷åâèäíó íåðiâíiñòü
N(r; |µ|) 6 exp(N(r; |µ|)).Çàóâàæåííÿ 5. Â [9℄ ïîêàçàíî, ùî äëÿ êàíîíi÷íîãî äîáóòêó Âåé¹ðøòðàññà (1) çíóëÿìè Z = {aj}, 1 6 |aj |, i pj = n(|aj |;Z) iñíóþòü ñòàëi A, B > 0 òà ìíîæèíà Eñêií÷åííî¨ ìiðè òàêi, ùî

T (r,Π) 6 A exp(BN(r;Z)), 0 < r 6∈ E. (34)ßê çàçíà÷åíî â [2℄, îöiíêà (34) çîâíi âèíÿòêîâî¨ ìíîæèíè E ñêií÷åííî¨ ìiðè äëÿäåÿêèõ ñòàëèõ A i B ¹ íàéêðàùîþ ç ìîæëèâèõ ó òàêîìó ðîçóìiííi: âåëè÷èíó
A exp(BN(r;Z)) íå ìîæíà çàìiíèòè íà exp(Φ(N(r;Z))) äëÿ æîäíî¨ �iêñîâàíî¨�óíêöi¨ Φ(t) òàêî¨, ùî lim

t→+∞
Φ(t)/t = 0.4. Âèñíîâêè. Íà ïiäñòàâi ìåòîäó ðÿäiâ Ôóð'¹ äëÿ ñóáãàðìîíiéíèõ íà ïëî-ùèíi �óíêöié, ðîçðîáëåíîãî â ïðàöÿõ [21, 22, 23, 24℄, çàïðîïîíîâàíî óíiâåðñàëü-íèé ñïîñiá ïîáóäîâè êàíîíi÷íèõ iíòåãðàëiâ Âåé¹ðøòðàññà äëÿ δ-ñóáãàðìîíiéíèõâ C �óíêöié ç àïðiîði íàéêðàùèìè ç ìîæëèâèõ ìàæîðàíòàìè íà çðîñòàííÿ íå-âàíëiííîâèõ õàðàêòåðèñòèê òàêèõ �óíêöié. Òàêi àïðiîðíi ìàæîðàíòè çðîñòàííÿïðèðîäíî âèíèêàþòü ó òî÷íèõ îöiíêàõ çâåðõó ìîäóëiâ êîå�iöi¹íòiâ Ôóð'¹ êàíî-íi÷íèõ iíòåãðàëiâ Âåé¹ðøòðàññà, ïîáóäîâàíèõ çà äîâiëüíèì áîðåëåâèì â C çà-ðÿäîì µ ∈ M (àáî µ ∈ M∗(ν) ⊂ M(ν) ⊂ M). ßê çàñòîñóâàííÿ íàâåäåíî

δ-ñóáãàðìîíiéíi àíàëîãè äâîõ òî÷íèõ ðåçóëüòàòiâ ç [7, 9℄, ÿêi ñòîñóþòüñÿ âèïàä-êó öiëèõ â C �óíêöié. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè íàäàëi ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿðîçâ'ÿçàííÿ ïðîáëåìè âiäøóêàííÿ òàê çâàíèõ ìiíiìàëüíèõ ìàæîðàíò çðîñòàííÿ(äèâ. [6, 13, 15, 22℄) äëÿ öiëèõ i ñóáãàðìîíiéíèõ â C �óíêöié òà òiñíî ïîâ'ÿçàíîþiç öi¹þ ïðîáëåìîþ çàäà÷åþ (äèâ. [6, 13, 22℄) ïðî êàíîíi÷íå çîáðàæåííÿ ìåðîìîð�-íèõ �óíêöié ÷àñòêîþ öiëèõ �óíêöié (âiäïîâiäíî � êàíîíi÷íîþ äåêîìïîçèöi¹þ
δ-ñóáãàðìîíiéíèõ �óíêöié ðiçíèöåþ ñóáãàðìîíiéíèõ �óíêöié). Çãàäàíi âèùå ïðîá-ëåìè ïëàíó¹ìî ðîçãëÿíóòè â íàñòóïíèõ ïðàöÿõ.
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