
ÂIÑÍÈÊ ËÜÂIÂ. ÓÍ-ÒÓ VISNYK LVIV UNIV.Ñåðiÿ ìåõ.-ìàò. 2009. Ser. Me
h. Math. 2009.Âèï. 70. Ñ. 159�182 Is. 70. P. 159�182ÓÄÊ 517.95 ÌIØÀÍÀ ÇÀÄÀ×À ÄËß ÍÅËIÍIÉÍÎ�ÎÏÀ�ÀÁÎËI×ÍÎ�Î �IÂÍßÍÍß ×ÅÒÂÅ�ÒÎ�Î ÏÎ�ßÄÊÓÂ ÍÅÎÁÌÅÆÅÍIÉ ÎÁËÀÑÒI�àëèíà ÒÎ��ÀÍËüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,79000, Ëüâiâ, âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà, 1e-mail: torgan_g�yahoo.
omÎäåðæàíî äåÿêi äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó ìi-øàíî¨ çàäà÷i äëÿ íåëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêóâ íåîáìåæåíié çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè îáëàñòi.Êëþ÷îâi ñëîâà: íåëiíiéíå ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ, ìiøàíà çàäà÷à.�iâíÿííÿ ç äðóãîþ ïîõiäíîþ çà ÷àñîì i ÷åòâåðòèìè ïîõiäíèìè çà ïðîñòîðîâèìèçìiííèìè âèãëÿäó
utt = div σ(∇u) + △ut − δ2△2u, (1)äå σ > 0 , 0 < δ < 1, ìîäåëþþòü ïðîöåñè �àçîâîãî ïåðåõîäó ó â'ÿçêîïðóæíèõ ñåðå-äîâèùàõ ç êàïiëÿðíiñòþ. Ó ïðàöÿõ [1℄, [2℄ ðîçãëÿíóòî ÷àñòêîâèé âèïàäîê ðiâíÿííÿ(1), êîëè íàÿâíà îäíà ïðîñòîðîâà çìiííà. Çàçíà÷èìî, ùî çàäà÷i äëÿ ðiâíÿíü òèïó(1) ç ðiçíèìè íåëiíiéíîñòÿìè äîñëiäæåíî ó [3℄-[9℄.Ó öié ïðàöi îäåðæàíî äåÿêi äîñòàòíi óìîâè iñíóâàííÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêóìiøàíî¨ çàäà÷i äëÿ íåëiíiéíîãî ïàðàáîëi÷íîãî ðiâíÿííÿ ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó ç äðóãîþïîõiäíîþ çà ÷àñîâîþ çìiííîþ â íåîáìåæåíié çà ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè îáëàñòi.Íåõàé Ω � íåîáìåæåíà îáëàñòü â ïðîñòîði R

n ç ìåæåþ ∂Ω ∈ C1, QT = Ω×(0, T ),äå T < ∞, Ωτ = QT ∩ {t = τ}, τ ∈ [0, T ], ΩR = Ω ∩BR, äå BR =
{
x ∈ R

n : |x| < R
},

QR
T = ΩR × (0, T ), ΩR

τ = QR
T ∩ {t = τ}. Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ äîâiëüíîãî äîäàòíîãî Rîáëàñòü ΩR ðåãóëÿðíà â ñåíñi Êàëüäåðîíà [12, 
. 44℄.Â îáëàñòi QT ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó äëÿ ðiâíÿííÿ ç äiéñíîçíà÷íèìè êîå�iöi¹íòàìèi âiëüíèì ÷ëåíîì

A(u) ≡ utt+

n∑

i,j,s,l=1

(asl
ij(x)uxixj )xsxl

−
n∑

i,j=1

(aij(x, t)utxi)xj −
n∑

i=1

(ai(x, t)|utxi |p−2utxi)xi+

+a0(x, t)|ut|q−2ut + c0(x, t)u = f(x, t) (2)
© Òîðãàí �., 2009



160 �àëèíà ÒÎ��ÀÍç ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè
u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x) (3)i êðàéîâèìè óìîâàìè
u
∣∣
∂Ω×(0,T )

= 0,
∂u

∂ν̃

∣∣∣∣
∂Ω×(0,T )

= 0, (4)äå ν̃ � çîâíiøíÿ íîðìàëü äî ïîâåðõíi ∂Ω × (0, T ), p > 1, q > 1.Íåõàé Lr
ν(Ω) � çàìèêàííÿ ìíîæèíè �óíêöié C∞

0 (Ω) çà íîðìîþ
||u||Lr

ν(Ω) =

(∫

Ω

|u|re−ν
√

|x|2+1dx

)1/r

, r ∈ [1,+∞);

H2
0,ν(Ω) � çàìèêàííÿ ìíîæèíè �óíêöié C∞

0 (Ω) çà íîðìîþ
||u||H2

0,ν(Ω) =

(∫

Ω

[
|u|2 +

n∑

i,j=1

|uxixj |2
]
e−ν

√
|x|2+1dx

)1/2

;

W
1,p
0,ν (Ω) � çàìèêàííÿ ìíîæèíè C∞

0 (Ω) çà íîðìîþ
||u||W 1,p

0,ν (Ω) =

(∫

Ω

[
|u|p +

n∑

i=1

|uxi |p
]
e−ν

√
|x|2+1dx

)1/p

;

W
1,p
0 (Ω) � çàìèêàííÿ ìíîæèíè C∞

0 (Ω) çà íîðìîþ
||u||W 1,p

0 (Ω) =

(∫

Ω

n∑

i=1

|uxi|pdx
)1/p

;

W
1,p
0,loc(Ω) =

{
u : u ∈W

1,p
0 (K) äëÿ äîâiëüíî¨ K ⊂ Ω

}
;

V0(Ω
R) = H2

0 (ΩR) ∩H4(ΩR) ∩W 1,2p−4(ΩR) ∩W 1,p
0 (ΩR) ∩ L2q−2(ΩR)ïðè p > 2 i

V0(Ω
R) = H2

0 (ΩR) ∩H4(ΩR) ∩W 1,p
0 (ΩR) ∩ L2q−2(ΩR)ïðè p ∈ (1, 2). Ïðèïóñòèìî âèêîíàííÿ òàêèõ óìîâ:(A): aij , aijt, aijtt, ai, ait, a0, a0t ∈ L∞(QT ), Dkasl

ij(·), D1aij(·, 0), D1ai(·, 0) ∈

∈ L∞(Ω), |k| 6 2, i, j, s, l ∈ {1, ..., n}, äå Dk =
∂|k|

∂xα1
1 ...∂xαn

n
, |k| = α1 + ... + αn,

α1, ..., αn ∈ N ∪ {0},
a0(x, t) > A0 > 0 äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ QT ;

n∑

i,j=i

aij(x, t)ξiξj > A1

n∑

i=1

|ξi|2, A1 > 0äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ QT i âñiõ ξi ∈ R;
n∑

i,j,s,l=i

asl
ij(x)ξijξsl > A2

n∑

i,j=1

|ξij |2, A2 > 0



ÌIØÀÍÀ ÇÀÄÀ×À ÄËß ÍÅËIÍIÉÍÎ�Î ÏÀ�ÀÁÎËI×ÍÎ�Î �IÂÍßÍÍß... 161äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω i âñiõ ξij ∈ R òàêèõ, ùî ξij = ξji,
asl

ij(x) = a
ij
sl(x), aij(x, t) = aji(x, t) ìàéæå äëÿ âñiõ (x, t) ∈ QT ,

0 < ν1 6 ai(x, t) 6 ν2 äëÿ ìàéæå âñiõ (x, t) ∈ QT i âñiõ i ∈ {1, ..., n};(C): c0, c0t ∈ L∞(QT ).Îçíà÷åííÿ 1. Ôóíêöiþ u ∈ L2((0, T );H2
0,loc(Ω)) òàêó, ùî ut ∈ Lp((0, T );W 1,p

0,loc(Ω))∩
∩Lq((0, T );Lq

loc(Ω)) ∩ L2((0, T );H1
0,loc(Ω)), íàçèâà¹ìî óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîìçàäà÷i (2)-(4), ÿêùî âîíà çàäîâîëüíÿ¹ (2) â QT â ñåíñi ðîçïîäiëiâ i çàäîâîëüíÿ¹ïî÷àòêîâi óìîâè (3).�îçãëÿíåìî äîïîìiæíó çàäà÷ó

A(u) = fR(x, t), (x, t) ∈ QR
T , (5)

u(x, 0) = uR
0 , ut(x, 0) = uR

1 (x), x ∈ ΩR, (6)
u
∣∣
∂ΩR×(0,T )

= 0,
∂u

∂ν̃

∣∣∣∣
∂ΩR×(0,T )

= 0, (7)äå R > 1, fR(x, t) =

{
f(x, t), (x, t) ∈ QR

T ,

0, (x, t) ∈ QT \QR
T ,

uR
0 (x) = u0(x)ρR(x),

uR
1 (x) = u1(x)ρR(x), ρR ∈ C4

0 (Rn), ρR(x) =

{
1, |x| 6 R− 1,
0, |x| > R,

,

0 6 ρR(x) 6 1 ïðè x ∈ R
n.Îçíà÷åííÿ 2. Ôóíêöiþ u ∈ L2((0, T );H2

0 (ΩR)) òàêó, ùî ut ∈ Lp((0, T );W 1,p
0 (ΩR))∩

∩Lq(QR
T ), utt ∈ L2(QR

T ) i u çàäîâîëüíÿ¹ ïî÷àòêîâi óìîâè (3) òà ðiâíiñòü
∫

QR
τ

[
uttv +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjvxsxl

+

n∑

i,j=1

aij(x, t)utxivxj +

+
n∑

i=1

ai(x, t)|utxi |p−2utxivxi + a0(x, t)|ut|q−2utv + c0(x, t)uv − f(x, t)v

]
dxdt = 0 (8)äëÿ äîâiëüíèõ τ ∈ (0, T ] i v ∈ L2((0, T );H2

0 (ΩR)) ∩ Lp((0, T );W 1,p
0 (ΩR)) ∩ Lq(QR

T ),íàçèâà¹ìî óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (5)-(7).Ïðèéìåìî q0 = min{q′, 2}.Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A), (C), q > 1, p ∈ (1, 2) ∪ (2,+∞),
f ∈ Lq0(QR

T ), ft ∈ L2(QR
T ), uR

0 ∈ H2
0 (ΩR) ∩ H4(ΩR), uR

1 ∈ H1
0 (ΩR) ∩ H2(ΩR)∩

∩L2q−2(ΩR) ∩ W 1,2p−4(ΩR) ïðè p > 2 i u1 = 0 ïðè p ∈ (1, 2). Òîäi iñíó¹ óçàãàëü-íåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (5)-(7).Äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä Ôàåäî-�àëüîðêiíà. Îñêiëüêè ïðîñòið V0(Ω
R) � ñå-ïàðàáåëüíèé áàíàõiâ, òî â íüîìó iñíó¹ òàêà çëi÷åííà ìíîæèíà {ϕh}, ùî áóäü-ÿêàñêií÷åííà êiëüêiñòü åëåìåíòiâ öi¹¨ ìíîæèíè ëiíiéíî íåçàëåæíà i çàìèêàííÿ ¨¨ ëi-íiéíî¨ îáîëîíêè â V0(Ω

R) çáiãà¹òüñÿ ç öèì ïðîñòîðîì. Ìîæåìî ïðèéíÿòè, ùî {ϕh}



162 �àëèíà ÒÎ��ÀÍîðòîíîðìîâàíà â L2(ΩR). �îçãëÿíåìî �óíêöi¨ uN (x, t) =
N∑

h=1

cNh (t)ϕh(x), N ∈ N, äå
cN1 , c

N
2 , ..., c

N
N � ðîçâ'ÿçêè âiäïîâiäíèõ çàäà÷ Êîøi

∫

ΩR

[
uN

ttϕ
h +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

N
xixj

ϕh
xsxl

+
n∑

i,j=1

aij(x, t)u
N
txi
ϕh

xj
+ a0(x, t)|uN

t |q−2uN
t ϕ

h+

+

n∑

i=1

ai(x, t)|uN
txi

|p−2uN
txi
ϕh

xi
+ c0(x, t)u

Nϕh − fR(x, t)ϕh

]
dx = 0, t ∈ [0, T ], (9)

cNh (0) = u
R,N
0,h , cNht(0) = u

R,N
1,h , h ∈ {1, ..., N}, (10)äå

u
R,N
0 (x) =

N∑

h=1

u
R,N
0,h ϕh(x), ‖uR,N

0 − uR
0 ‖H4(ΩR)∩H2

0 (ΩR) → 0,

u
R,N
1 (x) =

N∑

h=1

u
R,N
1,h ϕh(x), ‖uR,N

1 − uR
1 ‖H2(ΩR)∩H1

0 (ΩR)∩W 1,2p−2
0 (ΩR)∩L2q−2(ΩR) → 0ïðè N → ∞. Íà ïiäñòàâi òåîðåìè Êàðàòåîäîði [10, 
. 54℄ iñíó¹ ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i(9), (10), ÿêèé ìà¹ àáñîëþòíî íåïåðåðâíó ïîõiäíó íà ïðîìiæêó [0, tN ]. Ç îöiíîê,îäåðæàíèõ íèæ÷å, âèïëèâà¹, ùî tN = T .Äîìíîæèìî (9) íà cNht, ïiäñóìó¹ìî çà h âiä 1 äî N i ïðîiíòåãðó¹ìî çà t âiä 0 äî

τ , äå τ ∈ (0, T ]
∫

QR
τ

[
uN

ttu
N
t +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

N
xixj

uN
txsxl

+

n∑

i,j=1

aij(x, t)u
N
txi
uN

txj
+

n∑

i=1

ai(x, t)|uN
txi

|p+

+a0(x, t)|uN
t |q + c0(x, t)u

NuN
t − f(x, t)uN

t

]
dxdt = 0. (11)Âðàõóâàâøè îöiíêó

J1 :=

∫

QR
τ

fR(x, t)uN
t dxdt 6

δ1χ0

2

∫

QR
τ

|uN
t |2dxdt+

δ1(1 − χ0)

q

∫

QR
τ

|uN
t |qdxdt+

+

(
χ0

2δ1
+

1 − χ0

q′δ
q′

q

1

) ∫

QR
τ

|f(x, t)|q0dxdt,äå δ1 > 0, χ0 = 1 ïðè q ∈ (1, 2], χ0 = 0 ïðè q > 2, i óìîâè (A), (C), ç (11) ëåãêîîòðèìàòè íåðiâíiñòü
∫

ΩR
τ

[
|uN

t |2 +A0

n∑

i,j=1

|uN
xixj

|2
]
dx +

∫

QR
τ

[
2A1

n∑

i=1

|uN
txi

|2 +

(
2A0 −

2δ1(1 − χ0)

q

)
|uN

t |q+

+2ν1

n∑

i=1

|uN
txi

|p
]
dxdt 6

(
C0 + 2T 2 + δ1χ0

) ∫

QR
τ

|uN
t |2dxdt +

(
χ0

δ1
+

2(1 − χ0)

q′δ
q′

q

1

)
×
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×
∫

QR
τ

|fR(x, t)|q0dxdt+

∫

ΩR
0

[
|uR,N

1 |2 +
A3 + 1

2

n∑

i,j=1

|uR,N
0xixj

|2 + 2T |uR,N
0 |2

]
dx,äå τ ∈ (0, T ], A3 = ess sup

Ω

n∑
i,j,s,l=1

|asl
ij(x)|2, C0 = ess sup

QT

|c0(x, t)|2. Âèáðàâøè δ1 = A0q
2 ,ìîæåìî çðîáèòè ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç ëiâî¨ ÷àñòèíè îòðèìàíî¨ íåðiâíîñòi äîäàò-íèì. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó �ðîíóîëëà-Áåëìàíà, îòðèìà¹ìî

∫

ΩR
τ

[
|uN

t |2 +

n∑

i,j=1

|uN
xixj

|2
]
dx +

∫

QR
τ

[ n∑

i=1

|uN
txi

|2 +

n∑

i=1

|uN
txi

|p + |uN
t |q
]
dxdt 6 K1, (12)äå τ ∈ (0, T ], K1 � äîäàòíà êîíñòàíòà, ÿêà íå çàëåæèòü âiä N . Îòæå,

||uN ||L∞((0,T );H2
0(ΩR)) 6 K1,

||uN
t ||L∞((0,T );L2(ΩR))∩L2((0,T );H1

0 (ΩR))∩Lq(QR
T )∩Lp((0,T );W 1,p

0 (ΩR)) 6 K1. (13)Ïðîäè�åðåíöiþ¹ìî çà t ðiâíiñòü (9) (öå ìîæëèâî íà ïiäñòàâi óìîâ òåîðåìè). Îòðè-ìàíó ðiâíiñòü äîìíîæèìî íà cNhtt, ïiäñóìó¹ìî çà h âiä 1 äî N i ïðîiíòåãðó¹ìî çà tâiä 0 äî τ , äå τ ∈ (0, T ]. Îäåðæèìî
∫

QR
τ

[
uN

tttu
N
tt +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

N
txixj

uN
ttxsxl

+

n∑

i,j=1

(
aijt(x, t)u

N
txi

+ aij(x, t)u
N
ttxi

)
uN

ttxj
+

+
n∑

i=1

(
ait(x, t)|uN

txi
|p−2uN

txi
uN

ttxi
+ (p− 1)ai(x, t)|uN

txi
|p−2|uN

ttxi
|2
)
+ a0t(x, t)|uN

t |q−2uN
tt +

+(q−1)a0(x, t)|uN
t |q−2|uN

tt |2+c0t(x, t)u
NuN

tt +c0(x, t)u
N
t u

N
tt−fR

t (x, t)uN
tt

]
dxdt = 0. (14)Îöiíèâøè äîäàíêè îñòàííüî¨ ðiâíîñòi (14) (íà ïiäñòàâi óìîâ (A), (C), îòðèìà¹-ìî íåðiâíiñòü

∫

ΩR
τ

[
|uN

tt |2 +A2

n∑

i,j=1

|uN
txixj

|2
]
dx +

∫

QR
τ

[(
2ν1(p− 1) − δ2

) n∑

i=1

|uN
txi

|p−2|uttxi |2+

+A1

n∑

i=1

|uN
ttxi

|2 +
(
2(q − 1)A0 − δ3

)
|uN

t |q−2|uN
t |2
]
dxdt 6

A4 + 1

2

∫

ΩR
τ

n∑

i=1

|uN
txi

|2dx+

+

∫

QR
τ

[
A5 + 1

2

n∑

i=1

|uN
txi

|2 +
A6

δ2

n∑

i=1

|uN
txi

|p +
A7

δ3
|ut|q + |uN

tt |2
(
C1 + C0 + 1

)
+

+
(
1 + 2T 2

)
|uN

t |2
]
dxdt+

∫

ΩR
0

[
|uN

tt |2 +
A3 + 1

2

n∑

i,j=1

|uR,N
1xixj

|2 +
A4 + 1

2

n∑

i=1

|uR,N
1xi

|2+

+2T |uN
0 |2
]
dx+

∫

QR
τ

|fR
t (x, t)|2dx, δ2 > 0, δ3 > 0, (15)



164 �àëèíà ÒÎ��ÀÍäå C1 = ess sup
QT

|c0t(x, t)|2, A4 = ess sup
QT

n∑
i,j=1

|aijt(x, t)|2, A5 = ess sup
QT

n∑
i,j=1

|aijtt(x, t)|2,

A6 = ess sup
QT

n∑
i=1

|ait(x, t)|2, A7 = ess sup
QT

|a0t(x, t)|2. Âèáåðåìî δ2 < 2ν1(p − 1),
δ3 < 2A0(q − 1), òîäi ïiäiíòåãðàëüíèé âèðàç ëiâî¨ ÷àñòèíè îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi áóäåäîäàòíèì.Îöiíèìî ∫

Ω0
|uN

tt |2dx. Äîìíîæèìî (9) íà cNhtt(0) i ïiäñóìó¹ìî çà h âiä 1 äî N .Îòðèìà¹ìî
∫

ΩR
0

[
|uN

tt (0)|2+

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

R,N
0xixj

uN
ttxsxl

+

n∑

i,j=1

aij(x, 0)uR,N
1xi

uN
ttxj

+a0(x, 0)|uR,N
1 |q−2uN

1 ×

×uN
tt +

n∑

i=1

ai(x, 0)|uR,N
1xi

|p−2u
R,N
1xi

uN
ttxi

+ c0(x, 0)uR,N
0 uN

tt − fR(x, 0)uN
tt

]
dx = 0.Çãiäíî ç óìîâàìè òåîðåìè ùîäî u0 i u1 òà (A), (C), ç öi¹¨ ðiâíîñòi âèïëèâà¹îöiíêà ∫

ΩR
0

|uN
tt |2dx 6 K2,äå K2 � äåÿêà êîíñòàíòà, ÿêà íå çàëåæèòü âiä N . Îòæå, ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi(15) îáìåæåíà äåÿêîþ äîäàòíîþ êîíñòàíòîþ, ÿêà íå çàëåæèòü âiä N . Äî íåðiâíîñòi(15) çàñòîñó¹ìî ëåìó �ðîíóîëëà-Áåëìàíà. Îäåðæèìî

∫

ΩR
τ

[
|uN

tt |2 +

n∑

i,j=1

|uN
txixj

|2 +

n∑

i=1

|uN
txi

|2
]
dx +

∫

QR
τ

n∑

i=1

|uN
ttxi

|2dxdt 6 K3, (16)äå K3 � äåÿêà ñòàëà, ÿêà íå çàëåæèòü âiä N , τ ∈ (0, T ]. Îòîæ,
||uN

tt ||L∞((0,T );L2(ΩR))∩L2((0,T );H1
0 (ΩR)) 6 K3,

||uN
t ||L2((0,T );H2

0(ΩR))∩Lp((0,T );W 1,p
0 (ΩR))∩Lq(QR

T ) 6 K3. (17)Ââåäåìî îïåðàòîð
A : Lp((0, T );W 1,p

0 (ΩR)) ∩ Lq(QR
T ) → Lp′

((0, T );W−1,p′

(ΩR)) + Lq′

(QR
T )çà �îðìóëîþ

〈A(u), v〉 =

∫

QR
T

[ n∑

i=1

ai(x, t)|utxi |p−2utxivtxi + a0(x, t)|ut|q−2utvt

]
dxdt,äå 〈·, ·〉 � ñêàëÿðíèé äîáóòîê ìiæ åëåìåíòàìè ïðîñòîðó Lp′

((0, T );W−1,p′

(ΩR))+

+Lq′

(QR
T ) i Lp((0, T );W 1,p

0 (ΩR)) ∩ Lq(QR
T ). Âðàõîâóþ÷è (17), ëåãêî ïîêàçàòè, ùî

||A(uN )||Lp′((0,T );W−1,p′(ΩR))+Lq′ (QR
T ) 6 K4, (18)äå ñòàëà K4 íå çàëåæèòü âiä N . Îòæå, íà ïiäñòàâi (13), (17), (18) iñíó¹ ïiäïîñëi-äîâíiñòü {uNk} ⊂ {uN} òàêà, ùî uNk → uR ∗ - ñëàáêî â L∞((0, T );H2

0 (ΩR)),
uNk

tt → uR
tt ∗ - ñëàáêî â L∞((0, T );L2(ΩR)), uNk

tt → uR
tt ñëàáêî â L2((0, T );H1

0 (ΩR)),
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uNk

t → uR
t ∗ - ñëàáêî â L∞((0, T );H2

0 (ΩR)), uNk
t → uR

t ñëàáêî â Lp((0, T );
W

1,p
0 (ΩR)) ∩ Lq(QR

T ), A(uNk) → χR ñëàáêî â Lp′

((0, T );W−1,p′

(ΩR)) + Lq′

(QR
T )) ïðè

Nk → ∞.Âðàõîâóþ÷è öi çáiæíîñòi, ç (9) ëåãêî îòðèìàòè ðiâíiñòü
∫

QR
T

[
uR

ttη +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

R
xixj

ηxsxl
+

n∑

i,j=1

aij(x, t)u
R
txi
ηxj +

+c0(x, t)u
Rη − fR(x, t)η

]
dxdt+ 〈χR, η〉 = 0, (19)ÿêà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî η ∈ L2((0, T );H2

0 (ΩR)) ∩ Lp((0, T );W 1,p
0 (ΩR))∩

∩Lq(QR
T ). Äîâåäåìî, ùî A(uR) = χR. �îçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü
yk = 〈A(uNk) − A(v), uNk − v〉 =

∫

QR
T

[ n∑

i=1

ai(x, t)
(
uNk

txi
− vtxi

)(
|uNk

txi
|p−2uNk

txi
−

−|vtxi |p−2vtxi

)
+ a0(x, t)

(
uNk

t − vt

)(
|uNk

t |q−2uNk
t − |vt|q−2vt

)]
dxdt, k ∈ N.Ç íåðiâíîñòi (|ξ|r−2ξ − |η|r−2η

)(
ξ − η

)
> 0, ÿêà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ r > 1, âèïëèâà¹, ùî

yk > 0. Îòæå,
0 6 yk = 〈A(uNk), uNk〉 − 〈A(v), uNk − v〉 − 〈A(uNk), v〉 =

=

∫

QR
T

[
fR(x, t)uNk

t − uNk
tt u

Nk
t −

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

Nk
xixj

uNk
txsxl

−

−
n∑

i,j=1

aij(x, t)u
Nk
txi
uNk

txj
− c0(x, t)u

NkuNk
t

]
dxdt − 〈A(v), uNk − v〉 − 〈A(uNk), v〉.Ïåðåéäåìî â îñòàííié íåðiâíîñòi äî âåðõíüî¨ ãðàíèöi ïðè Nk → ∞. Âèêîðèñòîâóþ÷èëåìó 5.3 [11℄, îòðèìà¹ìî

0 6

∫

QR
T

[
fR(x, t)uR

t −
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

R
xixj

uR
txsxl

−
n∑

i,j=1

aij(x, t)u
R
txi
uR

txj
−

−c0(x, t)uRuR
t

]
dxdt − 〈A(v), uR − v〉 − 〈χR, v〉 − 1

2

∫

ΩR
T

|uR
t |2dx+

1

2

∫

ΩR
0

|uR
1 |2dx. (20)Îñêiëüêè uN

t ∈ L2((0, T );H1
0 (ΩR)), uN

tt ∈ L2((0, T );H1
0 (ΩR)), òî íà ïiäñòàâi ëå-ìè 1.2 [12, 
. 20℄ uR

t ∈ C((0, T );H1
0 (ΩR)).Ó �îðìóëi (19) ïðèéìåìî η = uR

t , ìàòèìåìî ðiâíiñòü
1

2

∫

ΩR
T

|uR
t |2dx+

∫

QR
T

[ n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

R
xixj

uR
txsxl

+

n∑

i,j=1

aij(x, t)u
R
txi
uR

txj
+
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+c0(x, t)u

RuR
t − fR(x, t)uR

t

]
dxdt+ 〈χR, uR

t 〉 =
1

2

∫

ΩR
0

|uR
1 |2dx. (21)Äîäàâøè (20) i (21), îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü

〈χR −A(v), uR − v〉 > 0.Ïðèéìåìî uR − v = λω, λ ∈ R, λ > 0, ω ∈ Lp((0, T );W 1,p
0 (ΩR)) ∩ Lq(QR

T ), òîäiîäåðæèìî
〈χR −A(uR − λω), λω〉 > 0.Îñêiëüêè λ > 0, òî ìîæåìî ïîäiëèòè îòðèìàíó íåðiâíiñòü íà λ. Ñïðÿìó¹ìî λ äî íóëÿi, âðàõîâóþ÷è ñåìiíåïåðåðâíiñòü îïåðàòîðà A, ìàòèìåìî

〈χR −A(uR), ω〉 > 0.Îñêiëüêè ω äîâiëüíå, òî ìîæåìî âçÿòè ω i äîäàòíå, i âiä'¹ìíå, òîìó
χR = A(uR). (22)Ïiäñòàâèìî (22) ó (19), îòðèìà¹ìî ðiâíiñòü (8) ç îçíà÷åííÿ óçàãàëüíåíîãîðîçâ'ÿçêó çàäà÷i (5)-(7).Çàëèøèëîñÿ ïîêàçàòè, ùî âèêîíóþòüñÿ ïî÷àòêîâi óìîâè. Ïiäñòàâèìî â (19)

η = η(x, t), η ∈ C2([0, T ];H2
0 (ΩR)), η(x, T ) = 0, ηt(x, T ) = 0. Ìàòèìåìî

∫

QR
T

[
uRηtt +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

R
xixj

ηxsxl
+

n∑

i=1

ai(x, t)|uR
txi

|p−2uR
txi
ηxi + c0(x, t)u

Rη+

+a0(x, t)|uR
t |q−2uR

t η +
n∑

i,j=1

aij(x, t)u
R
txi
ηxj − fR(x, t)η

]
dxdt =

=

∫

ΩR
0

uR
t ηdx−

∫

ΩR
0

uRηtdx. (23)Äëÿ äîâiëüíîãî η ∈ C2([0, T ];H2
0 (ΩR)) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü

∫

QR
τ

[
uRηtt +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

R
xixj

ηxsxl
+ c0(x, t)u

Rv +

n∑

i=1

ai(x, t)|uR
txi

|p−2uR
txi
ηxi+

+a0(x, t)|uR
t |q−2uR

t η +

n∑

i,j=1

aij(x, t)u
R
txi
ηxj − fR(x, t)η

]
dxdt

=

∫

ΩR
0

uR
1 ηdx−

∫

ΩR
0

uR
0 ηtdx. (24)Âiäíÿâøè âiä (23) ðiâíiñòü (24), îäåðæèìî

∫

ΩR
0

(uR
t − uR

1 )η(x, 0)dx −
∫

ΩR
0

(uR − uR
0 )ηt(x, 0)dx = 0. (25)
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0 (ΩR). Òîäi

ηt(x, t) = −2w(x)(T − t)t+ w(x)(T − t)2, η(x, 0) = 0, ηt(x, 0) = w(x)T 2
1 .Îñêiëüêè w � äîâiëüíå, òî ç (25) îäåðæèìî, ùî uR

t (x, 0) = uR
1 (x). Àíàëîãi÷íî, âçÿâ-øè η(x, t) = w(x)(1 − t2), ç (25) îòðèìó¹ìî, ùî uR(x, 0) = uR

0 (x). Öiëêîì ïîäiáíîäîâîäèìî òåîðåìó äëÿ p ∈ (1, 2). �Çàóâàæåííÿ 1. Íåõàé îáëàñòü Ω ëåæèòü â øàði γ0 < x1 < γ1, Θ0 = γ1 − γ0,
u ∈ Lp((0, T );W 1,p

0,ν (Ω)). Òîäi çãiäíî ç íåðiâíiñòþ Ôðiäðiõñà
∫

Ωt

|u|pψ(x)dx 6 C(Θ0, p)

∫

Ωt

∣∣∣∣[(uψ(x))
1
p ]x1

∣∣∣∣
p

dx 6

6 C(Θ0, p)2
p−1

[ ∫

Ωt

|ux1 |pψ(x)dx +

(
ν

p

)p ∫

Ωt

|u|pψ(x)dx

]
,äå ψ(x) = e−ν

√
|x|2+1. Çâiäñè

(
1 − C(Θ0, p)2

p−1νp

pp

)∫

Ωt

|u|pψ(x)dx 6 C(Θ0, p)2
p−1

∫

Ωt

n∑

i=1

|uxi |pψ(x)dx.Îòæå, ÿêùî ν < p
[C(Θ0,p)2p−1]1/p , òî
∫

Ωt

|u|pψ(x)dx 6 γ2

∫

Ωt

n∑

i=1

|uxi |pψ(x)dx,äå γ2 =
1 − C(Θ0, p)2

p−1νpp−p

C(Θ0, p)2p−1
.Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A), (C), p ∈ (2,+∞), q ∈ (p,+∞),

n <
pq

q − p
, îáëàñòü Ω ëåæèòü â øàði γ0 < x1 < γ1, ν < min

{
p

[C(Θ0, p)2p−1]1/p
;

ν1pp
′

2ν2(1 + γ2)

}, u0 ∈ H2
0,ν(Ω), u1 ∈ L2

ν(Ω), f ∈ L2((0, T );L2
ν(Ω)). Òîäi iñíó¹ óçàãàëüíå-íèé ðîçâ'ÿçîê u çàäà÷i (2)-(4), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ îöiíêó

∫

QT

[
|u|2 + |ut|2 + |ut|q + |ut|p +

n∑

i=1

|utxi |p +

n∑

i=1

|utxi|2 +

n∑

i,j=1

|uxixj |2
]
ψ(x)dxdt 6 M1,äå ψ(x) = e−ν

√
|x|2+1 i ñòàëà M1 çàëåæèòü âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ, âiëüíîãî ÷ëåíàòà êîå�iöi¹íòiâ ðiâíÿííÿ, à òàêîæ ÷èñëà ν.Äîâåäåííÿ. �îçãëÿíåìî â îáìåæåíié îáëàñòi Qk

T , äå k ∈ N, äîïîìiæíó çàäà÷ó
A(u) = fk,k, (x, t) ∈ Qk

T ,

u|∂Ωk×(0,T ) = 0,
∂u

∂ν̃

∣∣∣∣
∂Ωk×(0,T )

= 0, (26)
u(x, 0) = u

k,k
0 (x), ut(x, 0) = u

k,k
1 (x), x ∈ Ωk,
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{
fk(x, t), (x, t) ∈ Qk

T ,

0, (x, t) ∈ QT \Qk
T ,

à ïî÷àòêîâi óìîâè ìàþòü òàêèé âèãëÿä:
u

k,k
0 (x) = uk

0(x)ψ
k(x), u

k,k
1 (x) = uk

1(x)ψ
k(x)ç ψk(x) =

{
1, ïðè |x| < k − 1
0, ïðè |x| > k,

i 0 6 ψk(x) 6 1, x ∈ R
k, ψk ∈ C4(Rn).Íåõàé ïîñëiäîâíîñòi {fk}, {uk

0}, {uk
1} òàêi, ùî

fk ∈ C1([0, T ];C(Ω)), uk
0 ∈ C4

0 (Ω), uk
1 ∈ C2

0 (Ω), fk → f â L2((0, T );L2
ν(Ω)),

uk
0 → u0 â H2

0,ν(Ω), uk
1 → u1 â L2

ν(Ω) ïðè k → ∞. (27)Íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1 iñíó¹ óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê uk çàäà÷i (26), k ∈ N \ {1}.Çãiäíî ç (9) ìà¹ìî ðiâíiñòü
∫

Qτ

[
uk

ttu
k
t e

−µtψ(x) +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

k
xixj

(uk
t e

−µtψ(x))xsxl
+ c0(x, t)u

kuk
t e

−µtψ(x)+

+
n∑

i=1

ai(x, t)|uk
txi

|p−2uk
txi

(uk
t e

−µtψ(x))xi +
n∑

i,j=1

aij(x, t)uxi(u
k
t e

−µtψ(x))xj +

+a0(x, t)|uk
t |q−2uk

t u
k
t e

−µtψ(x)

]
dxdt =

∫

Qτ

fk,kuk
t e

−µtψ(x)dxdt, (28)äå τ ∈ (0, T ], k ∈ N \ {1}, ψ(x) = e−ν
√

|x|2+1, ν > 0, µ > 0.Îöiíèìî äîäàíêè îñòàííüî¨ ðiâíîñòi. Î÷åâèäíî,
J2 :=

∫

Qτ

uk
ttu

k
t e

−µtψ(x)dxdt =
1

2

∫

Ωτ

|uk
t |2e−µτψ(x)dx+

+
µ

2

∫

Qτ

|uk
t |2e−µtψ(x)dxdt − 1

2

∫

Ω0

|uk,k
1 |2ψ(x)dx.Îñêiëüêè (ψ(x))xi = − νxi√

|x|2+1
ψ(x),

(ψ(x))xixj =
ν2xixj

|x|2 + 1
ψ(x) − ν

(
δij√

|x|2 + 1
− xixj

(|x|2 + 1)3/2

)
ψ(x),äå δij =

{
1, i = j

0, i 6= j,
i |(ψ(x))xi | 6 νψ(x), |(ψ(x))xixj | 6 (ν2 + 3ν)ψ(x), òî íà ïiäñòàâióìîâ (A) i (C) ìà¹ìî

J3 :=

∫

Qτ

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

k
xixj

uk
txsxl

e−µtψ(x)dxdt >
A2

2

∫

Ωτ

n∑

i,j=1

|uk
xixj

|2e−µτψ(x)dx−

−A3 + 1

4

∫

Ω0

n∑

i,j=1

|uk,k
0xixj

|2ψ(x)dx +
µA2

2

∫

Qτ

n∑

i,j=1

|uk
xixj

|2e−µtψ(x)dxdt;
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J4 :=

∫

Qτ

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

k
xixj

uk
txs

(ψ(x))xl
e−µtdxdt >

> −νn
2A8

2δ4

∫

Qτ

n∑

i,j=1

|uk
xixj

|2e−µtψ(x)dxdt − νn3A8δ4

2

∫

Qτ

n∑

i=1

|uk
txi

|2e−µtψ(x)dxdt,äå δ4 > 0, A8 = max
i,j,s,l∈{1,...,n}

sup
Ω

|asl
ij(x)|;

J5 :=

∫

Qτ

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

k
xixj

uk
t (ψ(x))xsxl

e−µtdxdt >

> −n
2(ν2 + 3ν)A8

2

∫

Qτ

n∑

i,j=1

|uk
xixj

|2e−µtψ(x)dxdt− n4(ν2 + 3ν)A8

2

∫

Qτ

|uk
t |2e−µtψ(x)dxdt;

J6 :=

∫

Qτ

n∑

i=1

ai(x, t)|uk
txi

|p−2uk
txi
uk

txi
e−µtψ(x)dxdt > ν1

∫

Qτ

n∑

i=1

|uk
txi

|pe−µtψ(x)dxdt;

J7 =

∫

Qτ

n∑

i=1

ai(x, t)|uk
txi

|p−2uk
txi
ut(e

−µtψ(x))xidxdt >

> −νν2
p′

∫

Qτ

n∑

i=1

|uk
txi

|pe−µtψ(x)dxdt − νν2n

p

∫

Qτ

|uk
t |pe−µtψ(x)dxdt.Çãiäíî ç çàóâàæåííÿì 1

∫

Qτ

|uk
t |pψ(x)e−µtdxdt 6 γ2

∫

Qτ

n∑

i=1

|uk
txi

|pψ(x)e−µtdxdtïðè 0 < ν <
p

[
C(Θ0, p)2p−1

]1/p
, òîìó

J7 > −
(
νν2

p′
+
νν2nγ2

p

) ∫

Qτ

n∑

i=1

|uk
txi

|pe−µtψ(x)dxdt.Äàëi
J8 :=

∫

Qτ

a0(x, t)|uk
t |qe−µtψ(x)dxdt > A0

∫

Qτ

|uk
t |qe−µtψ(x)dxdt;

J9 :=

∫

Qτ

n∑

i,j=1

aij(x, t)u
k
txi
uk

txj
e−µtψ(x)dxdt > A1

∫

Qτ

n∑

i=1

|uk
txi

|2e−µtψ(x)dxdt;

J10 :=

∫

Qτ

n∑

i,j=1

aij(x, t)u
k
txi
uk

t (e−µtψ(x))xidxdt > −nνA9δ5

2

∫

Qτ

n∑

i=1

|uk
txi

|2e−µtψ(x)dxdt−
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−n

2νA9

2δ5

∫

Qτ

|uk
t |2e−µtψ(x)dxdt,äå δ5 > 0, A9 = max

i,j∈{1,...,n}
sup
QT

|aij(x)|;
J11 :=

∫

Qτ

fk,k(x, t)uk
t e

−µtψ(x)dxdt 6 −
∫

Qτ

[
δ6

q
|uk

t |q +
1

q′δ
q′/q
6

|fk,k(x, t)|q′

]
e−µtψ(x)dxdt,äå δ6 > 0;

J12 :=

∫

Qτ

c0(x, t)u
kuk

t e
−µtψ(x)dxdt 6

(
C2

2
+ C2T

2

) ∫

Qτ

|uk
t |2e−µtψ(x)dxdt+

+C2T

∫

Ω0

|uk
0 |2ψ(x)dxdt,äå C2 = ess sup

QT

c0(x, t).Âðàõîâóþ÷è îöiíêè iíòåãðàëiâ J2 − J12, ç ðiâíîñòi (28) îäåðæèìî íåðiâíiñòü
1

2

∫

Ωτ

[
|uk

t |2 +A2

k∑

i,j=1

|uk
xixj

|2
]
e−µτψ(x)dx +

∫

Qτ

[(
µ

2
− n4A8(ν

2 + 3ν)

2
− C2

2
− C2T

2−

−n
2νA9

2δ5

)
|uk

t |2 +

(
µA2

2
− νn2A8

δ4
− n2(ν2 + 3ν)A8

2

) n∑

i,j=1

|uk
xixj

|2 +

(
ν1 −

2νν2
p′

−

−2νν2γ2

p

) n∑

i=1

|uk
txi

|p +

(
A1 −

nνA9δ5

2
− νn3A8δ4

) n∑

i=1

|uk
txi

|2+

+

(
A0 −

δ6

q

)
|uk

t |q
]
e−µtψ(x)dxdt 6

1

q′δ
q′/q
6

∫

Qτ

|fk,k(x, t)|q′

e−µtψ(x)dxdt+

+
1

2

∫

Ω0

[
|uk,k

1 |2 +
A3 + 1

2

n∑

i,j=1

|uk,k
0xixj

|2 + 2C2T |uk,k
0 |2

]
ψ(x)dx. (29)Âèáåðåìî δ4, δ5, δ6 òàêi, ùîá A0 − δ6

p > 0, A1 − nνA9δ5

2 − νn3A8δ4 > 0, i íåõàé
0 < ν < min

{
ν1pp

′

2ν2(1 + γ2)
;

p
[
C(Θ0, p)2p−1

]1/p

}
.Òîäi ç (29) îäåðæèìî íåðiâíiñòü

∫

Ωτ

[
|uk

t |2 +

k∑

i,j=1

|uk
xixj

|2
]
ψ(x)dx +

∫

Qτ

[
|uk

t |2 + |uk|2 +

n∑

i,j=1

|uk
xixj

|2 +

n∑

i=1

|uk
txi

|p+

+

n∑

i=1

|uk
txi

|2 + |uk
t |q
]
ψ(x)dxdt 6 M2, (30)äå ñòàëà M2 íå çàëåæèòü âiä k.
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L2((0, T );H2

0,ν(Ω)), à ïîñëiäîâíiñòü {uk
t } � ó ïðîñòîði Lp((0, T );W 1,p

0,ν (Ω)) ∩ Lq((0, T );

Lq
ν(Ω)) ∩ L2((0, T );H1

0,ν(Ω)). Îòæå, iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {uk} (íåõàéäëÿ çðó÷íîñòi öå áóäå òà ñàìà ïîñëiäîâíiñòü) òàêà, ùî
uk → u ∗ - ñëàáêî â L∞((0, T );H2

0,ν(Ω)),

uk
t → ut ñëàáêî â Lp((0, T );W 1,p

0,ν (Ω)) ∩ Lq((0, T );Lq
ν(Ω)) ∩ L2((0, T );H1

0,ν(Ω))

uk
t → ut ∗ - ñëàáêî â L∞((0, T );L2

ν(Ω)) ïðè k → ∞. (31)Íåõàé R0 > 1 � äîâiëüíå �iêñîâàíå ÷èñëî. Ïîçíà÷èìî
H2

0,Ω(ΩR0) =

{
u : u ∈ H2(ΩR0), u

∣∣
∂Ω∩BR0

= 0,
∂u

∂ν

∣∣∣∣
∂Ω∩BR0

= 0

}
,

L
q
Ω(ΩR0) =

{
u : u ∈ Lq(ΩR0)

}
, W

1,p
0,Ω(ΩR0) =

{
u : u ∈W 1,p(ΩR0), u

∣∣
∂Ω∩BR0

= 0

}
,

R0 � îïåðàòîð çâóæåííÿ �óíêöi¨ u, âèçíà÷åíî¨ i âèìiðíî¨ â Ω, íà îáëàñòü ΩR0 .Íà ïiäñòàâi (30) ïîñëiäîâíiñòü {R0u
k} îáìåæåíà â ïðîñòîði L2((0, T );H2

0,Ω(ΩR0)),à ïîñëiäîâíiñòü {R0u
k
t } � ó ïðîñòîði Lp((0, T );W 1,p

0,Ω(ΩR0)) ∩ Lq((0, T );Lq
Ω(ΩR0)).Çàçíà÷èìî, ùî ∀k ∈ N\{1} â îáëàñòi QR0

T â ñåíñi ðîçïîäiëiâ ïðàâèëüíà ðiâíiñòü
uk

tt = −
n∑

i,j,s,l=1

(asl
ij(x)u

k
xixj

)xsxl
+

n∑

i=1

(ai(x, t)|uk
txi

|p−2uk
txi

)xi − a0(x, t)|uk
t |q−2uk

t−

−c0(x, t)uk +
n∑

i,j=1

(aij(x, t)u
k
txi

)xj + fk,k(x, t). (32)Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è (30), (32) i óìîâó (A), ëåãêî îäåðæàòè îöiíêó
||R0u

k
tt||V ∗(Q

R0
T )

6 K5, (33)äå K5 íå çàëåæèòü âiä k, à
V ∗(QR0

T )=L2
(
(0, T ); (H2

0,Ω(ΩR0))∗
)
+Lp′

(
(0, T ); (W 1,p

0,Ω(ΩR0))∗
)
+Lq′

(
(0, T );Lq′

Ω(ΩR0)
)
.Îòæå, iñíó¹ òàêà ïiäïîñëiäîâíiñòü ïîñëiäîâíîñòi {R0u

k} (íåõàé öå òà ñàìàïîñëiäîâíiñòü), ùî
R0u

k → uR0 ñëàáêî â L2((0, T );H2(ΩR0)),

R0u
k
t → uR0

t ñëàáêî â Lp((0, T );W 1,p
0,Ω(ΩR0)) ∩ Lq((0, T );Lq

Ω(ΩR0)).Êðiì òîãî, îñêiëüêè
W

1,p
0,Ω(ΩR0) ⊂ Lq(ΩR0) ⊂ (H2

0,Ω(ΩR0))∗ + (W 1,p
0,Ω(ΩR0))∗,ïðè÷îìó âêëàäåííÿ

W
1,p
0,Ω(ΩR0) ⊂ Lq(ΩR0)êîìïàêòíå ïðè n <

pq

q − p
, òî âðàõîâóþ÷è (33) i òåîðåìó 5.1 [12, 
. 70℄, ìîæåìîââàæàòè, ùî

R0u
k
t → uR0

t ñèëüíî â Lq((0, T );Lq(ΩR0))
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T . ÍåõàéR0 ïîñëiäîâíî íàáóâà¹ çíà÷åííÿ ç ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ÷èñåë N. Âðàõîâóþ÷è äiàãîíàëüíèé ïðîöåñ, ìîæåìî ïîáóäóâàòè òàêó ïiäïîñëiäîâ-íiñòü (íåõàé öå çíîâó áóäå {uk}), ùî
uk → û ñëàáêî â L2((0, T );H2

0,loc(Ω)),

uk
t → ût ñëàáêî â Lp((0, T );W 1,p

0,loc(Ω)) ïðè k → ∞. (34)Î÷åâèäíî, û = u â QT . Òîäi
uk

t → ut ñèëüíî â Lq((0, T );Lq
ν(Ω)).Ëåãêî äîâåñòè, ùî

uk
t → ut ñèëüíî â L2((0, T );L2

ν(Ω)).Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî íà ïiäñòàâi (30)
∫

QT

∣∣∣∣|u
k
txi

|p−2uk
txi
e
− ν

p′

√
|x|2+1

∣∣∣∣
p′

dxdt 6

∫

QT

|uk
txi

|pψ(x)dxdt 6 K6,

i ∈ {1, ..., n}, äå ñòàëà K6 íå çàëåæèòü âiä k. Òîìó ìîæåìî ââàæàòè, ùî
|uk

txi
|p−2uk

txi
→ χi ñëàáêî â Lp′

((0, T );Lp′

ν (Ω))ïðè k → ∞, i ∈ {1, ..., n}. Çàçíà÷èìî, ùî ∀w ∈ L2((0, T );H2
0,ν(Ω)) òàêèõ, ùî

wt ∈ Lp((0, T );W 1,p
0,ν (Ω)) ∩ Lq((0, T );Lq

ν(Ω)) ∩ L2((0, T );H1
0,ν(Ω)) ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

∫

ΩT

uk
twe

−µTψ(x)dx +

∫

QT

[
µuk

twψ(x) − uk
twtψ(x) +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

k
xixj

(wψ(x))xsxl
+

+
n∑

i,j=1

aij(x, t)u
k
txi

(wψ(x))xj +
n∑

i=1

ai(x, t)|uk
txi

|p−2uk
txi

(wψ(x))xi + c0(x, t)u
kwψ(x)+

+a0(x, t)|uk
t |q−2uk

twψ(x) − fk,k(x, t)wψ(x)

]
e−µtdxdt =

∫

Ω0

uk
t (x, 0)wψ(x)dx, (35)äå k ∈ N\{1}, µ > 0, ν > 0, ïðè÷îìó ó öié ðiâíîñòi ìîæíà ïðèéíÿòè w = uk

t .ßêùî µ = 0, òî âðàõîâóþ÷è (31), (33), (34), ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi â (35) ïðè k → ∞(w(x, T ) = 0, w(x, 0) = 0):
∫

QT

[
− utwtψ(x) +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj (wψ(x))xsxl

+

n∑

i,j=1

aij(x, t)utxi(wψ(x))xj +

+
n∑

i=1

ai(x, t)χi(wψ(x))xi + a0(x, t)|ut|q−2utwψ(x)+

+c0(x, t)uwψ(x) − f(x, t)wψ(x)

]
dxdt = 0. (36)



ÌIØÀÍÀ ÇÀÄÀ×À ÄËß ÍÅËIÍIÉÍÎ�Î ÏÀ�ÀÁÎËI×ÍÎ�Î �IÂÍßÍÍß... 173Ç (36), çîêðåìà, âèïëèâà¹, ùî â îáëàñòi QT â ñåíñi ðîçïîäiëiâ ïðàâèëüíà ðiâíiñòü
utt = −

n∑

i,j,s,l=1

(asl
ij(x)uxixj )xsxl

+

n∑

i,j=1

(aij(x, t)utxi)xj +

+

n∑

i=1

(ai(x, t)χi)xi − a0(x, t)|ut|q−2ut − c(x, t)u − f(x, t). (37)Îòæå, utt ∈ L2((0, T ); (H2
0,ν(Ω))∗)+Lp′

((0, T ); (W 1,p
0,ν (Ω))∗)+Lq′

((0, T ); (Lq
ν(Ω))∗). Àëå

ut ∈ L2((0, T );H1
0,ν(Ω)) ∩ Lp((0, T );W 1,p

0,ν (Ω)) ∩ Lq((0, T );Lq
ν(Ω)),òîìó

ut ∈ C([0, T ]; (H2
0,ν(Ω))∗ + (W 1,p

0,ν (Ω))∗ + (Lq
ν(Ω))∗).Íåõàé τ0, β ∈ (0, T ), τ0 < β, Θm � íåïåðåðâíà êóñêîâî-ëiíiéíà �óíêöiÿ íà [0, T ];

Θm(t) = 1 ïðè τ0 + 2
m < t < β − 2

m ; Θm(t) = 0 ïðè t > β − 1
m , t < τ0 + 1

m . Íåõàé ρl �ðåãóëÿðèçóþ÷à ïîñëiäîâíiñòü â D(R), ρl(t) = ρl(−t),
∞∫

−∞

ρl(t)dt = 1, supp ρl ⊂
[
− 1

l
,
1

l

]
, l > 2m.Ïðèéìåìî â �îðìóëi (36)

w =

[
(Θmute

−µt
2 ) ∗ ρl ∗ ρl

]
Θme

−µt/2,äå ∗ ïîçíà÷à¹ çãîðòêó çà çìiííîþ t. Íåõàé ϕ(t) = e−µt/2.Òîäi äëÿ ìàéæå âñiõ β i τ0 îäåðæèìî
−
∫

QT

u2
t Θm(t)Θ′

m(t)e−µtψ(x)dxdt+

∫

QT

[
−

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjuxsxl

e−µtψ(x)Θm(t)Θ′
m(t)+

+
µ

2

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjuxsxl

e−µtψ(x)Θ2
m(t) +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

(
utxs(ψ(x))xl

+

+utxl
(ψ(x))xs

)
e−µtΘ2

m(t) +
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjut(ψ(x))xsxl

e−µtΘ2
m(t)+

+
µ

2
u2

t Θ
2
m(t)e−µtψ(x) +

n∑

i,j=1

aij(x, t)utxi(utψ(x))xje
−µtΘ2

m(t)+

+

n∑

i=1

ai(x, t)χi(utψ(x))xie
−µtΘ2

m(t) + a0(x, t)|ut|qΘ2
m(t)ψ(x)e−µt+

+c0(x, t)uutΘ
2
m(t)ψ(x)e−µt − f(x, t)utψ(x)Θ2

m(t)e−µt

]
dxdt = 0. (38)
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Θm(t) =





m(t− τ0) − 1, t ∈
[
τ0 +

1

m
, τ0 +

2

m

]

−m(t− β) + 1, t ∈
[
β − 2

m
,β − 1

m

]
,òî çà òåîðåìîþ ïðî ñåðåäí¹ [13, 
. 114℄,

m

τ0+
2
m∫

τ0+ 1
m

g(t)
(
m(t− τ0) − 1

)
dt = mg(ξ)

[
mt2

2
−
(
mτ0 + 1

)
t

]∣∣∣∣
τ0+

2
m

τ0+
1
m

=
µ0

2
,äå µ0 ∈ [β0, β1], β0 6 g(x) 6 β1 íà [τ0 + 1

m , τ0 + 2
m ]. Ïåðåéäåìî â (38) äî ãðàíèöi ïðè

m→ ∞ :

1

2

∫

Ωβ

[
u2

t +
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjuxsxl

]
ψ(x)e−µtdx+

∫

Qτ0,β

[
µ

2

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjuxsxl

ψ(x)+

+

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

(
utxs(ψ(x))xl

+ utxl
(ψ(x))xs

)
+

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjut(ψ(x))xsxl

+

+
n∑

i,j=1

aij(x, t)utxi(utψ(x))xj +
n∑

i=1

ai(x, t)χi(utψ(x))xi +
µ

2
|ut|2ψ(x)+a0(x, t)|ut|qψ(x)+

+c0(x, t)uutψ(x) − f(x, t)utψ(x)

]
e−µtdxdt =

=
1

2

∫

Ωτ0

[
|ut|2 +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjuxs,xl

]
ψ(x)e−µtdx. (39)Ìíîæèíà {ut(·, t)

} îáìåæåíà â L2
ν(Ω) i ut ∈ C([0, T ]; (H2

0,ν(Ω))∗ + (W 1,p
0,ν (Ω))∗+

+(Lq
ν(Ω))∗). Îòæå, iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê tk⊂ [0, T ], tk→0 òàêèõ, ùî ut(·, tk)→z1ñëàáêî â L2

ν(Ω). Ç iíøîãî áîêó, ut(·, tk) → ut(·, 0) → u1 ñëàáêî â (H2
0,ν(Ω))∗+

+(W 1,p
0,ν (Ω))∗ + (Lq

ν(Ω))∗. Òîìó z1 = u1 i ut(·, tk) → u1 ñëàáêî â L2
ν(Ω).Ìíîæèíà {u(·, t)} îáìåæåíà â L2

ν(Ω), u ∈ L∞([0, T ];H2
0,ν(Ω)). Îòîæ, iñíó¹ ïî-ñëiäîâíiñòü òî÷îê {tk} ⊂ (0, T ], tk → 0 òàêèõ, ùî u(·, tk) → z0 ñëàáêî â H2

0,ν(Ω),
u(·, tk) → u(·, 0) = u0 â L2

ν(Ω). Òîìó z0 = u0 i u(·, tk) → u0 ñëàáêî â H2
0,ν(Ω). Ç (39)îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü

1

2

∫

Ωτ

[
u2

t +
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxsxl

uxixj

]
ψ(x)e−µτdx+

∫

Qτ

[
µ

2

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxsxl

uxixjψ(x)+

+

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

(
utxs(ψ(x))xl

+ utxl
(ψ(x))xs

)
+

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjut(ψ(x))xsxl

+
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+

n∑

i,j=1

aij(x, t)utxi(x, t)(utψ(x))xj +

n∑

i=1

ai(x)χi(utψ(x))xi + a0(x, t)|ut|qψ(x)+

+
µ

2
u2

tψ(x) + c0(x, t)uutψ(x)

]
e−µtdxdt >

1

2

∫

Ω0

[
u2

1 +
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u0xixju0xsxl

]
ψ(x)dx+

+

∫

Qτ

f(x, t)utψ(x)e−µtdxdt (40)ìàéæå äëÿ âñiõ τ ∈ [0, T ]. �îçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü {Yk}, âèçíà÷åíó ðiâíîñòÿìè
0 6 Yk :=

∫

Qβ

[ n∑

i=1

ai(x, t)(|uk
txi

|p−2 − |wxi |p−2wxi)(u
k
txi

− wxi)e
−µtψ(x)+

+a0(x, t)(|uk
t |p−2uk

t − |w|p−2w)(uk
t − w)e−µtψ(x)

]
dxdt =

=

∫

Qβ

[ n∑

i=1

ai(x, t)|uk
txi

|p + a0(x, t)|uk
t |p
]
e−µtψ(x)dxdt−

−
∫

Qβ

[ n∑

i=1

ai(x, t)|uk
txi

|p−2uk
txi

(wψ)xi + a0(x, t)|uk
t |q−2uk

twψ

]
e−µtdxdt−

−
∫

Qβ

[ n∑

i=1

ai(x, t)|wxi |p−2wxi(u
k
t − w)xiψ + a0(x, t)|w|q−2w(uk

t − w)ψ

]
e−µtdxdt.Ïðèéìåìî

gk :=

∫

Qβ

[
fku

k
t e

−µtψ(x) − µ

2
|uk

t |2e−µtψ(x) −
n∑

i,j,l,s=1

1

2
µasl

ij(x)u
k
xixj

uk
xsxl

e−µtψ(x)−

−
n∑

i,j,l,s=1

asl
ij(x)u

k
xixj

(
uk

txs
(e−µtψ(x))xl

+ uk
txl

(e−µtψ(x))xs

)
−

n∑

i,j,l,s=1

asl
ij(x)u

k
xixj

uk
t×

×(e−µtψ(x))xsxl
−

n∑

i,j=1

aij(x)u
k
txi
uk

txj
e−µtψ(x) −

n∑

i,j=1

aij(x)u
k
txi
uk

t (e−µtψ(x))xj−

−
n∑

i=1

ai(x)|uk
txi

|p−2uk
txi
uk

tψxi(x)e
−µt − c0(x)u

kuk
t e

−µtψ(x)

]
dxdt− 1

2

∫

Ωβ

[
|uk

t |2+

+

n∑

i,j,l,s=1

asl
ij(x)u

k
xixj

uk
xsxl

]
e−µβψ(x)dx+

1

2

∫

Ω0

[
|uk

1 |2 +

n∑

i,j,l,s=1

asl
ij(x)u

k
0xixj

uk
0xsxl

]
ψ(x)dx.(41)



176 �àëèíà ÒÎ��ÀÍÇàçíà÷èìî, ùî ó ïðîñòîði X �óíêöié òàêèõ, ùî
∫

Qβ

[
u2

t + u2 +

n∑

i,j=1

|uxixj |2 +

n∑

i,j=1

|utxixj |2
]
dxdt <∞ìîæíà ââåñòè åêâiâàëåíòíó íîðìó çà �îðìóëîþ (ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ µ)

||u||X =

( ∫

Qβ

[
1

2
µ

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjuxsxl

e−µtψ(x) +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

(
utxs(ψ(x))xl

+

+utxl
(ψ(x))xs

)
e−µt+

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjut(e

−µtψ(x))xlxs +
n∑

i,j=1

aij(x)utxiutxje
−µtψ(x)+

+

n∑

i,j=1

utxiut(e
−µtψ(x))xj − uute

−µtψ(x) + c0(x)uute
−µtψ(x)+

+
µ

2
u2e−µtψ(x) +

µ

2
u2

t e
−µtψ(x)

]
dxdt

)1/2

.Òîìó
sup lim

k→∞
gk 6

∫

Qβ

[
− µ

2
|ut|2e−µtψ(x) − µ

2

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj(ue

−µtψ(x))xsxl
+

+f(x, t)ute
−µtψ(x) −

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

(
utxs(e

−µtψ(x))xl
+ utxl

(e−µtψ(x))xs

)
−

−
n∑

i,j=1

aij(x)utxiutxje
−µtψ(x) −

n∑

i,j=1

aij(x)utxiut(e
−µtψ(x))xj−

−
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjut(e

−µtψ(x))xsxl
−

n∑

i=1

ai(x)χiutψxi(x)e
−µt−

−c0(x)uute
−µtψ(x)

]
dxdt− 1

2

∫

Ωβ

[
u2

t +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjuxsxl

]
e−µβ−ν

√
|x|2+1dx+

+
1

2

∫

Ω0

[
u2

1 +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u0xixju0xsxl

]
ψ(x)dx.Îòîæ,

0 6 sup lim
k→∞

Yk 6

∫

Qβ

[
− µ

2
|ut|2e−µtψ(x) − µ

2

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjuxsxl

e−µtψ(x)+

+f(x, t)ute
−µtψ(x) −

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixj

(
utxs(e

−µtψ(x))xl
+ utxl

(e−µtψ(x))xs

)
−
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−

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjut(e

−µtψ(x))xsxl
−

n∑

i,j=1

aij(x)utxiutxje
−µtψ(x)−

−
n∑

i,j=1

aij(x)utxiute
−µt(ψ(x))xj −

n∑

i=1

ai(x)χiutwxie
−µt−

−c0(x)uute
−µtψ(x)

]
dxdt− 1

2

∫

Ωβ

[
u2

t +
n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)uxixjuxsxl

]
e−µβ−ν

√
|x|2+1dx+

+
1

2

∫

Ω0

[
u2

1 +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u0xixju0xsxl

]
ψ(x)dx −

∫

Qβ

[ n∑

i=1

ai(x, t)|wxi |p−2wxi×

×
(
(ut − w)e−µtψ(x)

)
xi

+ a0(x, t)|w|q−2w(ut − w)e−µtψ(x)

]
dxdt+

+

∫

Qβ

[
−

n∑

i=1

ai(x, t)χi(wxiψ(x))e−µt − a0(x, t)|ut|q−2utwe
−µt

]
dxdt. (42)Äîäàâøè (39) i (42), îäåðæèìî

∫

Qβ

[ n∑

i=1

ai(x, t)χi(utψ(x))xi + a0(x, t)|ut|pψ(x) −
n∑

i=1

ai(x, t)χiwxiψ(x)−

−a0(x, t)|ut|q−2utwψ(x)

]
e−µtdxdt−

∫

Qβ

[ n∑

i=1

ai(x, t)|wxi |p−2wxi((ut − w)xiψ(x))+

+a0(x, t)|w|p−2w(ut − w)ψ(x)

]
e−µtdxdt > 0.Íåõàé w = ut − λz, λ > 0. Òîäi îòðèìàíà íåðiâíiñòü íàáóäå âèãëÿäó

∫

Qβ

[ n∑

i=1

ai(x, t)χi(zxiψ(x)) + a0(x, t)|ut|p−2utzψ(x) −
n∑

i=1

ai(x, t)|utxi − λzxi |p−2×

×(utxi − λzxi)zxiψ(x) − a0(x, t)|ut − λz|q−2(ut − λz)zψ(x)

]
e−µtdxdt > 0. (43)Ïåðåéäåìî â (43) äî ãðàíèöi ïðè λ→ +0 :

∫

Qβ

[ n∑

i=1

ai(x, t)(χi − |utxi |p−2utxi)(zxiψ(x))

]
e−µtdxdt > 0.Çâiäêè, çîêðåìà,

∫

Qβ

[ n∑

i=1

ai(x, t)(χi − |utxi |p−2utxi)(zxiψ(x))

]
e−µtdxdt = 0äëÿ âñiõ z ∈ Lp((0, T );W 1,p

0,ν (Ω)). Îòæå, χi = |utxi |p−2utxi ìàéæå âñþäè â QT ,
i ∈ {1, ..., n}.



178 �àëèíà ÒÎ��ÀÍÇàëèøèëîñÿ ïîêàçàòè âèêîíàííÿ ïî÷àòêîâèõ óìîâ. Íà ïiäñòàâi (31) ìîæåìîââàæàòè, ùî uk(·, 0) → u(·, 0) ñëàáêî â L2
ν(Ω). Àëå uk(·, 0) = u

k,k
0 → u0 âH2

0,ν(Ω). Òîìó
u(x, 0) = u0(x). Àíàëîãi÷íî, uk

t (·, 0) → uy(·, 0) ñëàáêî â L2
ν(Ω), à uk

t (·, 0) = u
k,k
1 → u1â L2

ν(Ω). Îòîæ, ut(x, 0) = u1(x). �Íåõàé p ∈ (1, 2). Òîäi äëÿ äîâiëüíèõ äiéñíèõ ÷èñåë a i b ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü
(|a|p−2a− |b|p−2b)(a− b) 6 2p−1|a− b|p.Çâiäêè, çîêðåìà, âèïëèâà¹ îöiíêà

||a|p−2a− |b|p−2b|p′

6 2(|a|p−2a− |b|p−2b)(a− b). (44)Íåõàé, êðiì òîãî, q > 1. �îçãëÿíåìî ïðîñòið �óíêöié v òàêèõ, ùî v ∈ L2((0, T );
H2

0,loc(Ω)), vt ∈ L2((0, T );H1
0,loc(Ω)) ∩ Lq((0, T );Lq

loc(Ω)). Ç öüîãî ïðîñòîðó âèäiëèìîìíîæèíó �óíêöié, äëÿ ÿêèõ
∫

QT

[
v2 + v2

t + |vt|p + |vt|q +

n∑

i=1

|vtxi |p +

n∑

i=1

|vtxi |2 +

n∑

i,j=1

|vxixj |2
]
(|x|2 + 1)−ρdxdt <∞,äå ρ > 0. Ïîçíà÷èìî ¨¨ ÷åðåç Mρ. Ââåäåìî ìíîæèíó M =

⋃
ρ>0

Mρ. Çàçíà÷èìî òàêå:ÿêùî v ∈ M, òî iñíó¹ òàêå ρ > 0, ùî v ∈ Mρ. Íåõàé ν > 0 � äîâiëüíå ÷èñëî. Òîäiiñíó¹ òàêà ñòàëà A(ν, ρ), ùî äëÿ âñiõ x ∈ R
n âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü

e−ν
√

|x|2+1
6 A(ν, ρ)(|x|2 + 1)−ρ.Îòæå, ÿêùî v ∈ M, òî

∫

QT

[
v2 + v2

t + |vt|p + |vt|q +

n∑

i=1

|vtxi |p +

n∑

i=1

|vtxi |2 +

n∑

i,j=1

|vxixj |2
]
e−ν

√
|x|2+1dxdt <∞,ÿêå á íå áóëî ÷èñëî ν > 0.Òåîðåìà 3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A), (C), p ∈ ( 2n

n+2 , 2), q > 1, u0 ∈ H2
0,loc(Ω),

u1 ∈ L2
loc(Ω), f ∈ Lq0((0, T );Lq0

loc(Ω)). Òîäi çàäà÷à (2)-(4) íå ìîæå ìàòè áiëüøåîäíîãî óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó â êëàñi �óíêöié M.Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî iñíóþòü äâà óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè u1 i u2 çàäà÷i (2)-(4).Âðàõîâóþ÷è îçíà÷åííÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó, çàçíà÷èìî, ùî âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
∫

Ωτ

uk
t vψ(x)dx +

∫

Qτ

[
− uk

t vtψ(x) +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

k
xixj

(vψ(x))xsxl
+

+

n∑

i,j=1

aij(x, t)u
k
txi

(vψ(x))xi + c0(x, t)u
kvψ(x) +

n∑

i=1

ai(x, t)|uk
txi

|p−2uk
txi

(vψ(x))xi+

+a0(x, t)|uk
t |q−2uk

t vψ(x)

]
dxdt =

∫

Ω0

u1vψ(x)dx+

∫

Qτ

f(x, t)vψ(x)dxdt, k ∈ {1, 2}, (45)äëÿ âñiõ τ ∈ (0, T ] i äîâiëüíèõ v ∈ L2((0, T );H2
0,ν(Ω)) ∩ Lp((0, T );W 1,p

0,ν (Ω))∩
∩Lq((0, T );Lq

ν(Ω)) òàêèõ, ùî vt ∈ L2((0, T );L2
ν(Ω)), äå ν > 0. Ïîçíà÷èìî u1,2 =
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= u1 − u2. Î÷åâèäíî, u1,2(x, 0) = 0 ìàéæå âñþäè â Ω. Âiäíiìåìî ðiâíîñòi (45) ïðè
k = 1 i k = 2 òà ïðèéìåìî

v =

[(
Θmu

1,2
t e−µt/2

)
∗ ρl ∗ ρl

]
Θme

−µt/2.Àíàëîãi÷íî ÿê ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2 ëåãêî äîâåñòè ðiâíiñòü
1

2

∫

Ωτ

[
|u1,2

t |2 +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

1,2
xixj

u1,2
xsxl

]
ψ(x)e−µtdx+

∫

Qτ

[
µ

2
|u1,2

t |2ψ(x)+

+
µ

2

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

1,2
xixj

u1,2
xsxl

ψ(x) +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

1,2
xixj

(
u

1,2
txs

(ψ(x))xl
+ u

1,2
txl

(ψ(x))xs

)
+

+

n∑

i,j=1

aij(x, t)u
1,2
txi

(u1,2
t ψ(x))xj + c0(x, t)u

1,2u
1,2
t ψ(x)+

+

n∑

i=1

ai(x, t)(|u1
txi

|p−2u1
txi

− |u2
txi

|p−2u2
txi

)(u1,2
t ψ(x))xi

]
e−µtdxdt+

+

∫

Qτ

a0(x, t)(|u1
t |q−2u1

t − |u2
t |q−2u2

t )u
1,2
t ψ(x)e−µtdxdt = 0 (46)ïðàâèëüíó äëÿ ìàéæå âñiõ τ ∈ (0, T ]. Çàçíà÷èìî, ùî çãiäíî ç óìîâîþ (A) ïåðøèé iòðåòié iíòåãðàëè ó ðiâíîñòi (46) íåâiä'¹ìíi. Òîìó çâiäñè îäåðæèìî íåðiâíiñòü âèãëÿäó

∫

Qτ

[
µ

2
|u1,2

t |2ψ(x) +
µ

2

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

1,2
xixj

u1,2
xsxl

ψ(x) +

n∑

i,j,s,l=1

asl
ij(x)u

1,2
xixj

(
u

1,2
txs

(ψ(x))xl
+

+u1,2
txl

(ψ(x))xs

)
+

n∑

i,j=1

aij(x, t)u
1,2
txi

(u1,2
t ψ(x))xj + c0(x, t)u

1,2u
1,2
t ψ(x)

]
e−µtdxdt+

+

∫

Qτ

n∑

i=1

ai(x, t)(|u1
txi

|p−2u1
txi

− |u2
txi

|p−2u2
txi

)(u1,2
t ψ(x))xie

−µtdxdt 6 0. (47)Âèáðàâøè íåâèêëþ÷íó ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê {τh} ⊂ (0, T ] òàêó, ùî lim
h→∞

τh = T ,îäåðæó¹ìî ïðàâèëüíiñòü (47) i äëÿ τ = T . Íàäàëi â (47) ïðèéìåìî τ = T . Ïîçíà÷èìîïåðøèé iíòåãðàë â (47) ÷åðåç P1. Òîäi íà ïiäñòàâi óìîâ (A), (C) (öiëêîì ïîäiáíî ÿêïðè äîâåäåííi òåîðåìè 2) ìàòèìåìî îöiíêó
P1 >

∫

QT

[(
µ

2
− A8n

4(ν2 + 3ν)

2
− n2νA9

2δ5
− C2(1 + 2T 2)

2

)
|u1,2

t |2 +

(
µA2

2
− νn2A8

δ4
−

−n
2(ν2 + 3ν)A8

2

) n∑

i,j=1

|u1,2
xixj

|2 +

(
A1 − νn3A8δ4 −

nνA9δ5

2

) n∑

i=1

|u1,2
txi

|2
]
ψ(x)e−µtdxdt.
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P1 >

∫

QT

[
ω1|u1,2

t |2 + ω0

n∑

i=1

|u1,2
txi

|2 + ω0

n∑

i,j=1

|u1,2
xixj

|2
]
ψ(x)e−µtdxdt,äå ω0 > 0, ω1 > ν1n

2 +1. Ïîçíà÷èìî äðóãèé iíòåãðàë ó (47) ÷åðåç P2. Çãiäíî ç óìîâîþ(A) i íåðiâíiñòþ (44) ìà¹ìî
P2 > ν0

∫

QT

n∑

i=1

(|u1
txi

|p−2u1
txi

− |u2
txi

|p−2u2
txi

)u1,2
txi
ψ(x)e−µtdxdt−

−ν1n
2

∫

QT

|u1,2
t |2ψ(x)e−µtdxdt−ν1ε1

p′

∫

QT

n∑

i=1

(|u1
txi

|p−2u1
txi

−|u2
txi

|p−2u2
txi

)p′

ψ(x)e−µtdxdt−

−ν1n(2 − p)ν
2p

2−p

2pε
2(p−1)
2−p

1

∫

QT

ψ(x)e−µtdxdt >

>

(
ν0 −

2ν1ε1
p′

) ∫

QT

n∑

i=1

(|u1
txi

|p−2u1
txi

− |u2
txi

|p−2u2
txi

)u1,2
txi
ψ(x)e−µtdxdt−

−ν1n
2

∫

QT

|u1,2
t |2ψ(x)e−µtdxdt − ν1n(2 − p)(n− 1)!σn−1

2pε
2(p−1)
2−p

1

ν
2p

2−p−n,äå σn−1 � ïëîùà ïîâåðõíi îäèíè÷íî¨ (n − 1)-âèìiðíî¨ ñ�åðè. Âèáåðåìî ε1 =
ν0p

′

2ν1
.Òîäi, âðàõîâóþ÷è îöiíêè iíòåãðàëiâ P1 i P2, ç (47), îäåðæèìî íåðiâíiñòü∫

QT

|u1,2
t |2ψ(x)dxdt 6 ω2ν

2p
2−p−n,äå ñòàëà ω2 íå çàëåæèòü âiä ν. Îñêiëüêè çà óìîâîþ òåîðåìè 2p

2−p−n > 0 i ν ìîæå áóòèäîâiëüíèì ÿê çàâãîäíî ìàëèì äîäàòíèì ÷èñëîì, òî ç îñòàííüî¨ íåðiâíîñòi âèïëèâà¹,ùî u1,2
t = 0 ìàéæå âñþäè â QT . Àëå u1,2(x, 0) = 0, òîìó u1,2(x, t) = 0 ìàéæå âñþäè â
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