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V AR ìîäåëi, VMA ìîäåëi äàþòü íå ãiðøi ïðîãíîçè, íiæ ìîäåëi ñòðóêòóðíèõ ðiâíÿíü.Âàãîìîþ ïåðåâàãîþ öèõ ìîäåëåé ¹ îäíî÷àñíå ïî¹äíàííÿ äåêiëüêîõ ÷àñîâèõ ðÿäiâ, ÿêiäîïîìàãàþòü âðàõîâóâàòè i äîñëiäæóâàòè âçà¹ìîçâîðîòíi çâ'ÿçêè ìiæ ïîêàçíèêàìè.Íàøà ïðàöÿ îõîïëþ¹ ìàòåìàòè÷íó ïîáóäîâó òà ïðèêëàä, â ÿêîìó ïðîâåäåíîïîðiâíÿëüíèé àíàëiç äâî�àêòîðíî¨ âåêòîðíî¨ ìîäåëi ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî çi çâè÷àé-íèìè MA ìîäåëÿìè, ÿêèé öiêàâèé ç åêîíîìi÷íîãî òà ìàòåìàòè÷íîãî áîêó.Çàçíà÷èìî, ùî ç îñíîâíèìè ïîíÿòòÿìè V AR i MA ìîæíà îçíàéîìèòèñÿ ó êíè-ãàõ [1-3℄. Êðiì òîãî, ó ïðàöÿõ [4,5℄ íàâåäåíî äåÿêi ïiäõîäè äî îöiíþâàííÿ ïàðàìåòðiâöèõ ìîäåëåé.2. Çàãàëüíi âëàñòèâîñòi âåêòîðíèõ MA ïðîöåñiâ.2.1. Âåêòîðíèé ïðîöåñ ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî ïåðøîãî ïîðÿäêó. �îçãëÿíåìî ïðî-öåñ

Yt = µ+ εt + Ωεt−1, (1)
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144 Íàçàðié ÑÀËIØäå µ � äåÿêèé ñòàëèé âåêòîð; Ω � ìàòðèöÿ ðîçìiðó n×n. Öåé ÷àñîâèé ðÿä íàçèâà¹òüñÿâåêòîðíèì ïðîöåñîì ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî i ïîçíà÷à¹òüñÿ VMA(1).Îñíîâíi ïðèïóùåííÿ ìîäåëi òàêi:(i) äîñëiäæóâàíèé ïðîöåñ ¹ ñòàöiîíàðíèì, òîáòî âîëîäi¹ äâîìà âëàñòèâîñòÿìè:1) E[Yt] = const, äëÿ âñiõ t;2) E[(Yt − µ)(Yt−k − µ)′] = Γk, äëÿ âñiõ t,äå Γk � ïîçíà÷à¹ ìàòðèöþ àâòîêîâàðiàöié i çàëåæèòü ëèøå âiä k;(ii) ÷àñîâèé ðÿä εt çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè:1) E[εt] = 0, äëÿ âñiõ t;2) V ar[εt] = Σ, äëÿ âñiõ t;3) E[εtε
′

s] = 0 ïðè t 6= s;Òàêèé ïðîöåñ ùå íàçèâàþòü "áiëèé øóì". Âðàõîâóþ÷è çðîáëåíi ïðèïóùåííÿ,íàâåäåìî äåÿêi âëàñòèâîñòi VMA ïðîöåñó (1).
1
o. E[Yt] = µ, òîáòî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ âåêòîðà Yt � ñòàëà µ. Äëÿ öüîãîäîñòàòíüî îá÷èñëèòè ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ îáîõ ñòîðií (1)

E[Yt] = E[µ+ εt + Ωεt−1] = µ+ E[εt] + ΩE[εt−1] = µ.

2
o. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèïóùåííÿ (i) òà (ii), ðîçïèøåìî çà îçíà÷åííÿì V ar[Yt]:
V ar[Yt] = E[(Yt − µ)(Yt − µ)′] = E[(εt + Ωεt−1)(εt + Ωεt−1)

′] = E[εtε
′

t]+

+ E[εt(Ωεt−1)
′] + E[Ωεt−1ε

′

t] + ΩE[εt−1ε
′

t−1]Ω
′ = Σ + ΩΣΩ′.Îòæå, äèñïåðñiÿ Yt ìà¹ âèãëÿä

V ar[Yt] = Γ0 = Σ + ΩΣΩ′. (2)
3
o. Çíàéäåìî âèãëÿä àâòîêîâàðiàöiéíèõ ìàòðèöü äëÿ öüîãî ïðîöåñó. Ìà¹ìî

Γk = E[(Yt − µ)(Yt−k − µ)′] = E[(εt + Ωεt−1)(εt−k + Ωεt−(k+1))
′] = E[εtε

′

t−k]+

+ E[εtε
′

t−(k+1)]Ω
′ + ΩE[εt−1ε

′

t−k] + ΩE[εt−1ε
′

t−(k+1)]Ω
′.Îñêiëüêè, E[εtε

′

s] = 0 ïðè t 6= s, òî ïðè k = 1, áóäåìî ìàòè E[εtε
′

t−1] = 0,
E[εtε

′

t−2]Ω
′ = 0 òà ΩE[εt−1ε

′

t−2]Ω
′ = 0. Îòæå, îäåðæèìî

Γk =

{
ΩΣ, ïðè k = 1,

0, ïðè k > 1.
(3)2.2. VMA(q) ïðîöåñ. Âåêòîðíèé ïðîöåñ ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî ïîðÿäêó q ìà¹âèãëÿä

Yt = µ+ εt + Ω1εt−1 + ...+ Ωqεt−q. (4)Ïðèïóùåííÿ òàêi, ÿê i ó âèïàäêó VMA(1). Ïðîöåñ ñòàöiîíàðíèé òà {εt} � âåê-òîðíèé áiëèé øóì. Çíàéäåìî âèãëÿä ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ òà àâòîêîâàðiàöié-íèõ ìàòðèöü. Î÷åâèäíî, E[Yt] = E[µ] + E[εt] +
T∑

j=1

ΩjE[εt−j ] = µ. Äèñïåðñiÿ (àáî
Γ0)

Γ0 = E[(Yt − µ)(Yt − µ)′] =E[εtεt] + Ω1E[εt−1ε
′

t−1]Ω
′

1 + ...+ ΩqE[εt−qε
′

t−q]Ω
′

q =

=Σ + Ω1ΣΩ′

1 + Ω2ΣΩ′

2 + ...+ ΩqΣΩ′

q.
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Γk =E[(Yt−µ)(Yt−k−µ)′]=






ΩkΣ + Ωk+1ΣΩ′

1 + . . .+ ΩqΣΩ′

q−k, ïðè k = 1, . . . , q,

ΣΩ′

−k + Ω1ΣΩ′

1−k + . . .+ Ωq+kΣΩ′

q, ïðè k = −1, . . . ,−q,

0, ïðè |k| > q.Ùå îäíó âëàñòèâiñòü ñ�îðìóëþ¹ìî ÿê ëåìó.Ëåìà 1. Äëÿ ìîäåëi (1) âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü
Γ′

k = Γ−k. (5)Äîâåäåííÿ. Ìà¹ìî Γ′

k = E[(Yt − µ)(Yt−k − µ)′]′ = E[(Yt−k − µ)(Y(t−k)+k − µ)′] =
= Γ−k. �2.3. VMA(∞) ïðîöåñ. Âåêòîðíèé ïðîöåñ ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî íåñêií÷åííîãîïîðÿäêó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäi

Yt = µ+

∞∑

k=0

Ωkεt−k, (6)äå Yt, εt−k âåêòîðè ç n êîîðäèíàòàìè; µ � äåÿêèé ñòàëèé âåêòîð; Ωi � ìàòðèöi ðîçìiðó
n× n äëÿ i = 1, . . .; Ω0 = In � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ðîçìiðó n× n.Îçíà÷åííÿ 1. Áóäåìî íàçèâàòè ðÿä ñêëàäåíèé ç ìàòðèöü {Ψk}

∞

k=−∞
àáñîëþò-íî çáiæíèì, ÿêùî ïðè �iêñîâàíèõ i òà j ðÿä ç âiäïîâiäíèõ åëåìåíòiâ ìàòðèöü

{ψi,j}
∞

k=−∞
áóäå àáñîëþòíî çáiæíèé.Ïîäàìî îñíîâíi âëàñòèâîñòi ó âèãëÿäi òåîðåìè.Òåîðåìà 1. Íåõàé ìà¹ìî ïðîöåñ (6), ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ ïðèïóùåííÿ (i), (ii) òà ðÿäìàòðèöü {Ωk}

∞

k=0 àáñîëþòíî çáiæíèé. Òîäi:à) àâòîêîâàðiàöiéíà ìàòðèöÿ ïîðÿäêó s iñíó¹ òà çàäà¹òüñÿ âèðàçîì
Γs =

∞∑

k=0

Ωk+sΣΩ′

k; (7)á) ïîñëiäîâíiñòü ìàòðèöü {Γs}
∞

s=0 çàäà¹ àáñîëþòíî çáiæíèé ðÿä.Äîâåäåííÿ. a) Íåõàé ω(k)
ij åëåìåíò ìàòðèöi Ωk. Òîäi i-òà êîîðäèíàòà âåêòîðà Yt ìà-òèìå âèãëÿä

yi
t = µi +

n∑

l=1

∞∑

k=0

ω
(k)
il ε

l
t−k. (8)Ââåäåìî ùå îäíå ïîçíà÷åííÿ

f(i, l, t) =

∞∑

k=0

ω
(k)
il εl

t−k.Òîäi (8) íàáóäå âèãëÿäó yi
t = µi +

n∑
l=1

f(i, l, t). Çíàéäåìî ìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿäîáóòêó f(i, l, t) òà f(j,m, t− s), äå i, j, l,m íàáóâàþòü çíà÷åííÿ âiä 1 äî n. Îñêiëüêè
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{Ωk}

∞

k=0 àáñîëþòíî çáiæíà, òî
∞∑

r=0

∞∑

k=0

|ω
(r)
imω

(k)
il | =

∞∑

r=0

∞∑

k=0

|ω
(r)
im | · |ω

(k)
il | =

=

(
∞∑

r=0

|ω
(r)
im |

)
×

(
∞∑

k=0

|ω
(k)
il |

)
<∞.Òîäi çãiäíî ç òåîðåìîþ Êîøi ïðî äîáóòîê àáñîëþòíî çáiæíèõ ðÿäiâ ìà¹ìî ïðàâîçàïèñàòè ðiâíîñòi

E[f(i, l, t) · f(j,m,t− s)] = E[(

∞∑

k=0

ω
(k)
il ε

l
t−k)(

∞∑

r=0

ω
(r)
jmε

m
t−s−r)] =

=

∞∑

r=0

∞∑

k=0

ω
(r)
jmω

(k)
il E[εl

t−kε
m
t−s−r].Çà ïðèïóùåííÿì (ii) ìîäåëi E[εl

t−kε
m
t−s−r] 6= 0 òiëüêè ïðè k = s+ r. Îòæå, îòðèìàëè

E[f(i, l, t) · f(j,m, t− s)] =
∞∑

r=0

ω
(r+s)
il ω

(r)
jmσlm, (9)äå σlm âiäïîâiäíèé åëåìåíò ìàòðèöi Σ. Åëåìåíò γ(s)

ij ìàòðèöi Γs øóêà¹ìî çà �îðìó-ëîþ
γ

(s)
ij = E[(yi

t − µi)((y
j
t−s − µj)].Âèêîðèñòîâóþ÷è �îðìóëè (8) òà (9), çàïèøåìî

E[(yi
t − µi)((y

j
t−s − µj)] =

n∑

l=1

n∑

m=1

E[f(i, l, t) · f(j,m, t− s)] =

=
n∑

l=1

n∑

m=1

∞∑

r=0

ω
(r+s)
il ω

(r)
jmσlm =

=

∞∑

r=0

n∑

l=1

n∑

m=1

ω
(r+s)
il ω

(r)
jmσlm.

(10)
Î÷åâèäíî, n∑

l=1

n∑
m=1

ω
(r+s)
il ω

(r)
jmσlm ¹ åëåìåíòîì ìàòðèöi Ωk+sΣΩ′

k, ùî óòâîðþ¹òüñÿ ïå-ðåòèíîì i-ãî ðÿäêà òà j-ãî ñòîâïöÿ. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî âèãëÿä àâòîêîâàðiàöiéíî¨ìàòðèöi çàäà¹òüñÿ ðiâíÿííÿì (7).á) Ïîçíà÷èìî gs(i, j, l,m) = E[f(i, l, t) · f(j,m, t − s)]. Çàóâàæèìî, ùî ðÿä
{gs(·)}

∞

s=0 àáñîëþòíî çáiæíèé
∞∑

s=0

|gs(·)| 6

∞∑

s=0

∞∑

r=0

|ω
(r+s)
il ω

(r)
jmσlm| = |σlm|

∞∑

r=0

|ω
(r)
jm|

∞∑

s=0

|ω
(r+s)
il | <∞.
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s=0

|gs(·)| < M . Çâiäñè
∞∑

s=0

|γ
(s)
ij | 6

∞∑

s=0

n∑

l=1

n∑

m=1

|gs(l,m, ·)| =

=

n∑

l=1

n∑

m=1

∞∑

s=0

|gs(l,m, ·)| < n2M <∞.Öå äîâîäèòü, ùî ðÿä ìàòðèöü {Γs}
∞

k=0 àáñîëþòíî çáiæíèé. �3. Àâòîêîâàðiàöiéíà ãåíåðóþ÷à �óíêöiÿ äëÿ VMA ïðîöåñiâ.Äëÿ ñòàöiî-íàðíîãî âåêòîðíîãî ïðîöåñó ç àáñîëþòíî çáiæíèìè àâòîêîâàðiàöiéíèìè ìàòðèöÿìèîçíà÷åííÿ �óíêöi¨ ââîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî äî ñêàëÿðíîãî âèïàäêó.Îçíà÷åííÿ 2. Àâòîêîâàðiàöiéíîþ ãåíåðóþ÷îþ �óíêöi¹þ äëÿ âåêòîðíèõ ïðîöåñiâíàçèâà¹òüñÿ �óíêöiÿ, ÿêà çàäà¹òüñÿ
GY (z) ≡

∞∑

j=−∞

Γjz
j,äå Γj = E[(Yt − µ)(Yt−j − µ)′]; z � êîìïëåêñíèé ñêàëÿð.Íàïðèêëàä, àâòîêîâàðiàöiéíà ãåíåðóþ÷à �óíêöiÿ âåêòîðíîãî áiëîãî øóìó ìà¹âèãëÿä

Gε(z) = Σ.Ïîáóäó¹ìî öþ �óíêöiþ äëÿ VMA(1) ïðîöåñó. Ç �îðìóë (2), (3) òà ëåìè îäåðæó¹ìîâèðàçè äëÿ Γ0, Γ1 òà Γ−1. �åøòà àâòîêîâàðiàöiéíèõ ìàòðèöü äîðiâíþþòü íóëþ. Òîäi
GY (z) = (Σ + ΩΣΩ′) + ΩΣz + Σ′Ω′z−1 = (In + Ωz)Σ(In + Ω′z−1).Àíàëîãi÷íî áóäó¹òüñÿ àâòîêîâàðiàöiéíà ãåíåðóþ÷à �óíêöiÿ äëÿ VMA(q) ïðîöåñó

GY (z) =(In + Ω1z + Ω2z
2 + . . .+ Ωqz

q)Σ×

× (In + Ω′

1z
−1 + Ω′

2z
−2 + . . .+ Ω′

qz
−q).

(11)Íåõàé VMA íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó, çàäà¹òüñÿ âèðàçîì
Yt = µ+

∞∑

k=0

Ωkεt−k = µ+ Ω(L)εt,äå Ω(L) = Ω1L + . . . + ΩqL
q; L � ëàãîâèé îïåðàòîð. �ÿä {Ωk}

∞

k=1 àáñîëþòíî çáiæ-íèé, òîäi çà òåîðåìîþ {Γs}
∞

k=0 � àáñîëþòíî çáiæíèé. Îòæå, iñíó¹ àâòîêîâàðiàöiéíàãåíåðóþ÷à �óíêöiÿ i âîíà áóäå çàäàâàòèñÿ âèðàçîì
GY (z) = [Ω(z)]Σ[Ω(z−1)]′. (12)4. Îöiíêè ïàðàìåòðiâ VMA ïðîöåñó ìåòîäîì àâòîêîâàðiàöié.4.1. Âèïàäîê VMA(1) ç äâîìà çìiííèìè. Îïèøåìî ìîäåëü, ïàðàìåòðè ÿêî¨ áó-äåìî äîñëiäæóâàòè. Íåõàé
Yt = µ+ εt + Ωεt−1, (13)



148 Íàçàðié ÑÀËIØäå Yt, µ, εt ñòîâïöi ðîçìiðó äâà; Ω çîáðàæåíà ó âèãëÿäi
Ω =

(
ω11 ω12

ω21 ω22

)
. (14)Ìîäåëü (13) òàêîæ ìîæíà ïîäàòè òàê:

{
y1

t = µ1 + e1t + ω11e
1
t−1 + ω12e

2
t−1,

y2
t = µ2 + e2t + ω21e

1
t−1 + ω22e

2
t−1.

(15)Öåé ìåòîä ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ìè ìîæåìî çíàéòè îöiíêó ïàðàìåòðiâ ìîäåëi ÷åðåçìàòðèöi àâòîêîâàðiàöi¨ Γk, äå k = 0, 1 òà âåêòîð ìàòåìàòè÷íèõ ñïîäiâàíü µ. Íåõàéìà¹ìî T ñïîñòåðåæåíü Yt.Ïîçíà÷èìî
Γk =

(
γ11(k) γ12(k)
γ21(k) γ22(k)

)
.Òîäi îöiíêà ìàòåìàòè÷íîãî ñïîäiâàííÿ ìàòèìå âèãëÿä

µ̂ =

T∑
i=1

Yt

T
,àáî ïîêîîðäèíàòíî µ̂1 =

T∑
t=1

y1

t

T , µ̂2 =

T∑
t=1

y2

t

T . Àíàëîãi÷íî ìîæåìî îöiíèòè åëåìåíòèàâòîêîâàðiàöiéíèõ ìàòðèöü
γ̂ij(k) =

T∑
t=1+k

(yi
t − µ̂i)(y

j
t−k − µ̂j)

T − k
, (16)äå i, j = 1, 2.Íà ïiäñòàâi îöiíîê µ̂ òà Γ̂k çíàéäåìî îöiíêè Ω òà Σ. Ç âëàñòèâîñòåé (2), (3) äëÿâåêòîðíèõ ÌÀ(1) ïðîöåñiâ îäåðæó¹ìî, ùî Γ0 = Σ + ΩΣΩ′ òà Γ1 = ΩΣ. �îçãëÿíåìîâèïàäîê, ÿêèé áóäå ðåàëiçîâàíèé íà ïðèêëàäi â ïóíêòi 7.Íåõàé

Σ =

(
d1 k

k d2

)
. (17)òîáòî çáóðåííÿ îáîõ ïðîöåñiâ ìiæ ñîáîþ êîðåëþþòü i ìàþòü ðiçíi äèñïåðñi¨. �iâíiñòü(14) çàäà¹ âèãëÿä ìàòðèöÿ Ω.Òîäi çãiäíî ç (2) òà (3)

Γ0 = Σ + ΩΣΩ′ =

=

(
d1ω

2
11+d2ω

2
12+2kω11ω12 d1ω11ω21+d2ω12ω22+k(ω11ω22+ω12ω21)

d1ω11ω21+d2ω12ω22+k(ω11ω22+ω12ω21) d2ω
2
22+d1ω

2
21+2ω21ω22k

)
;(18)

Γ1 = ΩΣ =

(
d1ω11 + kω12 d2ω12 + kω11

d1ω21 + kω22 d2ω22 + kω21

)
. (19)



ÂÅÊÒÎ�ÍI ÌÎÄÅËI �ÓÕÎÌÎ�Î ÑÅ�ÅÄÍÜÎ�Î 149Âèêîðèñòîâóþ÷è (16), (18) òà (19), ìîæåìî çàïèñàòè òàêó ñèñòåìó ðiâíÿíü, à ðîçâ'ÿ-çîê äàñòü íàì øóêàíi îöiíêè:





γ̂11(1) = ω11d1 + ω12k,

γ̂12(1) = ω12d2 + ω11k,

γ̂21(1) = ω21d1 + ω22k,

γ̂22(1) = ω22d2 + ω21k,

γ̂11(0) = d1ω
2
11 + d2ω

2
12 + 2ω11ω12k,

γ̂22(0) = d2ω
2
22 + d1ω

2
21 + 2ω21ω22k,

γ̂12(0) = ω11ω21d1 + ω12ω22d2 + k(ω11ω22 + ω12ω21).

(20)
Öÿ ñèñòåìà íåëiíiéíà i ¨¨ ðîçâ'ÿçîê ìîæíà çíàéòè ëèøå íàáëèæåíèìè ìåòîäàìè.4.2. Îöiíêè ïàðàìåòðiâ VMA(q) ïðîöåñó. Ìà¹ìî ïðîöåñ (4)

Yt = µ+ εt + Ω1εt−1 + ...+ Ωqεt−q.Çâåäåìî ïîøóê îöiíîê äî ñèñòåìè ìàòðè÷íèõ ðiâíÿíü. Îöiíèìî ìàòðèöi àâòîêîâà-ðiàöié Γk = (γij) ÿê i â âèïàäêó VMA(1)

γ̂ij(k) =

T∑
t=1+k

(yi
t − µ̂i)(y

j
t−k − µ̂j)

T − k
,äå i, j íàáóâàþòü çíà÷åííÿ âiä 1 äî n. Òîäi çãiäíî ç ðiâíÿííÿìè, ÿêi áóëè âèâåäåíi âïóíêòi 2.2, ìîæíà çàïèñàòè ñèñòåìó






Γ0 = Σ + Ω1ΣΩ′

1 + Ω2ΣΩ′

2 + ...+ ΩqΣΩ′

q,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Γk = ΩkΣ + Ωk+1ΣΩ′

1 + . . .ΩqΣΩ′

q−k ïðè k = 1, . . . , q.

(21)5. Îöiíêè ïàðàìåòðiâ VMA ïðîöåñó ìåòîäîì ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäî-ïîäiáíîñòi. Çíàéäåìî îöiíêè ïàðàìåòðiâ ìîäåëi (1) çà äîïîìîãîþ ìåòîäó óìîâíî¨ïðàâäîïîäiáíîñòi òà ìåòîäó òî÷íî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi.Äîäàòêîâå ïðèïóùåííÿ äî ïî÷àòêîâî¨ ìîäåëi: εt � íåâèðîäæåíèé íîðìàëüíèéâåêòîð, òîáòî εt ∼ N [0,Σ], äå Σ ñèìåòðè÷íà, äîäàòíî âèçíà÷åíà ìàòðèöÿ.5.1. Ìåòîä óìîâíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi. ßêùî çíà÷åííÿ εt−1 ç ïåâíiñòþ âiäîìå,òî
Yt|εt−1 ∼ N [µ+ Ωεt−1,Σ]i

f(Yt|εt−1;µ,Σ,Ω) = (2π)−
n

2 |Σ|−
1

2 exp[−
1

2
(Yt − µ− Ωεt−1)

′Σ−1(Yt − µ− Ωεt−1)].Ïðèïóñòèìî, ùî ε0 = 0. Òîäi (Y1|ε0 = 0) ∼ N [µ,Σ]. Ìàþ÷è ñïîñòåðåæåííÿ Y1,çíàéäåìî ε1 = Y1 − µ. Òåïåð ìîæåìî çàïèñàòè ùiëüíiñòü
f(Y2|Y1, ε0 = 0;µ,Σ,Ω) = (2π)−

n

2 |Σ|−
1

2 exp[−
1

2
(Y2 − µ− Ωε1)

′Σ−1(Y2 − µ− Ωε1)].Ïðîäîâæóþ÷è öåé ïðîöåñ, ìà¹ìî, ùî εt = Yt − µ− Ωεt−1 òà
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f(Yt|Yt−1, . . . , Y1, ε0 = 0;µ,Σ,Ω) = f(Yt|εt−1;µ,Σ,Ω) =

= (2π)−
n

2 |Σ|−
1

2 exp[−
1

2
(Yt − µ− Ωεt−1)

′Σ−1(Yt − µ− Ωεt−1)].Ôóíêöiÿ ïðàâäîïîäiáíîñòi âñi¹¨ âèáiðêè ìàòèìå âèãëÿä
L(YT , YT−1, . . . , Y1, ε0 = 0, µ,Σ,Ω) = f(Y1|ε0 = 0;µ,Σ,Ω)×

×

T∏

t=2

f(Yt|Yt−1, . . . , Y1, ε0 = 0;µ,Σ,Ω),
(22)à ¨¨ ëîãàðè�ì �

L(µ,Σ,Ω) = −
Tn

2
ln 2π −

T

2
ln |Σ| −

1

2

T∑

t=1

ε′tΣ
−1εt, (23)äå εt ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê

εt = (Yt − µ) − Ω(Yt−1 − µ) + Ω2(Yt−2 − µ)+

+ . . .+ (−1)t−1Ωt−1(Y1 − µ) + (−1)tΩtε0.Ôóíêöiÿ (23) ÿê �óíêöiÿ çìiííèõ µ,Σ,Ω ¹ íåëiíiéíîþ i çíàéòè òî÷êè ìàêñèìóìó öi¹¨�óíêöi¨ íåëåãêî. Òîìó ÓÎÌÏ ïàðàìåòðiâ ïðîöåñó VMA(1) çíàõîäÿòü çà äîïîìîãîþ÷èñåëüíî¨ îïòèìiçàöi¨.Çàóâàæåííÿ 1. Ó âèïàäêó VMA(q) ïðîöåñó �óíêöiÿ ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñ-òi áóäó¹òüñÿ àíàëîãi÷íî. Íàêëàäåìî óìîâó
ε0 = ε−1 = . . . = ε−(q−1) = 0.Ìàþ÷è ïî÷àòêîâi çíà÷åííÿ, çà äîïîìîãîþ iòåðàöié ìîæåìî çíàéòè εt äëÿ

t = 1, 2, . . . , T . Ïîçíà÷èìî ÷åðåç e0 âåêòîð (ε0, ε−1, . . . , ε−(q−1))
′. Òîäi �óíêöiÿóìîâíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi ìàòèìå âèãëÿä

L(Y1, . . . , YT ,Σ,Ω1, . . . ,Ωq, µ|e0 = 0) =
T∏

t=1

1

(2π)n/2|Σ|1/2
exp

[
−

1

2
ε′tΣ

−1εt

]
.5.2. Iòåðàöiéíi íàáëèæåííÿ. Äëÿ îòðèìàííÿ ëiïøèõ îöiíîê ïàðàìåòðiâ ìîäåëiïðîäîâæèìî ìåòîä óìîâíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi, âèêîðèñòîâóþ÷è iòåðàöiéíi íàáëèæåí-íÿ. Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîçíà÷èìî Ỹt = Yt − µ. Çàñòîñóâàâøè ìåòîä óìîâíî¨ ïðàâäîïî-äiáíîñòi, ìîæåìî îòðèìàòè îöiíêè µ, Σ òà Ω0, . . . ,Ωq, ÿêi ïðèéìà¹ìî çà ïî÷àòêîâiçíà÷åííÿ äëÿ îïèñàíîãî äàëüøå àëîðèòìó.Ìè ìà¹ìî, ùî

εt = Ỹt − Ω1εt−1 − . . .− Ωqεt−q = Ỹt + Ω(L)εt−1,
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q), L � ëàãîâèé îïåðàòîð. Ç öi¹¨ ðiâíîñòi, ðåêóðñèâíîïiäñòàâëÿþ÷è çíà÷åííÿ Ỹt, ìîæíà îòðèìàòè òàêå:

ε1 = Ỹ1 + Ω(L)ε0,

ε2 = Ỹ2 + Ω(L)ε1 = Ỹ2 + Ω(L)Ỹ1 + Ω2(L)ε0,... = ...
εT = ỸT + Ω(L)ỸT−1 + . . .+ ΩT−1(L)Ỹ1 + ΩT (L)ε0.

(24)Ââåäåìî äëÿ çðó÷íîñòi ùå îäíå ïîçíà÷åííÿ Y̆t = Ỹt +Ω(L)Ỹt−1 + . . .+Ωt−1(L)Ỹ1 äëÿâñiõ t = 1, 2, . . . , T . Òîäi (24) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi
Y̆1 = −Ω(L)ε0 + ε1,

Y̆2 = −Ω2(L)ε0 + ε2,... = ...
Y̆T = −ΩT (L)ε0 + εT .Öå ¹ çîáðàæåííÿì ñèñòåìè ðåãðåñiéíèõ ðiâíÿíü ç âåêòîðîì ïàðàìåòðiâ ε0, ÿêèé ìî-æíà îöiíèòè çà äîïîìîãîþ ìåòîäó íàéìåíøèõ êâàäðàòiâ. Ìàþ÷è îöiíêó ε̂0, ìè ìî-æåìî çíàéòè âñi çáóðåííÿ εt

ε1 = Y1 − µ− Ω(L)ε̂0, ε2 = Y2 − µ− Ω(L)Ỹ1, . . .Ìàþ÷è öi çíà÷åííÿ, ìè çíîâó ïîâåðòà¹ìîñÿ äî �óíêöi¨ (23) ç íîâîþ óìîâîþ ε0 = ε̂0i çíàõîäèìî íîâi çíà÷åííÿ ïàðàìåòðiâ ìîäåëi. Ïðîäîâæó¹ìî öåé ïðîöåñ äîòè, äîêèíå äîñÿãíåìî ïîòðiáíî¨ òî÷íîñòi.5.3. Ìåòîä òî÷íî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi äëÿ VMA(1). Îñêiëüêè ñóìà íîðìàëü-íî ðîçïîäiëåíèõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí ¹ íîðìàëüíî ðîçïîäiëåíîþ, òî ç òîãî, ùî
εt ∼ N [0,Σ], âèïëèâà¹, ùî Yt ìà¹ íîðìàëüíèé ðîçïîäië

Yt ∼ N [µ,Γ0],äå Γ0 = Σ + ΩΣΩ′. Òîäi ùiëüíiñòü ìàòèìå âèãëÿä
f(Yt, µ,Σ,Ω) = (2π)−

n

2 |Γ0|
−

1

2 exp[−
1

2
(Yt − µ)′Γ−1

0 (Yt − µ)].Çàïèøåìî �óíêöiþ ïðàâäîïîäiáíîñòi
L(Yt, µ,Σ,Ω) =

T∏

t=1

f(Yt, µ,Σ,Ω) (25)i ¨¨ ëîãàðè�ì -
L(Yt, µ,Σ,Ω) = −

Tn

2
ln 2π −

T

2
ln |Σ + ΩΣΩ′|−

−
1

2

T∑

t=1

(Yt − µ)′(Σ + ΩΣΩ′)−1(Yt − µ).

(26)



152 Íàçàðié ÑÀËIØÇàóâàæåííÿ 2. Ôóíêöiÿ ìàêñèìàëüíî¨ ïðàâäîïîäiáíîñòi äëÿ VMA(q) ìàòèìåâèãëÿä
L(Yt, µ,Σ,Ω) =

T∏

t=1

f(Yt, µ,Σ,Ω0, . . . ,Ωq), (27)à ¨¨ ëîãàðè�ì
L(Yt, µ,Σ,Ω) = −

Tn

2
ln 2π −

T

2
ln |Γ0|−

−
1

2

T∑

t=1

(Yt − µ)′(Γ0)
−1(Yt − µ),äå Γ0 = Σ+Ω1ΣΩ′

1 +Ω2ΣΩ′

2 + ...+ΩqΣΩ′

q, çãiäíî ç âëàñòèâîñòÿìè âèâåäåíèìè â 2.2 .6. Îöiíêè ïàðàìåòðiâ VMA ïðîöåñó, îòðèìàíi çâåäåííÿì éîãî äî V AR.�îëîâíà iäåÿ öüîãî ïiäõîäó ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ìè, íàêëàâøè äîäàòêîâi óìîâè íà
VMA, ìîæåìî çâåñòè éîãî äî V AR ìîäåëi, äëÿ ÿêî¨ âæå ðîçðîáëåíî ìåòîäè îöiíêèïàðàìåòðiâ.Íàãàäà¹ìî, ùî ìè ìà¹ìî n-âèìiðíèé ÷àñîâèé ðÿä Yt. Íåõàé âií ìà¹ íóëüîâåìàòåìàòè÷íå ñïîäiâàííÿ i çàäîâîëüíÿ¹ îñíîâíå ïðèïóùåííÿ (i) òà çàäà¹òüñÿ ðiâíiñòþ

Yt = Ω∗

0ǫt + Ω∗

1ǫt−1 + . . .+ Ω∗

qǫt−q, (28)äå ǫt � âåêòîðíèé áiëèé øóì, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ îñíîâíå ïðèïóùåííÿ (ii); êîðåíiðiâíÿííÿ
|Ω∗

0m
q + Ω∗

1m
q−1 + . . .+ Ω∗

q | = 0 (29)ëåæàòü ïîçà îäèíè÷íèì êðóãîì. Òîäi ìîæåìî ãîâîðèòè ïðî çâîðîòíiñòü VMA ïðî-öåñó. ßêùî ïðîöåñ (28) íå ¹ çâîðîòíèì, òî âií çâîäèòüñÿ äî çâîðîòíîãî
Yt = Ω0εt + Ω1εt−1 + . . .+ Ωqεt−q.Äàëi â ðåçóëüòàòi ïåðåòâîðåíü îòðèìó¹ìî V AR(∞) ïðîöåñ

Yt =

∞∑

j=1

BjYt−j +B0εt,äå ìàòðèöi Bj çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ
B0 = Ω0,

B1 = Ω1,

B2 = −B1Ω1 + Ω2,...
Bq = −Bq−1Ω1 −Bq−2Ω2 − . . .−B1Ωq−1 + Ωq;

Bj =

q∑

i=1

−Bj−1Ωi ïðè j = q + 1, . . . .

(30)
Öåé ìåòîä íå ¹ iòåðàöiéíèì òà âèìàãà¹ ëèøå ðîçâ'ÿçêó ðåêóðñèâíî¨ ñèñòåìèðiâíÿíü (30) òà îöiíêè ïàðàìåòðiâ V AR.Äåòàëüíî öåé ïiäõiä îïèñàíî â [5℄.



ÂÅÊÒÎ�ÍI ÌÎÄÅËI �ÓÕÎÌÎ�Î ÑÅ�ÅÄÍÜÎ�Î 1537. Ïðèêëàä ïîáóäîâè VMA ïðîöåñó. �îçãëÿíåìî âèïàäîê ái-âàðiàíòíîãîâåêòîðíîãîMA ïðîöåñó. Çà ïåðøèé ïðîöåñ âçÿòî ëîãàðè�ì ïîâåðíåííÿ ó âiäñîòêàõâiä àêöié êîìïàíi¨ IBM, à çà äðóãèé S&P 500 index. Âèáiðêà ñïîñòåðåæåíü ç ñi÷íÿ1926 ðîêó äî ëþòîãî 1999 ðîêó, ùîìiñÿ÷íà.7.1. Ïåðåâiðêà íà ñòàöiîíàðíiñòü. Äëÿ ïîäàëüøî¨ ðîáîòè ç äàíèìè òðåáà çðîáè-òè ïåðåâiðêó íà ñòàöiîíàðíiñòü ðÿäiâ. Ïåðøèé âèñíîâîê ìîæíà çðîáèòè, àíàëiçóþ÷èãðà�iêè ÷àñîâèõ ðÿäiâ. ßêùî äàíi â ÷àñi êîëèâàþòüñÿ íàâêîëî ÿêî¨ñü êîíñòàíòè àáî

íàâêîëî òðåíäó(òðåíä - ñòàöiîíàðíiñòü), òî ââàæàþòü, ùî ¹ ïiäñòàâè íàçèâàòè ðÿäñòàöiîíàðíèì. Â iíøîìó âèïàäêó éîãî ìîæíà çâåñòè äî ñòàöiîíàðíîãî îïåðàòîðîìðiçíèöü. Íà ðèñ. 1 òà 2 çîáðàæåíî äèíàìiêó çìiíè öèõ ïðîöåñiâ ïðîòÿãîì çàäàíîãî

ïåðiîäó. �ðà�iêè äàþòü çìîãó çðîáèòè âèñíîâîê, ùî çàäàíi ðÿäè � ñòàöiîíàðíi. Äëÿáiëüøî¨ âïåâíåíîñòi ïîòðiáíî ïåðåâiðèòè öþ ãiïîòåçó ñòàòèñòè÷íèìè êðèòåðiÿìè.



154 Íàçàðié ÑÀËIØÂèêîðèñòà¹ìî ðîçøèðåíèé òåñò Äiêi-Ôóëëåðà (ADF-test). Öþ ïåðåâiðêó ìîæíà âè-êîíàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è åêîíîìåòðè÷íèé ïàêåò EViews. �åçóëüòàòè ïîäàíî â òàáë. 1òà 2. Òàáëèöÿ 1 (äëÿ IBM)ADF Test Statisti
 -12.13601 1% Criti
al Value -2.56805% Criti
al Value -1.939810% Criti
al Value -1.6158Òàáëèöÿ 2 (äëÿ SP500)ADF Test Statisti
 -12.21558 1% Criti
al Value -2.56805% Criti
al Value -1.939810% Criti
al Value -1.6158ßê âèäíî ç îòðèìàíèõ äàíèõ, àáñîëþòíå çíà÷åííÿ ðîçðàõîâàíî¨ âåëè÷èíè Ìàê-Êiííîíà (ADF Test Statisti
) áiëüøå çà êðèòè÷íå çíà÷åííÿ íàâiòü ïðè ðiâíi ñòàòèñ-òè÷íî¨ çíà÷óùîñòi 1% i â ïåðøîìó, i â äðóãîìó âèïàäêàõ. Îòæå, ñòàöiîíàðíiñòü ðÿäiâ,ÿêi îïèñóþòüñÿ ëîãàðè�ìîì ïîâåðíåííÿ ó âiäñîòêàõ âiä àêöié êîìïàíi¨ IBM òà S&P500 iíäåêñîì, ïiäòâåðäæåíî.7.2. Çíàõîäæåííÿ ïîðÿäêó MA ïðîöåñiâ. Äëÿ ïîáóäîâè ìîäåëåé òà ¨õíüîãî ïî-ðiâíÿííÿ òðåáà çðîáèòè ùå îäèí êðîê. Ïåðåâiðèòè ÷è íàøi äàíi ñïðàâäi îïèñóþòüñÿ
MA ïðîöåñàìè òà çíàéòè ¨õíié ïîðÿäîê. Ïîòðiáíi âèñíîâêè ìîæíà çðîáèòè, àíà-ëiçóþ÷è àâòîêîðåëÿöiéíó �óíêöiþ (ACF) òà ÷àñòêîâó àâòîêîðåëÿöiéíó �óíêöiþ(PACF). �åçóëüòàòè îòðèìàíèõ åìïiðè÷íî ACF òà PACF ïîäàíî â òàáë. 3, 4, ç ÿêèõâèäíî, ùî äàíi íå ìîæíà îïèñàòè MA ìîäåëÿìè.Òàáëèöÿ 3 (äëÿ IBM)ACF 0.076 0.016 -0.019 -0.023 0.004 -0.008 0.015 0.074 0.042PACF 0.076 0.011 -0.021 -0.020 0.008 -0.008 0.015 0.072 0.031Òàáëèöÿ 4 (äëÿ SP500)ACF 0.076 -0.016 -0.110 0.024 0.084 -0.021 0.023 0.047 0.076PACF 0.076 -0.022 -0.108 0.041 0.078 -0.046 0.037 0.061 0.057Çàñòîñóâàâøè îïåðàòîð ïåðøèõ ðiçíèöü, ïîâåäiíêà ACF òà PACF äëÿ îáîõ ïî-êàçíèêiâ, ÿêà çîáðàæåíà íà ðèñ. 3-6 ïîêàçó¹, ùî ìè ìà¹ìî ñïðàâó ç ïðîöåñàìè ðóõî-ìîãî ñåðåäíüîãî. Ïîâåäiíêó êîðåëîãðàì (ACF) i ÷àñòêîâèõ êîðåëîãðàì (PACF) äëÿ
MA(q) ìîäåëåé ìîæíà ïîäàòè òàê:

• äëÿ ACF. Ñêií÷åíà, äîðiâíþ¹ íóëþ ïiñëÿ ëàãà q;
• äëÿ PACF. Íåñêií÷åíî çìåíøó¹òüñÿ äî íóëÿ.
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Îòæå, çðîáèâøè âiäïîâiäíèé âèñíîâîê ç îòðèìàíèõ åìïiðè÷íèõ àâòîêîâàðiàöiéi ÷àñòêîâèõ àâòêîâàðiàöié, î÷åâèäíî, ùî â îáîõ âèïàäêàõ äàíi îïèñóþòüñÿ MA(1)ìîäåëÿìè.
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7.3. Îöiíêà ïàðàìåòðiâ äëÿ çâè÷àéíèõ MA ïðîöåñiâ i âåêòîðíî¨ ìîäåëi. Äàëiçíàéäåìî ïàðàìåòðèMA(1) ìîäåëi äëÿ ëîãàðè�ìà ïîâåðíåííÿ ó âiäñîòêàõ âiä àêöiéêîìïàíi¨ IBM òà S&P 500 iíäåêñó. �åçóëüòàòè îöiíîê òàêi:
µ ω1IBM -0.000491 -0.989949SP500 0.001664 -0.989938Ïîáóäó¹ìî VMA(1) ìîäåëü. Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî ìåòîä îöiíêè àâòîêîâà-ðiàöié îïèñàíèé â ïóíêòi 4.1. Òîäi îöiíêè Γ0, Γ1 òà µ áóäóòü ìàòè òàêi çíà÷åííÿ:

µ̂0 =

(
1.24023
0.537164

)
, Γ̂0 =

(
45.2241 24.1152
24.1152 31.827

)
,

Γ̂1 =

(
3.42971 3.84248
1.68916 2.42199

)
.Äàëi ïîøóê ïàðàìåòðiâ ìîäåëi Σ òà Ω çâîäèòüñÿ äî ðîçâ'ÿçóâàííÿ ñèñòåìèðiâíÿíü (20). Îñêiëüêè ñèñòåìà ðiâíÿíü ¹ íåëiíiéíîþ, òî â çàãàëüíîìó âèïàäêó ¨¨ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè ëèøå íàáëèæåíèìè ìåòîäàìè. Öÿ çàäà÷à ðåàëiçîâàíà â ïðîãðàìiMathemati
 4.1. Ìè îòðèìó¹ìî òàêèé ðîçâ'ÿçîê:

Ω =

(
0.0200141 0.106371

−0.00501557 0.0803227

)
, Σ =

(
44.7467 23.8237
23.8237 31.6409

)
.7.4. Ïîðiâíÿííÿ ïîáóäîâàíèõ ìîäåëåé íà ïiäñòàâi çàëèøêiâ. Äëÿ ïîðiâíÿííÿîá÷èñëèìî äåêiëüêà ñòàòèñòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ ñïî÷àòêó äëÿ çàëèøêiâ VMA ìîäåëi.Ìà¹ìî



ÂÅÊÒÎ�ÍI ÌÎÄÅËI �ÓÕÎÌÎ�Î ÑÅ�ÅÄÍÜÎ�Î 157IBM SP500 indexMean -0.00179936 0.002387097Standard Error 0.229491253 0.191266265Median -0.010142533 -0.408604873Standard Deviation 6.834833633 5.696396176Sample Varian
e 46.71495079 32.4489294Kurtosis 2.249498508 8.471562532Skewness 0.279382514 0.547279597Minimum -32.50619844 -34.72044103Maximum 31.29694538 36.15641709Òàêi æ ïîêàçíèêè îá÷èñëèìî äëÿ çàëèøêiâ MA(1) ìîäåëi IBM òà SP500.IBM MA(1) SP500 MA(1)Mean 0.020883 -0.013790Median 0.031607 0.319322Standard Deviation 6.743814 5.658315Kurtosis 4.950232 11.38395Skewness -0.236203 - 0.314975Minimum -30.40821 -35.57932Maximum 29.03679 35.952788. Âèñíîâêè. Îòðèìàíi ðåçóëüòàòè çàñâiä÷óþòü, ùî íà ïiäñòàâi àíàëiçó ñòà-òèñòè÷íèõ ïîêàçíèêiâ çàëèøêiâ, ìîäåëi ïðàêòè÷íî íå âiäðiçíÿþòüñÿ. Öå äà¹ çìî-ãó ñòâåðäæóâàòè, ùî âåêòîðíi ïðîöåñè ðóõîìîãî ñåðåäíüîãî (êîâçíîãî ñåðåäíüîãî)äàþòü ðåçóëüòàòè íå ãiðøi, íiæ çâè÷àéíiMA ïðîöåñè. Îñêiëüêè ñó÷àñíi äîñëiäæåííÿêîíöåíòðóþòü âñå áiëüøó óâàãó íà ðîçðîáëåííi àïàðàòó îäíî÷àñíîãî ìîäåëþâàííÿäåêiëüêîõ ÷àñîâèõ ðÿäiâ çà äîïîìîãîþ ñèñòåìè äèíàìi÷íèõ ðiâíÿíü, òî öÿ ïðàöÿäà¹ çìîãó âêëþ÷àòè òà äîñëiäæóâàòè âçà¹ìîçâîðîòíi çâ'ÿçêè ìiæ ïîêàçíèêàìè òà¨õíiìè ëàãîâèìè çíà÷åííÿìè. Îòîæ, VMA ìîäåëi ¹ ðîçøèðåííÿì êîíöåïöi¨ MA-ìîäåëþâàííÿ îêðåìîãî ÷àñîâîãî ðÿäó.1. Hamilton James D. Times series analysis / Hamilton James D. � Prin
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