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Q = {a0, a1, . . . , as−1} , ai > 0 (i = 0, s − 1),

s−1∑

i=0

ai = 1; (1)
Q′ = {b0, b1, . . . , bs−1} , äå bi ∈ R, 0 <

m−1∑

i=0

bi < 1, m = 1, s,

s−1∑

i=0

bi = 1. (2)Íåõàé
T0(x, y) = (a0x, b0y),

Tm(x, y) =

(

amx +

m−1∑

i=0

ai; bmy +

m−1∑

i=0

bi

)

,

m = 1, 2, . . . , s − 1. Ëåãêî äîâåñòè, ùî Ti � ñòèñêóþ÷i âiäîáðàæåííÿ, òîìó ñiì'ÿ
{T0, T1, . . . , Ts−1} ¹ ñèñòåìîþ iòåðîâàíèõ �óíêöié. Âiäîìî [1℄, ùî ñèñòåìà iòåðîâàíèõ�óíêöié âèçíà÷à¹ ¹äèíó ìíîæèíó F òàêó, ùî F =

s−1⋃

i=0

Ti(F ). Íèæ÷å ìè ïîêàæåìî,ùî ìíîæèíà F ¹ ãðà�iêîì íåïåðåðâíî¨ íà [0, 1] �óíêöi¨.
© Ïðàöüîâèòèé Ì., Ïàíàñåíêî Î., 2009



ÄÈÔÅ�ÅÍÖIÀËÜÍI ÒÀ Ô�ÀÊÒÀËÜÍI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÊËÀÑÓ ... 129

x

y

a0

b0

a0 + a1

b0 + b1

s−2∑

i=0

ai

s−2∑

i=0

bi

1

1

O�èñ. 1. �ðà�iê �óíêöi¨ F1(x) ïðè s = 4, Q =
{

1
5 ; 1

5 ; 2
5 ; 1

5

}, Q′ =
{

1
2 ; 1

10 ;− 2
5 ; 4

5

}Çàäàìî ãåîìåòðè÷íó iíòåðïðåòàöiþ ïîáóäîâè öi¹¨ ìíîæèíè. Íåõàé ãðà�iêîì�óíêöi¨ F0(x) ¹ äiàãîíàëü îäèíè÷íîãî êâàäðàòà, à ãðà�iêîì F1(x) � ëàìàíà, ùîïîñëiäîâíî ñïîëó÷à¹ òî÷êè
(0, 0), (a0, b0), (a0 + a1, b0 + b1), . . . ,

(
p
∑

i=0

ai,

p
∑

i=0

bi

)

, . . . ,

(
s−1∑

i=0

ai,

s−1∑

i=0

bi

)

= (1, 1),òîáòî F1(x) =
s−1⋃

i=0

Ti(F0(x)). Öi òî÷êè îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ âåêòîðàìè Q òà Q′,ïðè÷îìó âîíè íàëåæàòü âíóòðiøíîñòi êâàäðàòà [0, 1] × [0, 1] (íà ïiäñòàâi îáìåæåíüíà åëåìåíòè íàáîðiâ Q òà Q′). Êàçàòèìåìî, ùî íàä âiäðiçêîì F0(x) âèêîíàíî ïå-ðåòâîðåííÿ T . Ç êîæíèì iç s âiäðiçêiâ îäåðæàíî¨ ëàìàíî¨ F1(x) çðîáèìî àíàëîãi÷íî(ïiääàìî ¨õ ïåðåòâîðåííþ T ). Ïðîäîâæèìî öåé ïðîöåñ äàëi é îçíà÷èìî �óíêöiîíàëü-íó ïîñëiäîâíiñòü (Fn(x)) òàêó, ùî Fn(x) = T (Fn−1(x)) =
s−1⋃

i=0

Ti(Fn−1(x)). Äîâåäåìî,ùî âîíà çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî.Íàãàäà¹ìî [4℄, ùî Q-çîáðàæåííÿì äiéñíîãî ÷èñëà x ∈ [0; 1] íàçèâà¹òüñÿ éîãîïîäàííÿ ó âèãëÿäi
x = βα1

+

∞∑

k=2



βαk

k−1∏

j=1

aαj



 ≡ ∆Q
α1α2...αn...,äå ai çàäîâîëüíÿþòü (1), βm =

m−1∑

i=0

ai, αk ∈ N0
s−1. Äåÿêi òî÷êè ìàþòü ïî äâà ðiçíèõïîäàííÿ (ç ïåðiîäîì 0 òà s − 1) i íàçèâàþòüñÿ Q-ðàöiîíàëüíèìè, ðåøòà � ¹äèíå, iíàçèâàþòüñÿ Q-iððàöiîíàëüíèìè.



130 Ìèêîëà Ï�ÀÖÜÎÂÈÒÈÉ, Îëåêñié ÏÀÍÀÑÅÍÊÎÍåõàé bmax = max{|b0| , |b1| , . . . , |bs−1|}. Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ óñiõ p ∈ N i
x = ∆Q

α1α2...αn...:
Fn+p(x) > min

{

Fn

(

∆Q
α1...αn00...

)

, Fn

(

∆Q

α1...αn(s−1)(s−1)...

)}

= M1(n, x),

Fn+p(x) 6 max
{

Fn

(

∆Q
α1...αn00...

)

, Fn

(

∆Q

α1...αn(s−1)(s−1)...

)}

= M2(n, x).Êðiì òîãî, äëÿ êîæíîãî x ∈ [0, 1] òà äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå n, ùî
bn
max < ε. Òîäi

|Fn+p(x) − Fn(x)| 6 |M2(n, x) − M1(n, x)| 6 bn
max < ε äëÿ óñiõ p ∈ N.Îòîæ, îñêiëüêè n îáèðà¹òüñÿ íåçàëåæíî âiä x, òî �óíêöiîíàëüíà ïîñëiäîâíiñòü

(Fn(x)) çáiãà¹òüñÿ ðiâíîìiðíî, à âðàõóâàâøè òå, ùî êîæíèé ÷ëåí ïîñëiäîâíîñòi ¹íåïåðåðâíîþ �óíêöi¹þ íà âiäðiçêó [0, 1], ñòâåðäæó¹ìî, ùî iñíó¹ �óíêöiÿ
f(x) = lim

n→∞
Fn(x), (3)ÿêà ¹ íåïåðåðâíîþ íà âiäðiçêó [0, 1]. Íåõàé D = {(x, f(x)) : x ∈ [0; 1]}. Òîäi

D =
s−1⋃

i=0

Ti(D), òîáòî ìíîæèíè D òà F çáiãàþòüñÿ.2. Àíàëiòè÷íå ïîäàííÿ äîñëiäæóâàíèõ �óíêöié.Ëåìà 1. ßêùî ∆Q
α1α2...αn... � Q-çîáðàæåííÿ ÷èñëà x ∈ [0; 1], òî çíà÷åííÿ �óíêöi¨(3), ùî âèçíà÷àþòüñÿ íàáîðàìè ÷èñåë (1) òà (2), ìîæå áóòè îá÷èñëåíå çà �îðìó-ëîþ

f(x) = γα1
+

∞∑

k=2



γαk

k−1∏

j=1

bαj



 , (4)äå γm =
m−1∑

i=0

bi, ùî ñèìâîëi÷íî ïîçíà÷àòèìåìî f(x) ≡ ∆Q′

α1α2...αn....Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè äâîì ðiçíèì Q-çîáðàæåííÿì Q-ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà x âiäïî-âiäà¹ òå ñàìå çíà÷åííÿ �óíêöi¨:
∆Q′

α1α2...αn−1(s−1)(s−1)... − ∆Q′

α1α2...αn00... = γαn−1 ·

n−1∏

j=1

bαj
+

+ γs−1 ·

n−1∏

j=1

bαj
· bαn−1

(
1 + bs−1 + b2

s−1 + . . .
)
− γαn

·

n−1∏

j=1

bαj
=

= γαn−1 ·

n−1∏

j=1

bαj
+ γs−1 ·

n−1∏

j=1

bαj
· bαn−1

1

1 − bs−1
− γαn

·

n−1∏

j=1

bαj
=

= (γαn−1 + bαn−1 − γαn
) ·

n−1∏

j=1

bαj
= 0,òî �óíêöiÿ f(x) îçíà÷åíà êîðåêòíî.



ÄÈÔÅ�ÅÍÖIÀËÜÍI ÒÀ Ô�ÀÊÒÀËÜÍI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÊËÀÑÓ ... 131Äîâåäåìî, ùî îçíà÷åíà �îðìóëîþ (4) �óíêöiÿ ¹ íåïåðåðâíîþ. Äëÿ öüîãîäîñòàòíüî ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ òî÷êè x0 âiäðiçêà [0, 1]

lim
x→x0

|f(x) − f(x0)| = 0.Äîâåäåìî öå ñïî÷àòêó äëÿ Q-iððàöiîíàëüíî¨ òî÷êè x0. ßêå á íå áóëî ÷èñëî x ∈ (0, 1)iñíó¹ íîìåð m òàêèé, ùî αi(x) = αi(x0) äëÿ âñiõ i = 0, m − 1, àëå αm(x) 6= αm(x0).Òîäi óìîâà x → x0 ðiâíîñèëüíà óìîâi m → ∞ i íà ïiäñòàâi (4)
|f(x) − f(x0)| =

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=m



γαk

k−1∏

j=1

bαj





∣
∣
∣
∣
∣
∣

6

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∞∑

k=m





k−1∏

j=1

bαj





∣
∣
∣
∣
∣
∣

6

∞∑

k=m





k−1∏

j=1

∣
∣bαj

∣
∣



 6

6

∞∑

k=m





k−1∏

j=1

bmax



 =
(bmax)

m−1

1 − bmax
→ 0(m → ∞),äå bmax = max{|b0| , |b1| , . . . , |bs−1|}, ùî i äîâîäèòü íåïåðåðâíiñòü �óíêöi¨ (4) â êîæíié

Q-iððàöiîíàëüíié òî÷öi.Äîâåäåííÿ íåïåðåðâíîñòi â Q-ðàöiîíàëüíié òî÷öi x0 ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî,àëå â äâà åòàïè. Ñïî÷àòêó äîâîäèòüñÿ íåïåðåðâíiñòü �óíêöi¨ çëiâà âiä òî÷êè x0(òóò ëiïøå âèêîðèñòàòè Q-çîáðàæåííÿ ç ïåðiîäîì (s − 1)), à ïîòiì ñïðàâà (â öüîìóâèïàäêó òðåáà âèêîðèñòàòè ïîäàííÿ ç ïåðiîäîì (0)).Òåïåð íåõàé f(x) � �óíêöiÿ, âèçíà÷åíà �îðìóëîþ (3). Òîäi î÷åâèäíî, ùî çíà-÷åííÿ öi¹¨ �óíêöi¨ â Q-ðàöiîíàëüíié òî÷öi x0 = ∆Q
α1α2...αn00... äîðiâíþ¹ Fn(x0). Àëå

Fn(x0) = γα1
+ γα2

· bα1
+ γα3

· bα1
bα2

+ · · · + γαn
· bα1

bα2
. . . bαn−1

,äå γ0 = 0, γm =
m−1∑

i=0

bi, m = 1, s − 1. Îòîæ, â Q-ðàöiîíàëüíèõ òî÷êàõ çíà÷åííÿ�óíêöié, îïèñàíèõ �îðìóëàìè (3) i (4), çáiãàþòüñÿ. Ç òîãî, ùî âîíè íåïåðåðâíi,âèïëèâà¹, ùî çíà÷åííÿ i â Q-iððàöiîíàëüíèõ òî÷êàõ ïîâèííi çáiãàòèñÿ, òîáòî �îð-ìóëè (3) i (4) âèçíà÷àþòü òó ñàìó �óíêöiþ. �Çàóâàæèìî, ùî îïèñàíèé êëàñ �óíêöié ìiñòèòü â ñîái �óíêöi¨, âëàñòèâîñòi ÿêèõäîñëiäæóâàëè ðàíiøå. Çîêðåìà, â [2℄ äîñëiäæóþòüñÿ äè�åðåíöiàëüíi âëàñòèâîñòiêëàñó îäíîïàðàìåòðè÷íèõ íåïåðåðâíèõ �óíêöié, ÿêi â íàøèõ ïîçíà÷åííÿõ âiäïî-âiäàþòü íàáîðàì Q =
{

1
3 , 1

3 , 1
3

} òà Q′ = {a, 1 − 2a, a}, a ∈ (0, 1). Îñòàííüîìó êëàñóíàëåæàòü ñèíãóëÿðíà �óíêöiÿ Êàíòîðà (ïðè a = 1
2 ), à òàêîæ íiäå íå äè�åðåíöiéîâ-íà �óíêöiÿ Áóðáàêi [3, ñ. 28℄ (ïðè a = 2

3 ). Êðiì òîãî, çàçíà÷èìî òàêå: ÿêùî ai = bi,äëÿ âñiõ i = 0, s − 1, òî f(x) ≡ x íà [0, 1]. Íàäàëi âèêëþ÷èìî îñòàííié âèïàäîê içðîçãëÿäó, òîáòî ïðèïóñêàòèìåìî, ùî iñíó¹ òàêå j ∈ {0, . . . , s− 1}, äëÿ ÿêîãî aj 6= bj .3. Äè�åðåíöiàëüíi âëàñòèâîñòi äîñëiäæóâàíèõ �óíêöié. Ç òåîðåìè Ëå-áåãà ïðî äè�åðåíöiéîâíiñòü ìîíîòîííî¨ �óíêöi¨ âèïëèâà¹ äîñèòü î÷åâèäíà ëåìà.Ëåìà 2. Íåõàé f(x) � äîñëiäæóâàíà �óíêöiÿ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ âåêòîðàìè (1) i(2) i çàäà¹òüñÿ àíàëiòè÷íî �îðìóëîþ (4). ßêùî bi > 0 äëÿ êîæíîãî i = 0, s − 1, òî�óíêöiÿ f(x) ¹ íåñïàäíîþ, òîìó äè�åðåíöiéîâíîþ ìàéæå ñêðiçü.



132 Ìèêîëà Ï�ÀÖÜÎÂÈÒÈÉ, Îëåêñié ÏÀÍÀÑÅÍÊÎÒåîðåìà 1. Äëÿ äè�åðåíöiéîâíîñòi �óíêöi¨ f(x), ùî çàäà¹òüñÿ �îðìóëîþ (4), â
Q-ðàöiîíàëüíié òî÷öi x0 = ∆Q

α1α2...αk(0) íåîáõiäíî i äîñòàòíüî, ùîá âèêîíóâàëèñüóìîâè b0 < a0, bs−1 < as−1.Äîâåäåííÿ. Íåîáõiäíiñòü. Íåõàé �óíêöiÿ f(x) äè�åðåíöiéîâíà â Q-ðàöiîíàëüíiéòî÷öi x0 = ∆Q

α1α2...αk(0). Ïîêàæåìî, ùî â öüîìó âèïàäêó b0 < a0 i bs−1 < as−1.Äîâåäåííÿ ïðîâåäåìî â äâà åòàïè. Ñïî÷àòêó ïîêàæåìî, ùî äëÿ äè�åðåíöiéîâ-íîñòi ñïðàâà íåîáõiäíîþ ¹ óìîâà b0 < a0. �îçãëÿíåìî ïîñëiäîâíiñòü (xm) òàêó, ùî
xm = ∆α1...αn 0...0

︸︷︷︸
m

(s−1)(s−1).... Î÷åâèäíî, ùî xm → x0 (m → ∞). Òîäi
xm − x0 =

k+m∏

j=1

aαj
, f(xm) − f(x0) =

k+m∏

j=1

bαj
,

lim
m→∞

f(xm) − f(x0)

xm − x0
= lim

m→∞

k+m∏

j=1

bαj

aαj

=

k∏

j=1

bαj

aαj

· lim
m→∞

(
b0

a0

)m

, (5)ïðè÷îìó öÿ ãðàíèöÿ ñêií÷åííà ïðè b0 6 a0.Äîâåäåìî òàêå: êîëè âèêîíó¹òüñÿ ðiâíiñòü b0 = a0, òî �óíêöiÿ íåäè�åðåí-öiéîâíà â òî÷öi x0. Ç öi¹þ ìåòîþ ðîçãëÿíåìî iíøó ïîñëiäîâíiñòü (xm), äëÿ ÿêî¨
xm = ∆α1...αn 0...0

︸︷︷︸
m

p(0)..., äå p ∈ {1, . . . , s − 1} òàêå, ùî γp 6= βp. Òàêå p iñíó¹, îñêiëüêèâ iíøîìó âèïàäêó, ÿê âæå çàçíà÷àëîñü, f(x) ≡ x. Î÷åâèäíî, ùî xm → x0 (m → ∞).Òîäi
xm = ∆α1...αn 0...0

︸︷︷︸
m

(p−1)(s−1)(s−1)...

xm − x0 =
k+m∏

j=1

aαj
· βp, f(xm) − f(x0) =

k+m∏

j=1

bαj
· γp,

lim
m→∞

f(xm) − f(x0)

xm − x0
=

γp

βp

· lim
m→∞

k+m∏

j=1

bαj

aαj

=
γp

βp

·
k∏

j=1

bαj

aαj

,ùî íå çáiãà¹òüñÿ iç (5).Äîâåäåííÿ òîãî, ùî äëÿ äè�åðåíöiéîâíîñòi çëiâà íåîáõiäíîþ ¹ óìîâà
bs−1 < as−1, ïðîâîäèòüñÿ àíàëîãi÷íî, àëå òðåáà âèêîðèñòàòè ïîäàííÿ ÷èñëà x0ç ïåðiîäîì (s − 1).Äîñòàòíiñòü. Íåõàé âèõiäíi âåêòîðè Q òà Q′ òàêi, ùî b0 < a0 i bs−1 < as−1.Âèêîðèñòà¹ìî óìîâó b0 < a0 äëÿ äîâåäåííÿ òîãî, ùî �óíêöiÿ f(x) äè�åðåíöiéîâíàñïðàâà â Q-ðàöiîíàëüíié òî÷öi x0 = ∆α1α2...αk(0). Íåõàé (xn) � äîâiëüíà ïîñëiäîâ-íiñòü, ÿêà çáiãà¹òüñÿ ñïðàâà äî òî÷êè x0. Òîäi, î÷åâèäíî, iñíó¹ òàêèé íîìåð n0, ùîäëÿ âñiõ n > n0: xn = ∆α1...αk 0...0

︸︷︷︸
mn

α′

k+mn+1
α′

k+mn+2
..., α′

k+mn+1 6= 0 i óìîâà xn → x0



ÄÈÔÅ�ÅÍÖIÀËÜÍI ÒÀ Ô�ÀÊÒÀËÜÍI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÊËÀÑÓ ... 133ðiâíîñèëüíà óìîâi mn → ∞. Ñêëàäåìî âiäíîøåííÿ, ïîçíà÷èâøè äëÿ ñïðîùåííÿ çà-ïèñó mn ÷åðåç m

f(xn) − f(x0)

xn − x0
=

∞∑

i=k+m+1

γα′

i

i−1∏

j=1

bα′

i

∞∑

i=k+m+1

βα′

i

i−1∏

j=1

aα′

i

=

k∏

i=1

bαj

aαj

(
b0

a0

)m

∞∑

i=1

γα′

k+m+i

i−1∏

j=1

bα′

k+m+j

∞∑

i=1

βα′

k+m+i

i−1∏

j=1

aα′

k+m+j

.Ïðîòå ñóìà ∞∑

i=1

βα′

k+m+i

i−1∏

j=1

aα′

k+m+i
¹ Q-çîáðàæåííÿì ÷èñëà x = ∆αk+m+1αk+m+2..., ÿêåíàëåæèòü [a0; 1]. Àíàëîãi÷íî ñóìà ∞∑

i=1

βα′

k+m+i

i−1∏

j=1

aα′

k+m+i
çáiãà¹òüñÿ äî äåÿêîãî ÷èñëà

y ∈ [0; 1]. Òîäi, î÷åâèäíî, äëÿ äîâiëüíîãî íàáîðó αk+m+1, αk+m+2 . . . âèêîíó¹òüñÿîöiíêà 0 6
y
x

6 1
a0
. Âðàõóâàâøè, ùî ( b0

a0

)m

→ 0 ïðè m → ∞, çíàõîäèìî
lim

m→∞

f(xn) − f(x0)

xn − x0
= 0äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (xn). Îòæå, �óíêöiÿ f(x) äè�åðåíöiéîâíà ñïðàâà â Q-ðà-öiîíàëüíié òî÷öi, ïðè÷îìó çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ â öié òî÷öi äîðiâíþ¹ íóëþ.Àíàëîãi÷íî ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ç óìîâè bs−1 < as−1 âèïëèâà¹ äè�åðåíöiéîâ-íiñòü �óíêöi¨ çëiâà â Q-ðàöiîíàëüíié òî÷öi x0. Äëÿ öüîãî âàðòî âèêîðèñòàòè Q-çîáðà-æåííÿ òî÷êè x0, ÿêå ìà¹ ïåðiîä (s − 1). �Ëåãêî äîâåñòè òàêå òâåðäæåííÿ.Ëåìà 3. Íåõàé g(x) � äåÿêà �óíêöiÿ äiéñíî¨ çìiííî¨ âèçíà÷åíà íà [0, 1]. Íåõàé

x0 ∈ [0, 1] i (x′
n) i (x′′

n) � äâi ïîñëiäîâíîñòi äiéñíèõ ÷èñåë òàêi, ùî x′
n 6 x0 6 x′′

n äëÿêîæíîãî n i lim
n→∞

x′
n = x0, lim

n→∞
x′′

n = x0. ßêùî öÿ �óíêöiÿ äè�åðåíöiéîâíà â òî÷öi
x0 ∈ [0, 1], òî

lim
n→∞

g(x′′
n) − g(x′

n)

x′′
n − x′

n

= g′(x0).Îòîæ, ÿêùî iñíóþòü äâi ïàðè ïîñëiäîâíîñòåé (x′
n), (x′′

n) i (y′
n), (y′′

n), ÿêi çàäî-âîëüíÿþòü óìîâè ëåìè 3, àëå
lim

n→∞

g(x′′
n) − g(x′

n)

x′′
n − x′

n

6= lim
n→∞

g(y′′
n) − g(y′

n)

y′′
n − y′

n

,òî �óíêöiÿ g(x) íåäè�åðåíöiéîâíà â òî÷öi x0.Òåîðåìà 2. Íåõàé f(x) � äîñëiäæóâàíà �óíêöiÿ, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ íàáîðàìè (1) i(2) i çàäà¹òüñÿ �îðìóëîþ (4). ßêùî |bi| > ai äëÿ êîæíîãî i = 0, s − 1, ïðè÷îìó õî÷àá äëÿ îäíîãî p ∈ {0, 1, . . . , s−1} |bp| > ap, òî �óíêöiÿ f(x) ¹ íiäå íå äè�åðåíöiéîâíîþ.Äîâåäåííÿ. Íåäè�åðåíöiéîâíiñòü �óíêöi¨ â Q-ðàöiîíàëüíié òî÷öi x0 ¹ íàñëiäêîì òåî-ðåìè 1.Íåõàé x0 � äåÿêå Q-iððàöiîíàëüíå ÷èñëî âiäðiçêà [0; 1]: x0 = ∆Q
α1α2...αn..., òîäi

f(x0) = ∆Q′

α1α2...αn.... Íåõàé òàêîæ
x′

n = ∆Q
α1α2...αn00...0... i x′′

n = ∆Q

α1α2...αn(s−1)(s−1)...(s−1)...
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n 6 x0 6 x′′

n. Òîäi f(x′′
n) − f(x′

n) =

=
n∏

k=1

bαk
, à x′′

n − x′
n =

n∏

k=1

aαk
. Ç öüîãî âèëèâà¹, ùî
f(x′′

n) − f(x′
n)

x′′
n − x′

n

=

n∏

k=1

bαk

n∏

k=1

aαk

.Çãiäíî ç ëåìîþ 3, ÿêùî �óíêöiÿ f(x) äè�åðåíöiéîâíà â òî÷öi x0, òî
f ′(x0) = lim

n→∞

f(x′′
n) − f(x′

n)

x′′
n − x′

n

= lim
n→∞

n∏

k=1

bαk

aαk

. (6)Çàóâàæèìî, ùî ìîäóëü îñòàííüî¨ ãðàíèöi íå ìåíøèé îäèíèöi. Òîìó f ′(x0) 6= 0.�îçãëÿíåìî îêðåìî äâà âèïàäêè:1) as−1 6= bs−1;2) as−1 = bs−1.Âèïàäîê 1. Íåõàé as−1 6= bs−1. ßêèì áè íå áóëî Q-iððàöiîíàëüíå ÷èñëî x0 =
= ∆α1α2...αn... ìîæíà âèäiëèòè òàêó íåñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü (jn), ùî óñi αjn

< s−1.Íåõàé y′
n = ∆Q

α1α2,...,αjn−100...0... i y′′
n = ∆Q

α1α2,...,αjn−1(s−1)00...0...
. Òîäi y′

n 6 x0 6 y′′
n i

f(y′′
n) − f(y′

n) = (1 − bs−1) ·

jn−1
∏

k=1

bαk
;

y′′
n − y′

n = (1 − as−1) ·

jn−1
∏

k=1

aαk
.ßêùî ïîõiäíà â òî÷öi x0 iñíó¹, òî

f ′(x0) = lim
n→∞

f(y′′
n) − f(y′

n)

y′′
n − y′

n

=
1 − bs−1

1 − as−1
lim

n→∞

jn−1
∏

k=1

bαk

aαk

=
1 − bs−1

1 − as−1
· f ′(x0),çâiäêè 1 − bs−1 = 1 − as−1, òîáòî bs−1 = as−1, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ.�îçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê, êîëè as−1 = bs−1. Çãiäíî ç óìîâîþ òåîðåìè iñíó¹òàêå p, ùî βp 6= γp, òîáòî, ùî p−1∑

i=0

ai 6=
p−1∑

i=0

bi. ßêå á íå áóëî ÷èñëî x0 = ∆α1α2...αn...,ìîæíà âèäiëèòè òàêó íåñêií÷åííó ïîñëiäîâíiñòü (jn), ùî óñi αjn
< s − 1.Íåõàé y′

n = ∆Q
α1α2,...,αjn−100...0... i y′′

n = ∆Q

α1α2,...,αjn−1(s−1)p00...0...
. Òîäi

y′
n 6 x0 6 y′′

n i
f(y′′

n) − f(y′
n) = (1 − bs−1) ·

jn−1
∏

k=1

bαk
+ γpbs−1 ·

jn−1
∏

k=1

bαk
= (1 − bs−1 + γpbs−1) ·

jn−1
∏

k=1

bαk
;

y′′
n − y′

n = (1 − as−1 + βpas−1) ·

jn−1
∏

k=1

aαk
.



ÄÈÔÅ�ÅÍÖIÀËÜÍI ÒÀ Ô�ÀÊÒÀËÜÍI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÊËÀÑÓ ... 135Òîäi
f ′(x0) = lim

n→∞

f(y′′
n) − f(y′

n)

y′′
n − y′

n

= lim
n→∞

(1 − bs−1 + γpbs−1)

(1 − as−1 + βpas−1)

jn−1
∏

k=1

bαk

aαk

=

=
(1 − bs−1 + γpbs−1)

(1 − as−1 + βpas−1)
· f ′(x0),çâiäêè γp = βp, ùî ñóïåðå÷èòü ïðèïóùåííþ.Îòæå, f(x) íiäå íå äè�åðåíöiéîâíà. �Çàóâàæèìî, ùî óìîâà |bi| > ai òåîðåìè 2 âèêîðèñòîâó¹òüñÿ â äîâåäåííi ëèøåäëÿ òîãî, ùîá ïîêàçàòè, ùî çíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ â Q-iððàöiîíàëüíié òî÷öi íå äîðiâíþ¹íóëþ. Ç (6) âèïëèâà¹ íåîáõiäíà óìîâà äè�åðåíöiéîâíîñòi �óíêöi¨ â Q-iððàöiîíàëüíiéòî÷öi x0.Íàñëiäîê 1. Íåõàé f(x) � äîñëiäæóâàíà �óíêöiÿ (4), x0 = ∆Q

α1α2...αk... � Q-iððàöiî-íàëüíå ÷èñëî âiäðiçêà [0, 1]. ßêùî f(x) äè�åðåíöiéîâíà â òî÷öi x0, òî ∞∏

i=1

bαi

aαi

= 0 i
f ′(x0) = 0.Âòiì îáåðíåíå òâåðäæåííÿ íå çàâæäè ñïðàâäæó¹òüñÿ. Äåÿêi äîñòàòíi óìîâè äè-�åðåíöiéîâíîñòi �óíêöi¨ â Q-iððàöiîíàëüíié òî÷öi äà¹ òåîðåìà.Òåîðåìà 3. Íåõàé f(x) � äîñëiäæóâàíà �óíêöiÿ (4), x0 = ∆Q

α1α2...αk... � Q-iððàöiî-íàëüíå ÷èñëî âiäðiçêà [0, 1] òàêå, ùî ∞∏

i=1

bαi

aαi

= 0.1. ßêùî iñíóþòü òàêi �iêñîâàíi ñêií÷åííi ÷èñëà N0 òà Ns−1 ùî, â Q-çîáðà-æåííi ÷èñëà x0 íåìà¹ áiëüøå, íiæ N0 ïîñëiäîâíèõ íóëiâ i áiëüøå, íiæ Ns−1ïîñëiäîâíèõ öè�ð s − 1, òî �óíêöiÿ äè�åðåíöiéîâíà â òî÷öi x0.2. ßêùî b0 < a0 i bs−1 < as−1, òî �óíêöiÿ äè�åðåíöiéîâíà â òî÷öi x0.Äîâåäåííÿ. 1. Íåõàé äëÿ äåÿêî¨ Q-iððàöiîíàëüíî¨ òî÷êè x0 = ∆Q
α1α2...αk... ñïðàâ-äæó¹òüñÿ lim

k→∞

k∏

i=1

bαi

aαi

= 0. Äîñëiäèìî ïèòàííÿ ïðî äè�åðåíöiéîâíiñòü �óíêöi¨ â öiéòî÷öi.Íåõàé (xm) � äîâiëüíà ïîñëiäîâíiñòü, ÿêà çáiãà¹òüñÿ äî ÷èñëà x0. ßêùî
xm = ∆Q

α′

1
(xm)α′

2
(xm)...α′

k
(xm)...,òî äëÿ êîæíîãî m ∈ N iñíó¹ íîìåð km òàêèé, ùî αi(x0) = α′

i(xm) äëÿ i = 1, km,
αkm+1(x0) 6= α′

km+1(xm). Î÷åâèäíî, ùî óìîâà xm → x0 ðiâíîñèëüíà äî óìîâè
km → ∞. �îçãëÿíåìî �iêñîâàíå ÷èñëî xm i äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó ïîçíà÷èìî
km = k. Òîäi xm = ∆Q

α1...αkα′

k+1
α′

k+2
...
, αk+1 6= α′

k+1. Ìà¹ìî
xm − x0 =

∞∑

i=k+1



βα′

i
·

i−1∏

j=1

aα′

j



−

∞∑

i=k+1



βαi
·

i−1∏

j=1

aαj



 =

=
k∏

j=1

aαj
·





∞∑

i=1



βα′

k+i

i−1∏

j=1

aα′

k+j



−
∞∑

i=1



βαk+i

i−1∏

j=1

aαk+j







 .
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i=1

[

βα′

k+i

i−1∏

j=1

aα′

k+j

] ¹ Q-ðîçêëàäîì ÷èñëà x′
m = ∆α′

k+1
α′

k+2
..., òîìó çái-ãà¹òüñÿ äî ÷èñëà x′

m ∈ [0; 1]. Àíàëîãi÷íî,
∞∑

i=1



βαk+i

i−1∏

j=1

aαk+j



 = x′
0 ≡ ∆αk+1αk+2...i îòæå,

xm − x0 =

k∏

j=1

aαj
· (x′

m − x′
0).Êðiì òîãî,

f(xm) − f(x0) =
k∏

j=1

bαj
·





∞∑

i=1



γα′

k+i

i−1∏

j=1

bα′

k+j



−
∞∑

i=1



γαk+i

i−1∏

j=1

bαk+j







 =

=

k∏

j=1

bαj
· (f(x′

m) − f(x′
0)).Îñêiëüêè αk+1 6= α′

k+1, òî ó âèïàäêó, êîëè â Q-ðîçêëàäi ÷èñëà x0 êiëüêiñòüïîñëiäîâíèõ öè�ð 0 íå ïåðåâèùó¹ �iêñîâàíå ñêií÷åííå ÷èñëî N0 òà êiëüêiñòü ïîñëi-äîâíèõ öè�ð s− 1 íå ïåðåâèùó¹ �iêñîâàíå Ns−1, òî x′
m − x′

0 íå ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè
m → ∞, òîìó â òàêîìó âèïàäêó:

lim
m→∞

f(xm) − f(x0)

xm − x0
= 0, (7)ùî ñâiä÷èòü ïðî iñíóâàííÿ ïîõiäíî¨ â òî÷öi x0 i äîâîäèòü ïåðøó ÷àñòèíó òåîðåìè.Íåõàé òåïåð ïîñëiäîâíiñòü (xm) òàêà, ùî x′

m → x′
0 ïðè m → ∞. Öå ìîæëèâîëèøå â òîìó âèïàäêó, êîëè â Q-ðîçêëàäi ÷èñëà x0 ¹ ÿêçàâãîäíî âåëèêi �ðàãìåíòèâèãëÿäó 0 . . . 0 òà (s−1) . . . (s−1). Ïîêàæåìî, ùî ðiâíiñòü ∞∏

i=1

bαi

aαi

= 0 íå ¹ äîñòàòíüîþóìîâîþ äè�åðåíöiéîâíîñòi �óíêöi¨ äëÿ äåÿêèõ òàêèõ ÷èñåë x0.Íåõàé
x0 = ∆Q

α1...αk1
αk1+1 0...0

︸︷︷︸
n1

αk1+n1+1...αk2
αk2+1 0...0

︸︷︷︸
n2

..., (8)
αkj+1 6= 0, αkj+nj+1 6= 0 äëÿ âñiõ j ∈ N, nk → ∞ ïðè k → ∞. Íåõàé ïîñëiäîâíiñòü
(xm) òàêà, ùî

xm = ∆Q

α1...αkm (αkm+1−1) (s−1)...(s−1)
︸ ︷︷ ︸

nm

(s−1−αkm+nm+1)(s−1−αkm+nm+2)...
.Çðåøòîþ, íåõàé

x̄m = ∆Q

α1...αkm (αkm+1)00...0...
.Î÷åâèäíî, ùî xm → x0 ïðè m → ∞; x̄m = xm+x0

2 , òîáòî x0−x̄m = x̄m−xm. Ñêëàäåìîâiäíîøåííÿ
f(x0) − f(xm)

x0 − xm

=
f(x0) − f(x̄m) + f(x̄m) − f(xm)

2(x0 − x̄m)
=

f(x0) − f(x̄m)

2(x0 − x̄m)
+

f(x̄m) − f(xm)

2(x̄m − xm)
.
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f(x0) − f(x̄m)

x0 − x̄m

=

km+1∏

i=1

bαi

aαi

·

(
b0

a0

)nm f(x∗)

x∗
=

km+nm+1∏

i=1

bαi

aαi

·
f(x∗)

x∗
,äå x∗ = ∆Q

αkm+nm+1αkm+nm+2... ∈ [a0; 1], f(x∗) ∈ [0; 1]. Ïåðåéøîâøè äî ãðàíèöi ïðè
m → ∞ çíàõîäèìî

lim
m→∞

f(x0) − f(x̄m)

x0 − x̄m

= 0. (9)Òåïåð ðîçãëÿíåìî
f(x̄m) − f(xm)

x̄m − xm

=

km∏

i=1

bαi

aαi

·
bαkm+1−1

aαkm+1−1
·

(
bs−1

as−1

)nm 1 − f(x∗)

1 − x∗
, (10)äå x∗ = ∆Q

(s−1−αkm+nm+1)(s−1−αkm+nm+2)...
, 1 − x0 ∈ [as−1; 1], f(x∗) ∈ [0; 1]. Áà÷èìî,ùî ó âèïàäêó, êîëè bs−1 > as−1 ìîæíà ïiäiáðàòè ïîñëiäîâíiñòü (nm) òàêó (à ðàçîìç íåþ i ÷èñëî x0) , ùî f(x̄m)−f(xm)

x̄m−xm
→ ∞ ïðè m → ∞.Àíàëîãi÷íî, ÿêùî ÷èñëî x0 ìiñòèòü ÿêçàâãîäíî âåëèêi �ðàãìåíòè âèãëÿäó

(s − 1) . . . (s − 1) i b0 > a0, òî iñíóþòü òàêi Q-iððàöiîíàëüíi ÷èñëà, â ÿêèõ �óíêöiÿíåäè�åðåíöiéîâíà.2. Äîâåäåìî òàêå: ÿêùî b0 < a0 i bs−1 < as−1, òî �óíêöiÿ f(x) äè�åðåíöiéîâíàâ òî÷êàõ, äëÿ ÿêèõ ∞∏

i=1

bαi

aαi

= 0. Íåõàé x0 ìà¹ âèãëÿä (8), à ïîñëiäîâíiñòü (xm) òàêà,ùî
xm = ∆Q

α1...αkm (αkm+1−1) (s−1)...(s−1)
︸ ︷︷ ︸

nm

(α′

km+nm+1
)(α′

km+nm+2
)...(óñi iíøi ïîñëiäîâíîñòi íàáëèæåíü, ÿê ïîêàçàíî âèùå, ïðèâîäÿòü äî (7)). Íåõàé òà-êîæ

x̄m = ∆Q

α1...αkm (αkm+1)00...0...
.Îñêiëüêè xm 6 x̄m 6 x0, òî î÷åâèäíî, ùî

|f(x0) − f(xm)|

x0 − xm

6 max

{
|f(x0) − f(x̄m)|

x0 − x̄m

;
|f(x̄m) − f(xm)|

x̄m − xm

}

,ïðîòå çãiäíî ç (9) òà àíàëîãi÷íî äî (10) êîæíå ç âiäíîøåíü |f(x0)−f(x̄m)|
x0−x̄m

òà
|f(x̄m)−f(xm)|

x̄m−xm
ïðÿìó¹ äî íóëÿ ïðè m → ∞. Îòæå, â öüîìó âèïàäêó �óíêöiÿ äè-�åðåíöiéîâíà â òî÷öi x0. Âèïàäîê, êîëè Q-çîáðàæåííÿ ÷èñëà x0 ìiñòèòü ÿêçàâãîäíîâåëèêi �ðàãìåíòè âèãëÿäó (s − 1) . . . (s − 1), ðîçãëÿäà¹òüñÿ àíàëîãi÷íî. �Ëåìà 4. Ìiðà Ëåáåãà ìíîæèíè âñiõ ÷èñåë, Q-çîáðàæåííÿ ÿêèõ ìiñòèòü �ðàãìåí-òè, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç ÿêçàâãîäíî âåëèêî¨ êiëüêîñòi öè�ð j, äîðiâíþ¹ íóëþ.Äîâåäåííÿ. Íå ïîðóøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ââàæàòèìåìî, ùî j = 0. Íåõàé

E =






x : x = ∆Q

α1...αm1
0...0
︸︷︷︸

k1

αm1+k1+1...αm2
0...0
︸︷︷︸

k2

..., kn → ∞ (n → ∞)






.Äîâåäåìî, ùî λ(E) = 0.



138 Ìèêîëà Ï�ÀÖÜÎÂÈÒÈÉ, Îëåêñié ÏÀÍÀÑÅÍÊÎÏîçíà÷èìî ÷åðåç Fk îá'¹äíàííÿ âñiõ öèëiíäðè÷íèõ ìíîæèí (âiäðiçêiâ) ðàíãó
k, ñåðåä âíóòðiøíiõ òî÷îê ÿêèõ ¹ òî÷êè ç ìíîæèíè E; F0 = [0; 1]. Î÷åâèäíî, ùî
F1 ⊃ F2 ⊃ · · · ⊃ Fk ⊃ . . . i E =

∞⋂

k=1

Fk. Îñêiëüêè óñi ìíîæèíè Fk � êîìïàêòíi, òî
λ(E) = lim

k→∞
λ(Fk). Íåõàé F̄k = Fk−1 \ Fk, òîáòî ÷åðåç F̄k ïîçíà÷èìî îá'¹äíàííÿ âñiõâiäêðèòèõ öèëiíäðiâ ðàíãó k, ÿêi íå ìiñòÿòü òî÷îê ç ìíîæèíè E. Òîäi

λ(E) = lim
k→∞

λ(Fk) = lim
k→∞

λ(Fk)

λ(Fk−1)
·
λ(Fk−1)

λ(Fk−2)
. . .

λ(F1)

λ(F0)
=

∞∏

k=1

λ(Fk)

λ(Fk−1)
.Îñêiëüêè Fk−1 = Fk

⋃
F̄k, òî λ(Fk) = λ(Fk−1) − λ(F̄k). Òîäi

λ(E) =

∞∏

k=1

λ(Fk−1) − λ(F̄k)

λ(Fk−1)
=

∞∏

k=1

(

1 −
λ(F̄k)

λ(Fk−1)

)

.�îçãëÿíåìî ìíîæèíó Fm1
. Iç ¨¨ îçíà÷åííÿ çðîçóìiëî, ùî

Fm1
=

s−1⋃

i1=0

· · ·

s−1⋃

im1
=0

∆i1...im1
,ïîçàÿê

F̄m1+1 =
s−1⋃

i1=0

· · ·
s−1⋃

im1
=0

s−1⋃

j=1

∆i1...im1
j .Òîäi

λ(Fm1
) =

∑

il=0,s−1,

l=1,m1

∣
∣∆i1...im1

∣
∣ ,

λ(F̄m1+1) = (a1 + · · · + as−1)
∑

il=0,s−1,

l=1,m1

∣
∣∆i1...im1

∣
∣ = (1 − a0)λ(Fm1

),çâiäêè çíàõîäèìî λ(F̄m1+1)

λ(Fm1
) = 1−a0. Àíàëîãi÷íî ìîæíà äîâåñòè, ùî λ(F̄mk+1)

λ(Fmk
) = 1−a0,

k ∈ N. Îñêiëüêè F̄k+1 ⊂ Fk, òî 0 6
λ(F̄k+1)
λ(Fk) < 1. Òîäi

λ(E) =

∞∏

k=1

(

1 −
λ(F̄k)

λ(Fk−1)

)

6 lim
k→∞

mk∏

i=1

(

1 −
λ(F̄k)

λ(Fk−1)

)

= (1 − a0)
k → 0 (k → ∞),ùî é îçíà÷à¹, ùî λ(E) = 0. �Íàñëiäîê 2. Ìíîæèíà âñiõ òèõ Q-iððàöiîíàëüíèõ x = ∆α1α2...αk..., â ÿêèõ �óíêöiÿíåäè�åðåíöiéîâíà, ïðîòå ∞∏

k=1

bαk

aαk

= 0, ìà¹ íóëåâó ìiðó Ëåáåãà.Íàãàäà¹ìî [4℄ òàêå: ÿêùî Ni(x, k) � êiëüêiñòü ñèìâîëiâ i â çîáðàæåííi x äî k-ãîìiñöÿ âêëþ÷íî, òî ãðàíèöÿ (ÿêùî âîíà iñíó¹)
lim

n→∞

Ni(x, k)

k
= νi(x)



ÄÈÔÅ�ÅÍÖIÀËÜÍI ÒÀ Ô�ÀÊÒÀËÜÍI ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒI ÊËÀÑÓ ... 139íàçèâà¹òüñÿ ÷àñòîòîþ âæèâàííÿ ñèìâîëà i â Q-çîáðàæåííi x. ×èñëî x, äëÿ ÿêîãî÷àñòîòà νi(x) = ai äëÿ âñiõ i ∈ {0, 1, . . . , s − 1} íàçèâà¹òüñÿ Q-íîðìàëüíèì.Òåîðåìà 4. Íåõàé f(x) � äîñëiäæóâàíà �óíêöiÿ (4).1. ßêùî ∣∣∣
∣

b
a0
0

b
a1
1

...b
as−1

s−1

a
a0
0

a
a1
1

...a
as−1

s−1

∣
∣
∣
∣
> 1, òî f(x) ìàéæå ñêðiçü íåäè�åðåíöiéîâíà (ó âèïàä-êó, êîëè âèêîíóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2 � íiäå íå äè�åðåíöiéîâíà).2. ßêùî ∣∣∣

∣

b
a0
0

b
a1
1

...b
as−1

s−1

a
a0
0

a
a1
1

...a
as−1

s−1

∣
∣
∣
∣
< 1, òî f(x) äè�åðåíöiéîâíà ìàéæå ñêðiçü (ùîäî ìiðèËåáåãà).Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ñêîðèñòà¹ìîñü äâîìà âiäîìèìè �àêòàìè [4℄, ùîìiðà Ëåáåãà Q-iððàöiîíàëüíèõ ÷èñåë äîðiâíþ¹ 1 i ìiðà Ëåáåãà Q-íîðìàëüíèõ ÷èñåëòàêîæ äîðiâíþ¹ 1, òîáòî, iíøèìè ñëîâàìè, ìàéæå âñi Q-iððàöiîíàëüíi ÷èñëà ¹ Q-íîð-ìàëüíèìè. Çãiäíî ç (6), ÿêùî �óíêöiÿ äè�åðåíöiéîâíà â òî÷öi x, òî

f ′(x) =

∞∏

k=1

bαk

aαk

= lim
n→∞

n∏

k=1

bαk

aαk

= lim
n→∞

(
bν0

0 bν1

1 . . . b
νs−1

s−1

aν0

0 aν1

1 . . . a
νs−1

s−1

)n

,äå νi � âiäíîñíà ÷àñòîòà ïîÿâè öè�ðè i â Q-çîáðàæåííi àðãóìåíòà äî n-ãî ìiñöÿâêëþ÷íî. ßêùî x � Q-íîðìàëüíå ÷èñëî, òî êîæíà lim
n→∞

νi = ai, òîìó äëÿ ìàéæå âñiõ
x:

f ′(x) = lim
n→∞

(
ba0

0 ba1

1 . . . b
as−1

s−1

aa0

0 aa1

1 . . . a
as−1

s−1

)nßêùî ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü ∣∣∣
∣

b
a0
0

b
a1
1

...b
as−1

s−1

a
a0
0

a
a1
1

...a
as−1

s−1

∣
∣
∣
∣
> 1, òî îñòàííÿ ãðàíèöÿ íå ¹ ñêií÷åííîþ.ßêùî æ ∣

∣
∣
∣

b
a0
0

b
a1
1

...b
as−1

s−1

a
a0
0

a
a1
1

...a
as−1

s−1

∣
∣
∣
∣

< 1, òî çà äîâåäåíèì ïîïåðåäó (íàñëiäîê ëåìè 4) ëèøå âòî÷êàõ íóëåâî¨ ìiðè Ëåáåãà �óíêöiÿ íå ìàòèìå ïîõiäíî¨. �Íàñëiäîê 3. Íåõàé f(x) � äîñëiäæóâàíà �óíêöiÿ (4), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ íàáîðàìè
Q i Q′. ßêùî õî÷à á îäèí åëåìåíò ç Q′ äîðiâíþ¹ íóëþ, òî f(x) äè�åðåíöiéîâíàìàéæå ñêðiçü.4. Ôðàêòàëüíi âëàñòèâîñòi äîñëiäæóâàíèõ �óíêöié. Íàãàäà¹ìî [1℄, ùî÷èñëî

αK(E) = lim
δ→0

lg Nδ(E)

− lg δ
,äå Nδ(E) � íàéìåíøà êiëüêiñòü êâàäðàòiâ âèãëÿäó [m1δ, (m1 + 1)δ]× [m2δ, (m2 + 1)δ],(m1, m2 � öiëi), íåîáõiäíèõ äëÿ ïîêðèòòÿ ìíîæèíè E ⊂ R

2, íàçèâà¹òüñÿ �ðàêòàëü-íîþ êëiòèíêîâîþ ðîçìiðíiñòþ ìíîæèíè E.Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: íåõàé
a = min{a0, a1, . . . , as−1}, b =

s−1∑

i=1

|aibi|.Òåîðåìà 5. Ïðàâèëüíà òàêà îöiíêà ðîçìiðíîñòi Õàóñäîð�à�Áåçèêîâè÷à ãðà�iêà�óíêöi¨ f(x): α0 (Γf ) 6 2 − loga b.



140 Ìèêîëà Ï�ÀÖÜÎÂÈÒÈÉ, Îëåêñié ÏÀÍÀÑÅÍÊÎÄîâåäåííÿ. Âèêîíà¹ìî âiäïîâiäíå ïîêðèòòÿ ãðà�iêà �óíêöi¨. Íåõàé
Rf (α1, α2, . . . , αk) = sup

x1,x2∈∆Q
α1α2...αk

{f(x1) − f(x2)}� ðîçìàõ �óíêöi¨ f(x) íà öèëiíäðè÷íîìó âiäðiçêó
[

∆Q
α1α2...αk00...; ∆

Q

α1α2...αk(s−1)(s−1)...

]

.Î÷åâèäíî, ùî Rf (α1, α2, . . . , αk) = |bα1
bα2

. . . bαk
|. Ïîêðèâàòèìåìî ãðà�iê �óíêöi¨

f(x) êâàäðàòàìè çi ñòîðîíîþ δk = ak. Íåõàé Nδk
� íàéìåíøà êiëüêiñòü êâàäðàòiâíåîáõiäíèõ äëÿ öüîãî. Òîäi

Nδk
6

∑

αi=0,s−1,

i=1,k

(aα1
aα2

. . . aαk

ak
+ 1
)

·

(
Rf (α1, α2, . . . , αk)

ak
+ 1

)

.

Nδk
6

1

a2k
· bk +

1

ak

∑

αi=0,s−1,

i=1,k

aα1
. . . aαk

+
1

ak

∑

αi=0,s−1,

i=1,k

|bα1
. . . bαk

| + 1 =

=
1

a2k

(

bk + ak + a2k + (|ab0| + |ab1| + · · · + |abs−1|)
k
)

6
1

a2k

(
bk + ak + a2k + bk

)
.Òîäi

lg Nδk
6 lg

1

a2k

(
2bk + ak + a2k

)
.Ïîäiëèìî îáèäâi ÷àñòèíè íà äîäàòíå − lg ak i ïåðåéäåìî äî ãðàíèöi

α0 (Γf ) 6 lim
k→∞

lg 2bk

a2k

− lg ak
= lim

k→∞

lg 2 + k lg b − 2k lg a

−k lg a
= 2 − loga b.

�Íàñëiäîê 4. ×èñëî 2 − loga b ¹ âåðõíüîþ ìåæåþ i äëÿ �ðàêòàëüíî¨ êëiòèíêîâî¨ðîçìiðíîñòi ãðà�iêà �óíêöi¨ f(x).Òåîðåìà 6. Íåõàé f(x) � äîñëiäæóâàíà �óíêöiÿ (4), ùî âèçíà÷à¹òüñÿ âåêòîðàìè
Q =

{
1
s
, 1

s
, . . . , 1

s

} i Q′ = {b1, b2, . . . , bs−1}. Òîäi �ðàêòàëüíà êëiòèíêîâà ðîçìiðíiñòüãðà�iêà �óíêöi¨ f(x) äîðiâíþ¹ 1 + logs B, äå B =
s−1∑

i=1

|bi|.Äîâåäåííÿ. Âèêîíà¹ìî ïîêðèòòÿ ãðà�iêà �óíêöi¨ f(x) îäíàêîâèìè êâàäðàòàìè çiñòîðîíîþ δk = s−k, k ∈ N. Íåõàé Nδk
� íàéìåíøà êiëüêiñòü êâàäðàòiâ çi ñòîðîíîþ

δk, íåîáõiäíèõ äëÿ öüîãî. Çãiäíî ç íàñëiäêîì 4 ìà¹ìî
αK(Γf ) 6 2 − loga b = 2 − logs−1

(

1

s

s−1∑

i=0

bi

)

= 1 + logs B.Äîâåäåìî, ùî αK(Γf ) > 1 + logs B. Ìà¹ìî
Nδk

>
∑

αi=0,s−1,

i=1,k

Rf (α1, α2, . . . , αk)

s−k
= sk ·

∑

αi=0,s−1,

i=1,k

|bα1
. . . bαk

| = sk · Bk.
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α (Γf ) = lim

k→∞

lg Nδk

− lg s−k
> lim

k→∞

lg (s · B)k

lg sk
= 1 + logs B.
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