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2Îäåñüêèé iíñòèòóò �iíàíñiâ ÓÄÓÔÌÒ,65070, Îäåñà, âóë. 25-¨ ×àïà¹âñüêî¨ äèâiçi¨, 6e-mail: yuliak�te.net.ua�îçãëÿíóòî ñèíãóëÿðíó çàäà÷ó Êîøi äëÿ îäíî¨ ñèñòåìè çâè÷àéíèõäè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü ç âèðîäæåííÿì. Çàïðîïîíîâàíî äâi ñõåìè âèâ-÷åííÿ ïèòàíü ïðî ðîçâ'ÿçíiñòü öi¹¨ çàäà÷i òà êiëüêîñòi ¨¨ ðîçâ'ÿçêiâ. Êðiìòîãî, äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâ ïðè t→ +0.Êëþ÷îâi ñëîâà: ñèíãóëÿðíà çàäà÷à Êîøi, äè�åðåíöiàëüíi ðiâíÿííÿ çâèðîäæåííÿì.Ñèíãóëÿðíó çàäà÷ó Êîøi äëÿ äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ x′ = f(t, x) äîñëiäæó-âàëî áàãàòî àâòîðiâ, ïåðåäóñiì âiäçíà÷èìî ïðàöi [1℄, [5℄, [6℄, [11℄, [12℄, [15℄, [16℄, äåäîñòàòíüî âèâ÷åíî ïèòàííÿ iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òà ¨õíüî¨ êiëüêîñòi. Ó áàãàòüîõ ïðà-öÿõ âèâ÷àëè çàäà÷ó Êîøi äëÿ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü âèãëÿäó f(t, x, x′) = 0,

x′ = f(t, x, x′). Çîêðåìà, â [2℄, [6℄, [17℄, [18℄, [19℄ ðîçãëÿäàëè ïèòàííÿ ðîçâ'ÿçíîñòi òàêiëüêîñòi ðîçâ'ÿçêiâ, à â [3℄, [12℄, [20℄, [21℄ � îçíàêè çáiæíîñòi äî ðîçâ'ÿçêó ïîñëiäîâ-íîñòåé íàáëèæåíü. Âîäíî÷àñ ïîãàíî äîñëiäæåíî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêiâçàäà÷i Êîøi äëÿ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi íå ðîçâ'ÿçàíi ñòîñîâíî ïîõiäíèõ íå-âiäîìèõ �óíêöié. Ìåòà íàøî¨ ïðàöi � âèðiøèòè öi ïðîáëåìè äëÿ îäíîãî êëàñó ñèñ-òåì çâè÷àéíèõ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi íå ðîçâ'ÿçàíi ñòîñîâíî ïîõiäíèõ. Ìèçàïðîïîíóâàëè äâi ñõåìè ìiðêóâàíü, ÿêi äîïîìàãàþòü âèâ÷àòè ïèòàííÿ ïðî ðîçâ'ÿç-íiñòü, êiëüêiñòü ðîçâ'ÿçêiâ, àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó öèõ ðîçâ'ÿçêiâ òà ¨õíiõ ïåðøèõïîõiäíèõ, êîëè t → +0. Â äîñëiäæåííÿõ çàñòîñîâàíi ìåòîäè ÿêiñíî¨ òåîði¨ äè�åðåí-öiàëüíèõ ðiâíÿíü [4℄, [5℄, [13℄, à òàêîæ [7℄, [8℄. Ñòàòòÿ ¹ ïðîäîâæåííÿì ïîïåðåäíiõðîáiò àâòîðiâ, äå áóëî ðîçãëÿíóòî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêiâ òà àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó
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80 Îëåêñàíäð ÇÅ�ÍÎÂ, Þëiÿ ÊÓÇIÍÀñèíãóëÿðíèõ çàäà÷ Êîøi äëÿ ñêàëÿðíèõ äè�åðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü, ÿêi íå ðîçâ'ÿçàíiñòîñîâíî ïîõiäíî¨ íåâiäîìî¨ �óíêöi¨.�îçãëÿäàòèìåìî çàäà÷ó Êîøi
α(t)x′ = f(t, x, x′), (1)

x(0) = 0, (2)äå t ∈ (0, τ) � äiéñíà çìiííà; x : (0, τ) → R
n � íåâiäîìà äiéñíà �óíêöiÿ çìiííî¨ t.Ïåðåäáà÷èìî, ùî âèêîíàíî òàêi óìîâè A:1) α(t) = diag(α1(t), . . . , αn(t)) � äiàãîíàëüíà n × n-ìàòðèöÿ, äå

αi : (0, τ) → (0, +∞) � íåïåðåðâíi �óíêöi¨, lim
t→+0

αi(t) = 0, i ∈ {1, . . . , n};2) 0 < β(t) 6 αi(t), t ∈ (0, τ), i ∈ {1, . . . , n}, äå β : (0, τ) → (0, +∞) � íåïåðåðâíîäè�åðåíöiéîâíà �óíêöiÿ,
lim

t→+0
β(t) = 0, lim

t→+0
t
β′(t)

β(t)
= β0, 0 6 β0 < +∞;3) f : D → R

n � íåïåðåðâíà �óíêöiÿ,
D =

{

(t, x, y) : t ∈ (0, τ), ‖x‖ < r1γ(t), ‖y‖ < r2
γ(t)

t

}

,äå r1, r2 � äîäàòíi ñòàëi; γ : (0, τ) → (0, +∞) � íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíà�óíêöiÿ, γ′(t) > 0, t ∈ (0, τ),
lim

t→+0
γ(t) = 0, lim

t→+0

β(t)γ(t)

t
= 0, lim

t→+0
t
γ′(t)

γ(t)
= γ0, 0 < γ0 < +∞;4) ‖f(t, 0, 0)‖ 6 δ(t), t ∈ (0, τ), äå δ : (0, τ) → (0, +∞) � íåïåðåðâíà �óíêöiÿ,

lim
t→+0

δ(t) = 0, lim
t→+0

tδ(t)

β(t)γ(t)
= c0, 0 6 c0 < +∞.Îçíà÷åííÿ 1. Äëÿ êîæíîãî ρ ∈ (0, τ) íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíà �óíêöiÿ

x : (0, ρ] → R
n íàçèâà¹òüñÿ ρ-ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1), (2), ÿêùî:1) (t, x(t), x′(t)

)

∈ D, t ∈ (0, ρ];2) x òîòîæíî çàäîâîëüíÿ¹ (1) ïðè t ∈ (0, ρ];3) lim
t→+0

x(t) = 0.Ïîçíà÷èìî ÷åðåç U(ρ, M, Q) ìíîæèíó âñiõ íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíèõ �óíê-öié u : (0, ρ] → R
n òàêèõ, ùî
‖u(t)‖ 6 Mγ(t), ‖u′(t)‖ 6 QM

γ(t)

t
, t ∈ (0, ρ];òóò ρ, M, Q � ñòàëi, ρ ∈ (0, τ), M > 0, Q > 0.Ìè äîñëiäæó¹ìî ïèòàííÿ ïðî iñíóâàííÿ ó çàäà÷i (1), (2) ρ-ðîçâ'ÿçêiâ, ÿêi íàëå-æàòü ìíîæèíi U(ρ, M, Q) òà ïðî ¹äíiñòü ρ-ðîçâ'ÿçêó öüîãî òèïó.Íàçâåìî óìîâàìè B ñóêóïíiñòü òàêèõ óìîâ:1) äëÿ äîâiëüíîãî µ ∈ (0, τ) òà äëÿ äîâiëüíèõ ts ∈ [µ, τ), s ∈ {1, 2} :
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|αi(t1) − αi(t2)| 6 L1(µ)|t1 − t2|, i ∈ {1, . . . , n},
|β(t1) − β(t2)| 6 L2(µ)|t1 − t2|,
|β′(t1) − β′(t2)| 6 L3(µ)|t1 − t2|,äå Lj : (0, τ) → (0, +∞) � íåïåðåðâíi íåçðîñòàþ÷i �óíêöi¨, j ∈ {1, 2, 3};2) ‖f(t1, x, y) − f(t2, x, y)‖ 6 lt(µ)|t1 − t2|, (tj , x, y) ∈ D, 0 < µ 6 t1, t2 < τ ,
‖f(t, x1, y) − f(t, x2, y)‖ 6 lx(t)

β(t)

t
‖x1 − x2‖, (t, xj , y) ∈ D,

‖f(t, x, y1) − f(t, x, y2)‖ 6 lyβ(t)‖y1 − y2‖, (t, x, yj) ∈ D, j ∈ {1, 2},äå lx, ly � äîäàòíi ñòàëi, lt : (0, τ) → (0, +∞) � íåïåðåðâíà íåçðîñòàþ÷à�óíêöiÿ;3) ly <
1√
n

,
γ0√
n

(1 − ly) − lx − 2β0ly >
2c0

r1
,

(

γ0√
n
− lx

)

1

ly
<

r2

r1
.Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíàíi óìîâè A, B. Òîäi iñíóþòü ρ, M, Q òàêi, ùî çàäà÷à (1),(2) ìà¹ õî÷à á îäèí ρ-ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé íàëåæèòü ìíîæèíi U(ρ, M, Q).Íàçâåìî óìîâàìè C ñóêóïíiñòü òàêèõ óìîâ:1) ‖f(t, x1, y) − f(t, x2, y)‖ 6 lx

β(t)ω(t)

t
‖x1 − x2‖, (t, xj , y) ∈ D,

‖f(t, x, y1) − f(t, x, y2)‖ 6 lyβ(t)ω(t)‖y1 − y2‖, (t, x, yj) ∈ D, j ∈ {1, 2},äå lx, ly � äîäàòíi ñòàëi, ω : (0, τ) → (0, +∞) � íåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíà�óíêöiÿ,
lim

t→+0
ω(t) = 0, lim

t→+0

β(t)γ(t)

ω(t)
= 0, lim

t→+0
t
ω′(t)

ω(t)
= ω0, 0 < ω0 < +∞,

lim
t→+0

t

(

ω(t)/β(t)
)′

ω(t)/β(t)
= Ω0, 0 < Ω0 < +∞, lim

t→+0

ω(t)

t
= ν0, 0 6 ν0 < +∞;2) ÿêùî ν0 6= 0, β0 6= 0, òî

lx + β0ly <
Ω0

nν0(Ω0 + β0)
;ÿêùî ν0 6= 0, β0 = 0, òî nν0lx < 1;3) c0

√
n

γ0
< r1, (2β0 + γ0)r1 < r2.Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíàíî óìîâè A, C. Òîäi iñíóþòü ρ, M, Q òàêi, ùî çàäà÷à (1),(2) ìà¹ ¹äèíèé ρ-ðîçâ'ÿçîê, ÿêèé íàëåæèòü ìíîæèíi U(ρ, M, Q).Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Ñïî÷àòêó îáåðåìî ñòàëi ρ, M, Q, q. Íåõàé Q > q + β0, äå

q =
1

2

(

γ0√
n

(

1 +
1

ly

)

− lx
ly

)

,
2c0

γ0√
n
− lx − ly

(

2β0 +
γ0√
n

) < M < r1.



82 Îëåêñàíäð ÇÅ�ÍÎÂ, Þëiÿ ÊÓÇIÍÀÇàçíà÷èìî, ùî ρ ∈ (0, τ) i ρ äîñòàòíüî ìàëå. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç B ïðîñòið âñiõ íåïå-ðåðâíî äè�åðåíöiéîâíèõ �óíêöié x : [0, ρ] → R
n ç íîðìîþ

‖x‖B = max
t∈[0,ρ]

(

‖x(t)‖ + ‖x′(t)‖
)

. (3)Íåõàé U � ïiäìíîæèíà B, êîæíèé åëåìåíò u : [0, ρ] → R
n ÿêî¨ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè

‖u(t)‖ 6 Mβ(t)γ(t), ‖u′(t)‖ 6 qM
β(t)γ(t)

t
, t ∈ (0, ρ], (4)ïðè÷îìó u(0) = 0, u′(0) = 0 òà, êðiì òîãî, âèêîíàíà óìîâà

∀µ ∈ (0, ρ] ∀tj ∈ [µ, ρ], j ∈ {1, 2} : ‖u′(t1) − u′(t2)‖ 6 K(µ)|t1 − t2|,äå
K(µ) =

(

1−
√

nly

)−1
(

(

1

β2(µ)
+

1

µ

)

L2(µ)+
L3(µ)

β2(µ)
+

√
nL1(µ)

β(µ)
+
√

nlt(µ)+
1

µ
+

1

β(µ)

)

.Ìíîæèíà U çàìêíåíà, îáìåæåíà, îïóêëà òà (çà òåîðåìîþ Àðöåëà) êîìïàêòíà. Íåõàé
x =

y

β(t)
, (5)äå y : (0, τ) → R

n � íîâà íåâiäîìà �óíêöiÿ; y = 
ol(y1, . . . , yn). Òîäi çàäà÷à (1), (2)íàáóâà¹ âèãëÿäó
α(t)y′ =

β′(t)

β(t)
α(t)y + β(t)f

(

t,
y

β(t)
,

y′

β(t)
− yβ′(t)

β2(t)

)

,

y(0) = 0,
(6)àáî, â êîîðäèíàòíié �îðìi,

αi(t)yi
′ = αi(t)

β′(t)

β(t)
yi + β(t)fi

(

t,
y

β(t)
,

y′

β(t)
− yβ′(t)

β2(t)

)

, yi(0) = 0,

i ∈ {1, . . . , n}.
(7)Äàëi ðîçãëÿäàòèìåìî çàäà÷ó Êîøi

αi(t)yi
′ = αi(t)

β′(t)

β(t)
yi + β(t)fi

(

t,
u(t)

β(t)
,
u′(t)

β(t)
− u(t)β′(t)

β2(t)

)

, yi(0) = 0,

i ∈ {1, . . . , n},
(8)äå u ∈ U � äîâiëüíà �iêñîâàíà �óíêöiÿ. Âèáåðåìî i ∈ {1, . . . , n} òà ðîçãëÿíåìî i-òåðiâíÿííÿ ñèñòåìè (8), ÿêå çàïèñàíî ó âèãëÿäi

yi
′ =

β′(t)

β(t)
yi +

β(t)

αi(t)
fi

(

t,
u(t)

β(t)
,
u′(t)

β(t)
− u(t)β′(t)

β2(t)

)

, (9)ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ
yi(0) = 0. (10)Íåõàé

D0i = {(t, yi) : t ∈ (0, ρ], yi ∈ R}.



ßÊIÑÍÅ ÄÎÑËIÄÆÅÍÍß ÎÄÍI�� ÑÈÍ�ÓËß�ÍÎ� ÇÀÄÀ×I ÊÎØI 83Â D0i äëÿ äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (9) âèêîíàíî óìîâè òåîðåìè iñíóâàííÿ òà¹äèíîñòi ðîçâ'ÿçêó é íåïåðåðâíî¨ çàëåæíîñòi ðîçâ'ÿçêiâ âiä ïî÷àòêîâèõ äàíèõ. Çà-çíà÷èìî
Φ1i =

{

(t, yi) : t ∈ (0, ρ], |yi| =
M√
n

β(t)γ(t)

}

,

D1i =

{

(t, yi) : t ∈ (0, ρ], |yi| <
M√
n

β(t)γ(t)

}

,

Hi =

{

(t, yi) : t = ρ, |yi| <
M√
n

β(ρ)γ(ρ)

}

.Íåõàé �óíêöiÿ A1i : D0i → [0, +∞) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ
A1i(t, yi) = yi

2
(

β(t)γ(t)
)−2i íåõàé a1i : D0i → R � ïîõiäíà �óíêöi¨ A1i íà ïiäñòàâi ðiâíÿííÿ (9). Îñêiëüêè

a1i(t, yi)=2
(

β(t)γ(t)
)−2

γ′(t)
(

γ(t)
)−1









β(t)

αi(t)
yi

tfi

(

t,
u(t)

β(t)
,
u′(t)

β(t)
− u(t)β′(t)

β2(t)

)

tγ′(t)/γ(t)
− y2

i









,òî íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü â òîìó, ùî a1i(t, yi) < 0 ïðè (t, yi) ∈ Φ1i. Çâiäñè âèïëèâà¹(äèâ. [7, ñ. 758℄), ùî iñíó¹ õî÷à á îäíà iíòåãðàëüíà êðèâà ðiâíÿííÿ (9), ÿêà âèçíà÷åíàïðè t ∈ (0, ρ] òà ëåæèòü ó D1i ïðè t ∈ (0, ρ]. Çàçíà÷èìî öþ iíòåãðàëüíó êðèâó ÷åðåç
Jiu : (0, yiu(t)). Ëåãêî áà÷èòè, ùî

|yiu(t)| 6
M√
n

β(t)γ(t), |y′
iu(t)| 6

qM√
n

β(t)γ(t)

t
, t ∈ (0, ρ]. (11)Äîâåäåìî, ùî â ìíîæèíi iíòåãðàëüíèõ êðèâèõ ðiâíÿííÿ (9), ÿêi ïåðåòèíàþòü Hi,iíòåãðàëüíà êðèâà Jiu : (0, yiu(t)) ¹ ¹äèíîþ êðèâîþ, ÿêà ðîçòàøîâàíà â D1i ïðè âñiõ

t ∈ (0, ρ]. Ç öi¹þ ìåòîþ ðîçãëÿíåìî îäíîïàðàìåòðè÷íi ñiì'¨ ìíîæèí
Φ2i(µ) = {(t, yi) : t ∈ (0, ρ], |yi − yiu(t)| = µβ(t)γ(t)(− ln t)},
D2i(µ) = {(t, yi) : t ∈ (0, ρ], |yi − yiu(t)| < µβ(t)γ(t)(− ln t)},äå µ � ïàðàìåòð; µ ∈ (0, 1]. Íåõàé �óíêöiÿ A2i : D0i → [0, +∞) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

A2i(t, yi) =
(

yi − yiu(t)
)2(

β(t)γ(t)(− ln t)
)−2òà íåõàé a2i : D0i → R � áóäü- ÿêà �óíêöiÿ A2i íà ïiäñòàâi ðiâíÿííÿ (9). Ëåãêîáà÷èòè, ùî a2i(t, yi) < 0, ÿêùî (t, yi) ∈ D0i i ÿêùî yi 6= yiu(t). Êðiì òîãî, ÿêùî (t, yi)� äîâiëüíà òî÷êà ìíîæèíè D1i\{(0, 0)}, òî äëÿ äîâiëüíîãî �iêñîâàíîãî µ ∈ (0, 1]

|yi − yiu(t)| 6 |yi| + |yiu(t)| 6
2√
n

Mβ(t)γ(t) < µβ(t)γ(t)(− ln t),ÿêùî t ∈ (0, t(µ)], äå ñòàëà t(µ) ∈ (0, ρ) âèçíà÷à¹òüñÿ óìîâîþ (− ln t)−1 <

√
nµ

2M
ïðè

t ∈ (0, t(µ)]. Çâiäñè (äèâ. [7, ñ. 758-759℄) âèïëèâà¹ ïðàâèëüíiñòü òâåðäæåííÿ, ÿêåäîâîäèòüñÿ.



84 Îëåêñàíäð ÇÅ�ÍÎÂ, Þëiÿ ÊÓÇIÍÀÍåõàé �óíêöiÿ yu : (0, ρ] → R
n âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

yu(t) = 
ol(y1u(t), . . . , ynu(t)
)

, t ∈ (0, ρ]. (12)Íåâàæíî ïåðåêîíàòèñü â òîìó, ùî
‖yu(t)‖ 6 Mβ(t)γ(t), ‖y′

u(t)‖ 6 qM
β(t)γ(t)

t
, t ∈ (0, ρ] (13)òà ùî ∀µ ∈ (0, ρ] ∀tj ∈ [µ, ρ], j ∈ {1, 2} : ‖y′

u(t1) − y′
u(t2)‖ 6 K(µ)|t1 − t2|. ßêùîïðèéíÿòè yu(0) = 0, y′

u(0) = 0, òî yu ∈ U . Âèçíà÷èìî îïåðàòîð T : U → U ðiâíiñòþ
Tu = yu.Äîâåäåìî, ùî T : U → U � íåïåðåðâíèé îïåðàòîð. Íåõàé u∗ ∈ U ,
u∗∗ ∈ U � äîâiëüíi �iêñîâàíi �óíêöi¨. Çàçíà÷èìî Tu∗ = y∗, Tu∗∗ = y∗∗; íåõàé
y∗ = 
ol(y1∗, . . . , yn∗

) i y∗∗ = 
ol(y1∗∗, . . . , yn∗∗

). ßêùî u∗ = u∗∗, òî é y∗ = y∗∗.Íåõàé äàëi ‖u∗ − u∗∗‖B = h, h > 0. Âèáåðåìî i ∈ {1, . . . , n} òà áóäåìî äîñëiäæóâàòèàñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó iíòåãðàëüíèõ êðèâèõ äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ
yi

′ =
β′(t)

β(t)
yi +

β(t)

αi(t)
fi

(

t,
u∗(t)

β(t)
,
u′

∗(t)

β(t)
− u∗(t)β

′(t)

β2(t)

)

, (14)Íåõàé
Φ3i =

{

(t, yi) : t ∈ (0, ρ], |yi − yi∗∗(t)| = ηhν
(

β(t)γ(t)
)1−ν

}

,

D3i =

{

(t, yi) : t ∈ (0, ρ], |yi − yi∗∗(t)| < ηhν
(

β(t)γ(t)
)1−ν

}

,äå ν, η � ñòàëi, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ òàêèìè óìîâàìè:
0 < ν <

γ0

β0 + γ0
, η >

2(lx + lyβ0 + 1)(2M)1−ν

γ0 − ν(β0 + γ0)
.Íåõàé �óíêöiÿ A3i : D0i → [0, +∞) âèçíà÷åíà ðiâíiñòþ

A3i(t, yi) =
(

yi − yi∗∗(t)
)2(

β(t)γ(t)
)−2(1−ν)òà íåõàé a3i : D0i → R � ïîõiäíà �óíêöi¨ A3i íà ïiäñòàâi ðiâíÿííÿ (14). Îñêiëüêè

a3i(t, yi) =

= 2
(

β(t)γ(t)
)−2(1−ν)

t−1

(

(

t
β′(t)

β(t)
− (1 − ν)

(

t
β′(t)

β(t)
+ t

γ′(t)

γ(t)

))

(

yi − yi∗∗(t)
)2

+

+
(

yi − yi∗∗(t)
) β(t)

αi(t)
t

(

fi

(

t,
u∗(t)

β(t)
,
u′

∗(t)

β(t)
− u∗(t)β

′(t)

β2(t)

)

−

−fi

(

t,
u∗∗(t)

β(t)
,
u′

∗∗(t)

β(t)
− u∗∗(t)β

′(t)

β2(t)

)

))

,òî, âðàõîâóþ÷è íåðiâíîñòi,
‖u∗(t)−u∗∗(t)‖ 6 ‖u∗−u∗∗‖ν

B

(

‖u∗(t)‖+‖u∗∗(t)‖
)1−ν

6 hν
(

2Mβ(t)γ(t)
)1−ν

, t ∈ (0, ρ],
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‖u′

∗(t) − u′
∗∗(t)‖ 6 ‖u∗ − u∗∗‖ν

B

(

‖u′
∗(t)‖ + ‖u′

∗∗(t)‖
)1−ν

6 hν

(

2qM
β(t)γ(t)

t

)1−ν

,

t ∈ (0, ρ], íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü â òîìó, ùî a3i(t, yi) < 0 ïðè (t, yi) ∈ Φ3i. Çâiäñèâèïëèâà¹ (äèâ. [7, ñ. 758℄), ùî äîâiëüíà iíòåãðàëüíà êðèâà J : (t, yi(t)) ðiâíÿííÿ (14),ÿêà ïåðåòèíà¹ Φ3i, â îêîëi òî÷êè (t∗, yi∗) ïåðåòèíó ç Φ3i ðîçòàøîâàíà òàê: (t, yi(t)) ∈
∈ D3i ïðè t ∈ (t∗, t∗ + δ) òà (t, yi(t)) ∈ D3i ïðè t ∈ (t∗ − δ, t∗) (òóò δ > 0 � äîñòàòíüîìàëå, t∗ + δ < ρ). Êðiì òîãî,

|yi∗(t) − yi∗∗(t)| 6 |yi∗(t)| + |yi∗∗(t)| 6
2M√

n
β(t)γ(t) < ηhν

(

β(t)γ(t)
)1−νïðè t ∈ (0, t(h)], äå ñòàëó t(h) ∈ (0, ρ) âèçíà÷àþòü ç óìîâè

(

β(t)γ(t)
)ν

<

√
nη

2M
hν ïðè t ∈ (0, t(h)].Òîìó iíòåãðàëüíà êðèâà J∗ : (t, yi∗(t)) ðiâíÿííÿ (14) ëåæèòü ó D3i ïðè t ∈ (0, t(h)].ßêùî t çðîñòà¹ âiä t = t(h) äî t = ρ, òî, íà ïiäñòàâi ñêàçàíîãî, öÿ iíòåãðàëüíà êðèâàíå ìîæå ïåðåòèíàòè Φ3i, òîìó âîíà çàëèøà¹òüñÿ â D3i ïðè âñiõ t ∈ (0, ρ]. Îòîæ,

|yi∗(t) − yi∗∗(t)| 6 ηhν(β(t)γ(t)
)1−ν

, t ∈ (0, ρ], (15)òîìó
|y′

i∗(t) − y′
i∗∗(t)| 6

ξ(t)

t
hν , t ∈ (0, ρ], (16)äå ξ : (0, ρ] → (0, +∞) � íåïåðåðâíà �óíêöiÿ; lim
t→+0

ξ(t) = 0. Ïîçàÿê íåðiâíîñòi (15),(16) âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñiõ i ∈ {1, . . . , n}, òî, îñêiëüêè ρ äîñòàòíüî ìàëå,
‖y∗(t) − y∗∗(t)‖ + ‖y′

∗(t) − y′
∗∗(t)‖ 6

hν

t
, t ∈ (0, ρ]. (17)Ïåðåéäåìî áåçïîñåðåäíüî äî äîâåäåííÿ íåïåðåðâíîñòi îïåðàòîðà T : U → U . Íåõàé

ε > 0 çàäàíî. Iñíó¹ òàêå tε ∈ (0, ρ), ùî
2Mβ(t)γ(t) + 2qM

β(t)γ(t)

t
6

ε

2
ïðè t ∈ (0, tε].ßêùî t ∈ (0, tε], òî

‖y∗(t)− y∗∗(t)‖+‖y′
∗(t)− y′

∗∗(t)‖ 6 ‖y∗(t)‖+‖y∗∗(t)‖+‖y′
∗(t)‖+‖y′

∗∗(t)‖ 6
ε

2
. (18)Íåõàé äàëi t ∈ [tε, ρ]. Òîäi ç (17) ìà¹ìî

‖y∗(t) − y∗∗(t)‖ + ‖y′
∗(t) − y′

∗∗(t)‖ 6
hν

tε
, t ∈ [tε, ρ]. (19)Íåõàé

δ(ε) =
(εtε

2

)
1

ν

.Î÷åâèäíî, δ(ε) çàëåæèòü òiëüêè âiä ε i lim
ε→+0

δ(ε) = 0. ßêùî h < δ(ε), òî, íà ïiäñòàâi(18), (19),
‖y∗(t) − y∗∗(t)‖ + ‖y′

∗(t) − y′
∗∗(t)‖ 6

ε

2



86 Îëåêñàíäð ÇÅ�ÍÎÂ, Þëiÿ ÊÓÇIÍÀïðè âñiõ t ∈ (0, ρ], òîìó
‖y∗ − y∗∗‖B 6

ε

2
.Îòæå, äëÿ äîâiëüíîãî ε > 0 iñíó¹ òàêå δ(ε) > 0, ÿêùî ‖u∗ − u∗∗‖B = h < δ(ε), òî

‖Tu∗ − Tu∗∗‖B = ‖y∗ − y∗∗‖B 6
ε

2
< ε.Íàâåäåíi ìiðêóâàííÿ íå çàëåæàòü âiä âèáîðó �óíêöié u∗ ∈ U , u∗∗ ∈ U . Íåïå-ðåðâíiñòü îïåðàòîðà T : U → U äîâåäåíà. Íà ïiäñòàâi òåîðåìèØàóäåðà ïðî íåðóõîìóòî÷êó iñíó¹ õî÷à á îäíà �óíêöiÿ y0 ∈ U òàêà, ùî Ty0 = y0. Ó öüîìó ðàçi

‖y0(t)‖ 6 Mβ(t)γ(t), ‖y′
0(t)‖ 6 qM

β(t)γ(t)

t
, t ∈ (0, ρ]. (20)Âðàõîâóþ÷è (5), çàäà÷à Êîøi (1), (2) ìà¹ ρ-ðîçâ'ÿçîê x0 : (0, ρ] → R

n òàêèé, ùî
x0(t) =

y0(t)

β(t)
, t ∈ (0, ρ],òîìó

‖x0(t)‖ 6 Mγ(t), ‖x′
0(t)‖ 6 QM

γ(t)

t
, t ∈ (0, ρ], (21)äå Q > q + β0. Òåîðåìà 1 äîâåäåíà.Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Íàñàìïåðåä îáåðåìî ñòàëi ρ, M, Q, q. Íåõàé

c0
√

n

γ0
< M < r1, Q > q + β0,äå

q > β0 + γ0, (q + β0)M < r2.Çàóâàæèìî, ùî ρ ∈ (0, τ) i ρ äîñòàòíüî ìàëå. Çàçíà÷èìî ÷åðåç B ïðîñòið âñiõíåïåðåðâíî äè�åðåíöiéîâíèõ �óíêöié x : [0, ρ] → R
n ç íîðìîþ (3). Íåõàé U� ïiäìíîæèíà B, êîæíèé åëåìåíò u : [0, ρ] → R

n ÿêî¨ çàäîâîëüíÿ¹ óìîâè (4),ïðè÷îìó u(0) = 0, u′(0) = 0. Ìíîæèíà U çàìêíåíà òà îáìåæåíà. Çà äîïîìîãîþçàìiíè (5) îäåðæèìî çàäà÷ó Êîøi (6), äå y : (0, τ) → R
n � íîâà íåâiäîìà �óíêöiÿ.Äàëi ðîçãëÿäàòèìåìî çàäà÷ó Êîøi (8), äå u ∈ U � äîâiëüíà �iêñîâàíà �óíêöiÿ.Îáåðåìî i ∈ {1, . . . , n} òà áóäåìî ðîçãëÿäàòè i-òå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (8), ÿêå çà-ïèñàíå ó �îðìi (9), ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ (10). �îçëÿäàòèìåìî òi æ ìíîæèíè

D0i, Φ1i, D1i, Hi, Φ2i(µ), D2i(µ) (äå µ � ïàðàìåòð, µ ∈ (0, 1]), ùî é ïiä ÷àñ äîâåäåííÿòåîðåìè 1. Çà äîïîìîãîþ ìiðêóâàíü, àíàëîãi÷íèõ äî ìiðêóâàííü âiäïîâiäíî¨ ÷àñòèíèäîâåäåííÿ òåîðåìè 1, äîâåäåìî, ùî ó ðiâíÿííÿ (9) ¹ îäíà i òiëüêè îäíà iíòåãðàëüíàêðèâà Jiu : (t, yiu(t)), ÿêà âèçíà÷åíà ïðè t ∈ (0, ρ] òà ëåæèòü â D1i ïðè âñiõ t ∈ (0, ρ].Ó öüîìó ðàçi âèêîíàíî îöiíêè (11). ßêùî ïîäàòè �óíêöiþ yu : (0, ρ] → R
n ðiâíiñòþ(12), òî íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü â òîìó, ùî âèêîíàíi íåðiâíîñòi (13). Íåõàé yu(0) = 0,

y′
u(0) = 0. Òîäi yu ∈ U . Ïîäàìî îïåðàòîð T : U → U ðiâíiñòþ Tu = yu.Äîâåäåìî, ùî T : U → U � îïåðàòîð ñòèñêó. Íåõàé u∗ ∈ U , u∗∗ ∈ U � äîâiëüíi�iêñîâàíi �óíêöi¨. Çàçíà÷èìî Tu∗ = y∗, Tu∗∗ = y∗∗; íåõàé y∗ = 
ol(y1∗, . . . , yn∗

) i
y∗∗ = 
ol(y1∗∗, . . . , yn∗∗

). ßêùî u∗ = u∗∗, òî é y∗ = y∗∗. Íåõàé äàëi ‖u∗ − u∗∗‖B = h,
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h > 0. Âèáåðåìî i ∈ {1, . . . , n} òà áóäåìî äîñëiäæóâàòè àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêóiíòåãðàëüíèõ êðèâèõ äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (14). Çàçíà÷èìî

Φ3i = {(t, yi) : t ∈ (0, ρ], |yi − yi∗∗(t)| = ηω(t)h},

D3i = {(t, yi) : t ∈ (0, ρ], |yi − yi∗∗(t)| < ηω(t)h},äå η � ñòàëà, ÿêó âèçíà÷àþòü òàê: ÿêùî β0 = 0, òî η >
lx
Ω0

; ÿêùî ν0 = 0, β0 6= 0, òî
η >

lx + β0ly
Ω0

; ÿêùî ν0 6= 0, β0 6= 0, òî
lx + β0ly

Ω0
< η <

1 − nν0(lx + β0ly)

nν0β0
.Íåõàé �óíêöiÿ A3i : D0i → [0, +∞) âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

A3i(t, yi) =
(

yi − yi∗∗(t)
)2(

ω(t)
)−2òà íåõàé a3i : D0i → R � ïîõiäíà �óíêöi¨ A3i íà ïiäñòàâi ðiâíÿííÿ (14). Ïîçàÿê

a3i(t, yi) = 2
(

ω(t)
)−3

ω′(t)

(

(

yi − yi∗∗(t)
)2
(

β′(t)ω(t)

β(t)ω′(t)
− 1

)

+

+
β(t)

αi(t)

ω(t)

ω′(t)

(

fi

(

t,
u∗(t)

β(t)
,
u′

∗(t)

β(t)
− u∗(t)β

′(t)

β2(t)

)

−

−fi

(

t,
u∗∗(t)

β(t)
,
u′

∗∗(t)

β(t)
− u∗∗(t)β

′(t)

β2(t)

)

)

(

yi − yi∗∗(t)
)

)

,ïðè÷îìó
β′(t)ω(t)

β(t)ω′(t)
− 1 = − 1

t
ω′(t)

ω(t)

· t

(

ω(t)/β(t)
)′

ω(t)/β(t)
= −Ω0

ω0
+ ξ1(t),äå ξ1 : (0, τ) → (0, +∞) � íåïåðåðâíà �óíêöiÿ; lim

t→+0
ξ1(t) = 0, òî íåâàæêî ïåðåêîíà-òèñÿ â òîìó, ùî a3i(t, yi) < 0 ïðè (t, yi) ∈ Φ3i. Çâiäñè âèïëèâà¹ (äèâ. [7, ñ. 758℄), ùîäîâiëüíà iíòåãðàëüíà êðèâà J : (t, yi(t)) ðiâíÿííÿ (14), ÿêà ïåðåòèíà¹ Φ3i, ïîáëèçóòî÷êè (t∗, yi∗) ïåðåòèíó ç Φ3i ðîçòàøîâàíà òàê: (t, yi(t)) ∈ D3i ïðè t ∈ (t∗, t∗ + δ) òà

(t, yi(t)) ∈ D3i ïðè t ∈ (t∗ − δ, t∗) (òóò δ > 0 � äîñòàòíüî ìàëå, t∗ + δ < ρ). Êðiì òîãî,
|yi∗(t) − yi∗∗(t)| 6 |yi∗(t)| + |yi∗∗(t)| 6

2M√
n

β(t)γ(t) < ηω(t)h,ÿêùî t ∈ (0, t(h)], äå ñòàëà t(h) ∈ (0, ρ) âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè
β(t)γ(t)

ω(t)
<

ηh
√

n

2M
ïðè t ∈ (0, t(h)].Òîìó iíòåãðàëüíà êðèâà J∗ : (t, yi∗(t)) ðiâíÿííÿ (14) ëåæèòü â D3i ïðè t ∈ (0, t(h)].ßêùî t çðîñòà¹ âiä t = t(h) äî t = ρ, òî, íà ïiäñòàâi ñêàçàíîãî âèùå, öÿ iíòåãðàëüíà



88 Îëåêñàíäð ÇÅ�ÍÎÂ, Þëiÿ ÊÓÇIÍÀêðèâà íå çìîæå ìàòè ñïiëüíèõ òî÷îê ç Φ3i; òîìó âîíà ðîçòàøîâàíà â D3i ïðè âñiõ
t ∈ (0, ρ]. Öå îçíà÷à¹, ùî

|yi∗(t) − yi∗∗(t)| 6 ηω(t)h, t ∈ (0, ρ]; (22)òîìó
|y′

i∗(t) − y′
i∗∗(t)| 6

(

ν0(β0η + lx + β0ly) + ξ2(t)
)

h, t ∈ (0, ρ], (23)äå ξ2 : (0, ρ] → (0, +∞) � íåïåðåðâíà �óíêöiÿ, lim
t→+0

ξ2(t) = 0. Íåðiâíîñòi (22), (23)âèêîíóþòüñÿ äëÿ âñiõ i ∈ {1, . . . , n}. Îñêiëüêè ρ äîñòàòíüî ìàëå, òî ç öèõ íåðiâíîñòåéâèïëèâà¹, ùî
‖y∗(t) − y∗∗(t)‖ + ‖y′

∗(t) − y′
∗∗(t)‖ 6 θh, t ∈ (0, ρ],äå

θ =
1

2

(

1 + nν0(β0η + lx + β0ly)
)

;î÷åâèäíî, 0 < θ < 1. Òîìó
‖y∗ − y∗∗‖B 6 θh,àáî, îñòàòî÷íî,

‖Tu∗ − Tu∗∗‖B 6 θ‖u∗ − u∗∗‖B, äå 0 < θ < 1.Íàâåäåíi ìiðêóâàííÿ íå çàëåæàòü âiä âèáîðó �óíêöié u∗ ∈ U , u∗∗ ∈ U . Îòæå,
T : U → U � îïåðàòîð ñòèñêó. Çà ïðèíöèïîì Áàíàõà ñòèñíóòèõ âiäîáðàæåíü iñíó¹¹äèíà �óíêöiÿ y0 ∈ U òàêà, ùî Ty0 = y0. Î÷åâèäíî, âèêîíàíi íåðiâíîñòi (20). Âðà-õîâóþ÷è (5), çàäà÷à Êîøi (1), (2) ìà¹ ρ-ðîçâ'ÿçîê x0 : (0, ρ] → R
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