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omÄîâåäåíî îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü ñèñòåì åëiïòè÷íèõ âàðiàöiéíèõ íå-ðiâíîñòåé, ÿêi ìiñòÿòü ñòåïåíåâi íåëiíiéíîñòi òà ¨õíi ïîêàçíèêè íåëiíiéíîñòiñòîñîâíî ðiçíèõ ïîõiäíèõ ðiçíi i çìiííi. Ó öüîìó ðàçi íå íàêëàäàþòüñÿ óìî-âè íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó òà çðîñòàííÿ âèõiäíèõ äàíèõ íà íåñêií÷åííîñòi.Êëþ÷îâi ñëîâà: íåëiíiéíèé îïåðàòîð, âàðiàöiéíà íåðiâíiñòü, óçàãàëüíå-íèé ïðîñòið Ëåáåãà-Ñîáîë¹âà, íåîáìåæåíà îáëàñòü.1. Âñòóï. Ìîäåëüíèì ïðèêëàäîì çàäà÷, ÿêi ìè ðîçãëÿäà¹ìî, ¹ òàêèé: çíàéòèâåêòîð-�óíêöiþ u = (u1, . . . , uN) ç ïðîñòîðó W 1
p( · ), loc(Ω) (îçíà÷åííÿ öüîãî ïðîñòîðóïîäàíî ïiçíiøå), u > 0, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ iíòåãðàëüíó íåðiâíiñòü

∫

Ω

N∑

j=1

{ n∑

i=1

aij |uj,xi
|pij(x)−2uj,xi

(wj (vj − uj))xi
+ a0j |u|

p0j(x)−2uj wj (vj − uj)−

−fj wj (vj − uj)
}
d x > 0, (1)äëÿ äîâiëüíèõ v = (v1, . . . , vN ) ∈ W 1

p( · ), loc(Ω), v > 0, òà w = (w1, . . . , wN ) ∈

∈
(
C1(Ω)

)N , w > 0, suppwj (j = 1, N) � îáìåæåíà ìíîæèíà, ó ïðèïóùåííi, ùî Ω �íåîáìåæåíà îáëàñòü â R
n, aij > 0 � äåÿêi ñòàëi, pij(x) > 1, x ∈ Ω (i = 0, n, j = 1, N),

fj (j = 1, N) � çàäàíi íà Ω �óíêöi¨.Âàðiàöiéíi åëiïòè÷íi íåðiâíîñòi â íåîáìåæåíèõ îáëàñòÿõ ðîçãëÿäàëè ó ïðàöÿõ[2℄-[7℄. Â [2, 3℄ äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêiâ âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé çíåëiíiéíèì åëiïòè÷íèì îïåðàòîðîì âèùîãî ïîðÿäêó â çiðêîïîäiáíèõ îáëàñòÿõ, ó öüî-ìó ðàçi íàêëàäàþòüñÿ óìîâè íà ïîâåäiíêó ðîçâ'ÿçêó òà çðîñòàííÿ âèõiäíèõ äàíèõíà íåñêií÷åííîñòi. Ó [4℄ äîâåäåíî iñíóâàííÿ òà ¹äèíiñòü ðîçâ'ÿçêó äåÿêî¨ âàðiàöiéíî¨íåðiâíîñòi ç êâàçiëiíiéíèì åëiïòè÷íèì îïåðàòîðîì ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó, ùî ìiñòèòü
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ÑÈÑÒÅÌÈ ÅËIÏÒÈ×ÍÈÕ ÂÀ�IÀÖIÉÍÈÕ ÍÅ�IÂÍÎÑÒÅÉ ... 53ñòàëi ñòåïåíåâi íåëiíiéíîñòi â ìîëîäøèõ ÷ëåíàõ, i âèõiäíi äàíi ìîæóòü íåîáìåæå-íî çðîñòàòè íà íåñêií÷åííîñòi, à ðîçâ'ÿçîê ¹äèíèé áåç âèìîã íà éîãî ïîâåäiíêó íàíåñêií÷åííîñòi. Ó [5℄ òàêèé ðåçóëüòàò îòðèìàíî äëÿ ñèñòåì êâàçiëiéíèõ âàðiàöiéíèõíåðiâíîñòåé äðóãîãî ïîðÿäêó, ùî óçàãàëüíþþòü (1) ïðè p0j(x) = p(x) > 2, pij(x) =

= 2 (i = 1, n, j = 1, N), à ó ïðàöi [6℄ äëÿ äåÿêîãî êëàñó êâàçiëiíiéíèõ âàðiàöiéíèõíåðiâíîñòåé âèùîãî ïîðÿäêó. Ó [7℄ äîâåäåíî êîðåêòíiñòü íåëiíiéíèõ åëiïòè÷íèõ íå-ðiâíîñòåé áåç óìîâ íà íåñêií÷åííîñòi, ìîäåëüíèì ïðèêëàäîì ÿêèõ ¹ (1) ïðè N = 1,
p01(x) > 2, 1 < pi1(x) 6 2 (i = 1, n). Ìåòà íàøî¨ ïðàöi � ïðîâåñòè óçàãàëüíåííÿðåçóëüòàòiâ ïðàöi [7℄ íà âèïàäîê ñèñòåìè âàðiàöiéíèõ íåðiâíîñòåé.2. Îñíîâíi ïîçíà÷åííÿ. ×åðåç Rk, äå k ∈ N, ïîçíà÷àòèìåìî ëiíiéíèé ïðîñòið,ñêëàäåíèé iç åëåìåíòiâ âèãëÿäó x = (x1, . . . , xk), äå xi ∈ R (i = 1, k), ç íîðìîþ
|x| =

√
x2

1 + . . .+ x2
k. ßêùî v(z), z ∈ D̃ ⊂ R

k, � ÿêà-íåáóäü �óíêöiÿ, òî ïiä v|Dðîçóìiòèìåòüñÿ ¨¨ çâóæåííÿ íà ìíîæèíó D ⊂ D̃.Íåõàé n > 2 � íàòóðàëüíå ÷èñëî, Ω � íåîáìåæåíà îáëàñòü ó ïðîñòîði Rn çêóñêîâî-ãëàäêîþ ìåæåþ ∂Ω. Íå çìåíøóþ÷è çàãàëüíîñòi, ïðèïóñòèìî, ùî 0 ∈ Ω. Äëÿäîâiëüíîãî R > 0 ïîçíà÷èìî ÷åðåç ΩR çâ'ÿçíó êîìïîíåíòó ìíîæèíè Ω∩{x : |x| < R}òàêó, ùî 0 ∈ ΩR.Íåõàé r � �óíêöiÿ ç ïðîñòîðó L∞(Ω) òàêà, ùî r(x) > 1 äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω.Äëÿ áóäü-ÿêîãî R > 0 íà ëiíiéíîìó ïðîñòîði C(ΩR) (íåïåðåðâíèõ íà ΩR �óíêöié)ââåäåìî íîðìó ‖v‖Lr( · )(ΩR)
def
= inf{λ > 0 : ρr,R(v/λ) 6 1}, äå ρr,R(v)

def
=

∫
ΩR

|v(x)|r(x) d x,i ïîïîâíåííÿ öüîãî ïðîñòîðó çà ââåäåíîþ íîðìîþ, ÿêå íàçèâà¹òüñÿ óçàãàëüíåíèìïðîñòîðîì Ëåáåãà, ïîçíà÷èìî ÷åðåç Lr( · )(ΩR) (äèâ., íàïðèêëàä, [8℄). Î÷åâèäíî,ùî Lr( · )(ΩR) ¹ ëiíiéíèì ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó L1(ΩR). Ïiä Lr( · ), lo
(Ω) ðîçóìi-òèìåìî çàìèêàííÿ ïðîñòîðó C(Ω) çà òîïîëîãi¹þ, ïîðîäæåíîþ ñèñòåìîþ ïiâíîðì:
‖ · ‖Lr( · )(ΩR), R > 0.ßêùî X � áàíàõiâ (òîïîëîãi÷íèé) ïðîñòið, òî ÷åðåç (X)N ïîçíà÷àòèìåìîäåêàðòiâ ñòåïiíü X , íàäiëåíèé âiäïîâiäíîþ íîðìîþ (òîïîëîãi¹þ), i åëåìåíòè ÿêî-ãî çàïèñóþòü ó âèãëÿäi âåêòîð-ñòîâï÷èêiâ. Äëÿ äîâiëüíèõ åëåìåíòiâ u, v ∈ (X)

Nïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç uv äîáóòîê Àäàìàðà, òîáòî uv def
= 
olon(u1v1, . . . , uNvN ).Ïiä P ðîçóìiòèìåìî ìíîæèíó ìàòðè÷íèõ �óíêöié p = (p 0, p1, . . . , pn),

pk = 
olon(pk1, . . . , pkN ) (k = 0, n) òàêèõ, ùî pkj ∈ L∞(Ω) i pkj(x) > 1

(k = 0, n, j = 1, N) äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω. ßêùî p ∈ P, òî ÷åðåç p∗ = (p∗0, p
∗

1, . . . , p
∗

N ),
p∗k = 
olon(p∗k1, . . . , p

∗

kN ) (k = 0, n) ïîçíà÷àòèìåìî ìàòðè÷íó �óíêöiþ òàêó, ùî
1

pkj(x) + 1
p∗

kj
(x) = 1 (k = 0, n, j = 1, N) äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω (î÷åâèäíî, ùî p∗ ∈ P).Äëÿ êîæíîãî R > 0 ïiä W 1

p( · )(ΩR) ðîçóìiòèìåìî áàíàõiâ ïðîñòið, îòðèìàíèéïîïîâíåííÿì ïðîñòîðó (
C1(ΩR)

)N çà íîðìîþ
‖v‖W 1

p( · )
(ΩR)

def
=

N∑

j=1

n∑

i=0

‖∂ivj‖Lp ij( · )(ΩR),äå ∂i
def
= ∂/∂xi (i = 1, n), ∂0v = v. Î÷åâèäíî, ùî W 1

p( · )(ΩR) ¹ ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó{
v(x), x ∈ ΩR : ∂ivj ∈ Lpij( · )(ΩR) (i = 0, n, j = 1, N)

}.
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C1(Ω)

)N ââåäåìî òîïîëîãiþ ëiíiéíîãî ëîêàëüíî îïóêëîãî ïðîñ-òîðó çà äîïîìîãîþ ñèñòåìè ïiâíîðì: ‖ · ‖W 1
p( · )

(ΩR), R > 0. Çàìèêàííÿ ïðîñòîðó
(
C1(Ω)

)N çà ââåäåíîþ òîïîëîãi¹þ ïîçíà÷èìî ÷åðåçW 1
p( · ), lo
(Ω). Î÷åâèäíî, ùî ïîñëi-äîâíiñòü {vk}

∞

k=1 ¹ çáiæíîþ äî v ó öüîìó ïðîñòîði, ÿêùî ‖vk − v‖W 1
p( · )

(ΩR) −→
k→∞

0 äëÿêîæíîãî R > 0. Çàóâàæèìî, ùî v
∣∣
ΩR

∈ W 1
p( · )(ΩR) äëÿ áóäü-ÿêîãî R > 0, ÿêùî

v ∈ W 1
p( · ), lo
(Ω).Íåõàé C1
 (Ω) � ïiäïðîñòið ïðîñòîðó C1(Ω), ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ ç �óíêöié, íîñi¨ÿêèõ ¹ îáìåæåíèìè ìíîæèíàìè. Ïðèéìåìî C1,+(Ω)

def
={v ∈ C1(Ω) : v > 0 íà Ω},

C1,+
c (Ω)

def
={v ∈ C1

c (Ω) : v > 0 íà Ω}.3. Ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i òà îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ. Íåõàé p ∈ P. Ïiä Apðîçóìiòèìåìî ìíîæèíó íàáîðiâ �óíêöié {Aij : i = 0, n, j = 1, N} ≡ {Aij} òàêèõ,ùî äëÿ êîæíèõ i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , N} �óíêöiÿ Aij âèçíà÷åíà íà Ω × R, à äëÿêîæíîãî j ∈ {1, . . . , N} �óíêöiÿ A0j âèçíà÷åíà íà Ω × RN i âèêîíóþòüñÿ óìîâè:
1) äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω �óíêöi¨ Aij(x, ·) : R → R, A0j(x, ·) : RN → R (i = 1, n,

j = 1, N) ¹ íåïåðåðâíèìè, à äëÿ áóäü-ÿêèõ ξ ∈ R, η ∈ RN �óíêöi¨ Aij(·, ξ) : Ω → R,
A0j(·, η) : Ω → R (i = 1, n, j = 1, N) � âèìiðíi (óìîâè Êàðàòåîäîði);

1
′) Aij(x, 0) = 0 (i = 0, n, j = 1, N) äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω;

2) äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi
|A0j(x, η)| 6

N∑

k=1

hj k(x)|ηk|
p0k(x)/p∗

0j(x) + hj(x) ∀η ∈ R
N , j = 1, N,

N∑

j=1

(A0j(x, η
1) −A0j(x, η

2)) (η1
j − η2

j ) > K0

N∑

j=1

|η1
j − η2

j |
p0j(x) ∀η1, η2 ∈ R

N ,äå K0 � äåÿêa äîäàòía ñòàëa, hjk ∈ L∞, lo
(Ω), hj ∈ Lp ∗

0j
( · ), lo
(Ω) (j = 1, N, k = 1, N);

3) äëÿ êîæíèõ i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , N} òà ìàéæå âñiõ x ∈ Ω iñíó¹ ïîõiäíà
∂Aij(x, ξ)/∂ξ, ξ 6= 0, i âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

Kij |ξ|
pij(x)−2 6

∂Aij(x, ξ)

∂ξ
6 K̃ij(1 + |x|)σij |ξ|pij(x)−2, ξ 6= 0,äå Kij > 0, K̃ij > 0, σij > 0 � äåÿêi ñòàëi.Äëÿ êîæíîãî p ∈ P ÷åðåç Fp ïîçíà÷àòèìåìî ìíîæèíó, åëåìåíòàìè ÿêî¨ ¹ ìàò-ðè÷íi �óíêöi¨ (Fij) = (F0, F1, . . . , Fn), Fk = 
olon(Fk1, . . . , FkN ) (k = 0, n) òàêi, ùî

Fij ∈ Lp∗

ij
( · ), lo
(Ω) (i = 0, n, j = 1, N). Íà Fp ââîäèòüñÿ òîïîëîãiÿ äåêàðòîâîãî äîáóò-êó ëîêàëüíî îïóêëèõ ïðîñòîðiâ Lp∗

ij
( · ), lo
(Ω) (i = 0, n, j = 1, N).Ïiä Op, äå p ∈ P, ðîçóìiòèìåìî ìíîæèíó îïóêëèõ çàìêíåíèõ ïiäìíîæèí ïðîñ-òîðó W 1

p( · ), lo
(Ω), ÿêi ìiñòÿòü 0.Òåïåð ñ�îðìóëþ¹ìî çàäà÷ó, ÿêó ìè äàëi áóäåìî äîñëiäæóâàòè. Íåõàé P̃ ⊂ Pi äëÿ p ∈ P̃ Ãp ⊂ Ap, F̃p ⊂ Fp, Õp ⊂ Op. Çàäà÷à SI(Ãp, F̃p, Õp : p ∈ P̃
)(a system of variational inequalities) òàêà: äëÿ êîæíîãî p ∈ P̃ i {Aij} ∈ Ãp, (Fij) ∈ F̃p,

K ∈ Õp çíàéòè ìíîæèíó SSI({Aij}, (Fij),K
) (a set of solutions of system of variational



ÑÈÑÒÅÌÈ ÅËIÏÒÈ×ÍÈÕ ÂÀ�IÀÖIÉÍÈÕ ÍÅ�IÂÍÎÑÒÅÉ ... 55inequalities) �óíêöié u ∈ K òàêèõ, ùî âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü
∫

Ω

N∑

j=1

{ n∑

i=1

Aij(x, ∂iuj) ∂i(wj(vj − uj)) +A0j(x, u)wj(vj − uj)
}
d x >

>

∫

Ω

N∑

j=1

{ n∑

i=1

Fij(x) ∂i(wj(vj − uj)) + F0j(x)wj(vj − uj)
}
d x (2)äëÿ áóäü-ÿêèõ wj ∈ C1,+

c (Ω) (j = 1, N) i v ∈ K.Çàóâàæåííÿ 1. Óìîâà 1
′ íå ¹ ïðèíöèïîâîþ (äèâ. [7, ñ. 4℄).Ñêàæåìî, ùî çàäà÷à SI(Ãp, F̃p, Õp : p ∈ P̃

) ¹ ðîçâ'ÿçíîþ (îäíîçíà÷íîþ, îäíî-çíà÷íî ðîçâ'ÿçíîþ), ÿêùî äëÿ êîæíîãî p ∈ P̃ i áóäü-ÿêèõ {Aij} ∈ Ãp, (Fij) ∈ F̃p òà
K ∈ Õp ìíîæèíà SSI({Aij}, (Fij),K

) ¹ íåïîðîæíüîþ (ìiñòèòü íå áiëüøå îäíîãîåëåìåíòà, ¹ îäíîåëåìåíòíîþ).Ìè øóêàòèìåìî ìíîæèíè P̃ i Ãp, F̃p, Õp (p ∈ P̃) òàêi, ùîá âiäïîâiäíà çàäà÷àSI(Ãp, F̃p, Õp : p ∈ P̃
) áóëà àáî îäíîçíà÷íîþ, àáî îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíîþ çà âiäñóò-íîñòi ÿêèõîñü óìîâ íà çðîñòàííÿ åëåìåíòiâ ìíîæèí F̃p, Õp (p ∈ P̃) íà íåñêií÷åííîñòi.Tóò ïðîïîíó¹ìî òàêèé âèáið øóêàíèõ ìíîæèí. Íåõàé P

∗ � ìíîæèíà, ÿêà ñêëà-äà¹òüñÿ ç åëåìåíòiâ p ∈ P òàêèõ, ùî
p−0j

def
= ess inf

x∈Ω
p 0j(x) > 2, p+

0j
def
= ess sup

x∈Ω
p 0j(x) < +∞, j = 1, N,

p−ij
def
= ess inf

x∈Ω
pij(x) > 1, p+

ij
def
= ess sup

x∈Ω
pij(x) 6 2, i = 1, n, j = 1, N,

q−ij
def
= ess inf

x∈Ω
qij(x) > n, q+ij

def
= ess sup

x∈Ω
qij(x) < +∞, i = 1, n, j = 1, N,äå qij(x) def

=
p0j(x)pij(x)

p0j(x)−pij(x) , x ∈ Ω (i = 1, n, j = 1, N).Äëÿ êîæíîãî p ∈ P∗ ââåäåìî ìíîæèíó A∗

p íàáîðiâ �óíêöié {Aij} ∈ Ap, ÿêiçàäîâîëüíÿþòü äîäàòêîâó óìîâó;
4) ñòàëi σ1j , . . . , σnj (j = 1, N) â óìîâi 3 òàêi, ùî

n− q−ij + σij

q+ij

p−ij
< 0, i = 1, n, j = 1, N.Òåîðåìà 1. Çàäà÷à SI(A∗

p, Fp, Op : p ∈ P ∗
) ¹ îäíîçíà÷íîþ i, ÿêùî SSI({Aij},

(Fij),K) 6= ∅ äëÿ äåÿêèõ p ∈ P∗ i {Aij} ∈ A∗

p, (Fij) ∈ Fp, K ∈ Op, òî äëÿ
u ∈SSI({Aij}, (Fij),K) i áóäü-ÿêèõ R0, R, 0 < R0 < R, R > 1, âèêîíó¹òüñÿ íå-ðiâíiñòü

∫

ΩR0

N∑

j=1

n∑

i=0

|∂iuj(x)|
pij(x)d x 6
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6

(
R

R−R0

)s [
C1R

n−γ + C2

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=0

|Fij(x)|
p∗

ij(x) d x
]
, (3)äå γ = min

{
q−ij − σij

q+
ij

p−

ij

: 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 N
}
; s > max

{
q+ij : 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 N

}
;

C1, C2 � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi, ÿêi çàëåæàòü òiëüêè âiä n, s, p−ij , p+
ij (i = 0, n,

j = 1, N), q−ij , q+ij (i = 1, n, j = 1, N).Íåõàé W 1
p( · ), c(Ω) � ëiíiéíèé ïiäïðîñòið ëiíiéíîãî ïðîñòîðó W 1

p( · ), loc(Ω), ÿêèéñêëàäà¹òüñÿ ç �óíêöié, íîñi¨ ÿêèõ ¹ îáìåæåíèìè ìíîæèíàìè. Íà ïðîñòîðiW 1
p( · ), c(Ω)çáiæíiñòü ïîñëiäîâíîñòåé âèçíà÷à¹òüñÿ òàê: ïîñëiäîâíiñòü {fk}∞k=1 çáiæíà äî f â

W 1
p( · ), c(Ω), ÿêùî iñíó¹ çíà÷åííÿ R > 0 òàêå, ùî íîñi¨ ÷ëåíiâ ïîñëiäîâíîñòi ëåæàòüâ ΩR i ‖f − fk‖W 1

p( · )
(ΩR) −→

k→∞

0. Ñïðÿæåíèé äî W 1
p( · ), c(Ω) ïðîñòið ïîçíà÷àòèìåìî÷åðåç (W 1

p( · ), c(Ω))′, à äiþ åëåìåíòà f ∈ (W 1
p( · ), c(Ω))′ íà åëåìåíò v ∈ W 1

p( · ), c(Ω)÷åðåç 〈f, v〉∗. Î÷åâèäíî, ùî ïðîñòið W 1
p( · ), loc(Ω) ìîæíà îòîòîæíèòè ç ïðîñòîðîì

(W 1
p( · ), c(Ω))′.Äëÿ p ∈ P∗ ÷åðåç O∗

p ïîçíà÷èìî ïiäìíîæèíó ìíîæèíè Op òàêó, ùî ñêëàäà¹òüñÿç åëåìåíòiâ K, ÿêi ¹ îïóêëèìè çàìêíåíèìè êîíóñàìè ç âåðøèíîþ â íóëi (òîáòî1) v+w ∈ K ∀v, w ∈ K; 2) λv ∈ K ∀λ > 0, v ∈ K), i äëÿ áóäü-ÿêîãî åëåìåíòà K iñíó¹îïåðàòîð β : W 1
p( · ), loc(Ω) −→ (W 1

p( · ), c(Ω))′, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó
K = {v ∈ W 1

p( · ), loc(Ω) : β(v) = 0},

〈β(u1) − β(u2), w(u1 − u2)〉∗ > 0 ∀u1, u2 ∈W 1
p( · ), loc(Ω), w ∈

(
C1,+

c (Ω)
)N

. (4)Çàóâàæåííÿ 2. Íåõàé G ⊆ Ω � ïiäîáëàñòü àáî êóñêîâî-ãëàäêà (n − 1)-âèìiðíà ïî-âåðõíÿ, à K � ïiäìíîæèíà ìíîæèíè W 1
p( · ), loc(G), ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç íåâiä'¹ìíèõ íà

G �óíêöié. Î÷åâèäíî, ùî K � îïóêëèé çàìêíåíèé êîíóñ ç âåðøèíîþ â íóëi. Äëÿìíîæèíè K âèçíà÷èìî îïåðàòîð β, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ çàçíà÷åíi âèùå óìîâè, çà ïðà-âèëîì
〈βu, v〉∗ =

∫

G

N∑

j=1

u
(−)
j vj dµ ∀u ∈ W 1

p( · ), loc(Ω), v ∈W 1
p( · ), c(Ω),äå dµ � åëåìåíò "îá'¹ìó", ÿêùî G � ïiäîáëàñòü, i dµ � åëåìåíò "ïëîùi", ÿêùî G �ïîâåðõíÿ; u(−)(x) = u(x) ïðè u(x) < 0 i u(−)(x) = 0 ïðè u(x) > 0 äëÿ ìàéæå âñiõ

x ∈ G.Òåîðåìà 2. Çàäà÷à SI(A∗

p, Fp, O∗

p : p ∈ P∗
) � îäíîçíà÷íî ðîçâ'ÿçíà.4. Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ.Ëåìà 1. Íåõàé {Aij} ∈ Ap, äå p ∈ P∗. Äëÿ êîæíèõ i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , N},ìàéæå âñiõ x ∈ Ω òà äîâiëüíèõ ξ1, ξ2 ç R âèêîíóþòüñÿ íåðiâíîñòi

(Aij(x, ξ1) −Aij(x, ξ2))(ξ1 − ξ2) > K−

ij

(
|ξ1|

pij(x)−2ξ1 − |ξ2|
pij(x)−2ξ2

)(
ξ1 − ξ2

)
, (5)

(Aij(x, ξ1) −Aij(x, ξ2))(ξ1 − ξ2) 6 K+
ij (1 + |x|)σij |ξ1 − ξ2|

pij(x), (6)äå K−

ij , K+
ij (i = 1, n, j = 1, N) � äåÿêi äîäàòíi ñòàëi.
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. 6℄. �Çàóâàæåííÿ 3. Äëÿ äîâiëüíèõ a > 0, b > 0, ε > 0, ν > 1 ç íåðiâíîñòi Þíãà [9℄
(a b 6 aν

ν + bν∗

ν∗
, ν ∗ = ν

ν−1 ) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü
a b 6 εaν + ε1−ν∗

b ν∗

. (7)Çàóâàæåííÿ 4. Ç íåðiâíîñòi Þíãà [9℄ (a b c 6 aν1

ν1
+ bν2

ν2
+ cν3

ν3
, a > 0, b > 0, c > 0,

ν1 > 1, ν2 > 1, ν3 > 1, 1
ν1

+ 1
ν2

+ 1
ν3

= 1) ëåãêî îòðèìàòè íåðiâíiñòü
a b c 6 εaν1 + εbν2 + ε1−ν3 cν3 , ε > 0. (8)Ëåìà 2. Íåõàé R∗ > 1, {Aij} ∈ A∗

p, (Fij) ∈ Fp, K ∈ Op äëÿ ÿêîãî-íåáóäü p ∈ P ∗ iäëÿ êîæíîãî l ∈ {1, 2} �óíêöiÿ ul ∈ K òàêà, ùî
∫

ΩR∗

N∑

j=1

{ n∑

i=1

Aij(x, ∂iu
l
j) ∂i(wj(vj − ul

j)) +A0j(x, u
l)wj(vj − ul

j)
}
d x >

>

∫

ΩR∗

N∑

j=1

n∑

i=0

Fij ∂i(wj(vj − ul
j)) d x (9)äëÿ äîâiëüíèõ v ∈ K, wj ∈ C1,+

c (Ω), supp wj ⊂ ΩR∗
(j = 1, N).Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ ÷èñåë R0 > 0, R > 1, R0 < R 6 R∗ ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü

∫

ΩR0

N∑

j=1

|u1
j − u2

j |
p 0j(x) d x 6 C3

(
R

R−R0

)s

Rn−γ , (10)äå s i γ � òàêi æ, ÿê â óìîâi òåîðåìè 1, a C3 � äîäàòía ñòàëa, ÿêa âiä ul (l = 1, 2),
Fij (i = 0, n, j = 1, N) íå çàëåæèòü.Äîâåäåííÿ. Äîâiëüíî âèáåðåìî i çà�iêñó¹ìî ÷èñëà R0, R çà óìîâè, ùî 0 < R0 < R 6

6 R∗, R > 1. Äîäàâøè iíòåãðàëüíi íåðiâíîñòi, îòðèìàíi ç (9) ïðè l = 1 i l = 2, òàïðèéíÿâøè v = 1
2 (u1 + u2), ìàòèìåìî

∫

ΩR∗

N∑

j=1

{ n∑

i=1

(Aij(x, ∂iu
1
j) −Aij(x, ∂iu

2
j)) ∂i(wj(u

1
j − u2

j))+

+(A0j(x, u
1) −A0j(x, u

2))wj(u
1
j − u2

j)
}
d x 6 0, (11)äå wj ∈ C1,+

c (Ω), suppwj ⊂ ΩR∗
(j = 1, N).Ïðèéìåìî â (11) wj = ζs (j = 1, N), äå

ζ(x) =

{
1
R (R2 − |x|2), |x| < R,

0, |x| > R,
(12)
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s > 1 � äîñòàòíüî âåëèêå ÷èñëî (çíà÷åííÿ s óòî÷íèìî ïiçíiøå). Ó ðåçóëüòàòi îäåð-æèìî íåðiâíiñòü

∫

ΩR

N∑

j=1

{ n∑

i=1

(Aij(x, ∂iu
1
j) −Aij(x, ∂iu

2
j))∂i(u

1
j − u2

j) + (A0j(x, u
1) −A0j(x, u

2))×

×(u1
j−u

2
j)

}
ζs d x 6 −s

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=1

(
Aij(x, ∂iu

1
j)−Aij(x, ∂iu

2
j)

)
(u1

j−u
j
2) ζ

s−1 ∂iζ d x. (13)Îöiíèìî ÷ëåíè íåðiâíîñòi (13). Íà ïiäñòàâi óìîâè 2 îäåðæó¹ìî
∫

ΩR

N∑

j=1

(A0j(x, u
1) −A0j(x, u

2)) (u1
j − u2

j) ζ
s d x >

> K0

∫

ΩR

N∑

j=1

|u1
j(x) − u2

j(x)|
p 0j(x) ζs d x. (14)Ìiðêóþ÷è òàê, ÿê ó [7, 
. 8℄, äëÿ s > max

{
q+ij : 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 N

} îäåðæèìî
−s

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=1

(Aij(x, ∂iu
1
j) −Aij(x, ∂iu

2
j)) (u1

j − u2
j) ζ

s−1 ∂iζ d x 6

6 η1

∫

ΩR

N∑

j=1

{
n∑

i=1

(Aij(x, ∂iu
1
j)−Aij(x, ∂iu

2
j))(∂iu

1
j −∂iu

2
j)+ |u1

j(x)−u
2
j(x)|

p 0j(x)

}
ζs d x+

+C4(η1)

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=1

R
s−q ij(x)+σij

q ij(x)

p ij(x) d x, (15)äå η1 � äîâiëüíå ÷èñëî ç iíòåðâàëó (0; 1), C4(η1) > 0 � äåÿêà ñòàëà.Ç (13)�(15), âèáèðàþ÷è äîñòàòíüî ìàëèì çíà÷åííÿ η1, îòðèìà¹ìî
∫

ΩR

N∑

j=1

{ n∑

i=1

(Aij(x, ∂iu
1
j)−Aij(x, ∂iu

2
j))(∂iu

1
j(x)−∂iu

2
j(x))+|u1

j (x)−u
2
j (x)|

p 0j(x)
}
ζs d x 6

6 C5

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=1

R
s−q ij(x)+σij

q ij(x)

p ij(x) d x, (16)äå C5 � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà.Çàóâàæèìî, ùî s − q ij(x) + σij
q ij(x)
p ij(x) 6 s − q−ij + σij

q+
ij

p−

ij

äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω iáóäü-ÿêèõ i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , N}. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî 0 6 ζ(x) 6 R, êîëè
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x ∈ R

n, òà ζ(x) > R−R0 ïðè |x| 6 R0, äå R0 ∈ (0, R) � ÿêå-íåáóäü ÷èñëî. Âðàõóâàâøèñêàçàíå i, çîêðåìà, òå, ùî R > 1, ç (16) íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi (5) îòðèìà¹ìî
∫

ΩR0

N∑

j=1

|u1
j − u2

j |
p 0j(x)d x 6 C6

(
R

R−R0

)s N∑

j=1

n∑

i=1

R
n−q−

ij
+σij

q
+
ij

p
−

ij , (17)äå C6 � äîäàòíà ñòàëà, ÿêà çàëåæèòü òiëüêè âiä n, s, p−ij , p+
ij (i = 0, n, j = 1, N), q−ij , q+ij

(i = 1, n, j = 1, N). Ç (17), âðàõóâàâøè, ùî n− q−ij +σij
q+

ij

p−

ij

6 n−γ (i = 1, n, j = 1, N),äå γ = min
{
q−ij − σij

q+
ij

p−

ij

: 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 N
}, îòðèìà¹ìî íåðiâíiñòü (10). �Ëåìà 3. Íåõàé p ∈ P ∗ i {Aij} ∈ A∗

p, (Fij) ∈ Fp, K ∈ Op, u ∈ K òàêi, ùî âèêîíó¹òü-ñÿ íåðiâíiñòü (2) äëÿ äîâiëüíèõ v ∈ K, wj ∈ C1,+
c (Ω), suppwj ⊂ ΩR∗

(j = 1, N), äå
R∗ > 1 � äåÿêå ÷èñëî. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ ÷èñåë R0 > 0, R > 1, R0 < R 6 R∗,ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü (3).Äîâåäåííÿ. Íåõàé R > 1 � ÿêå-íåáóäü ÷èñëî ç ïðîìiæêó [1;R∗]. Ïðèéìåìî â (2)
wj = ζs (j = 1, N), äå ζ âèçíà÷åíà â (12), v = 0. Ïiñëÿ ïðîñòèõ ïåðåòâîðåíü îòðè-ìà¹ìî

∫

ΩR

N∑

j=1

{ n∑

i=1

Aij(x, ∂iuj) ∂iuj +A0j(x, u)uj

}
ζs d x 6

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=0

Fij ∂iuj ζ
s d x+

+s

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=1

Fij uj ζ
s−1∂iζ d x− s

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=1

Aij(x, ∂iuj)uj ζ
s−1∂iζ d x. (18)Îöiíèìî äîäàíêè íåðiâíîñòi (18). Çãiäíî ç íåðiâíîñòÿìè (5) òà óìîâîþ 2 îäåðæèìî

∫

ΩR

N∑

j=1

{ n∑

i=1

Aij(x, ∂iuj) ∂iuj +A0j(x, u)uj

}
ζs d x >

>

∫

ΩR

N∑

j=1

{ n∑

i=1

K−

ij |∂iuj(x)|
pij(x) +K0|uj(x)|

p0j(x)
}
ζs d x. (19)Âèêîðèñòàâøè íåðiâíiñòü (7), îòðèìà¹ìî

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=0

Fij ∂iuj ζ
s d x 6

6

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=0

{
ε1|∂iuj(x)|

pij (x) + C7(ε1)|Fij(x)|
p∗

ij(x)
}
ζs d x, (20)äå ε1 ∈ (0; 1) � äîâiëüíå ÷èñëî; C7(ε1) � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà, çàëåæíà âiä ε1.
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s

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=1

Fij uj ζ
s−1∂iζ d x 6 ε2

∫

ΩR

N∑

j=1

|uj(x)|
p0j (x) ζs d x+

+ε2

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=1

|Fij(x)|
p∗

ij(x) ζs d x+ C8(ε2)

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=1

ζs−qij(x) d x, (21)äå ε2 ∈ (0; 1) � äîâiëüíå ÷èñëî, à C8(ε2) � äåÿêa äîäàòía ñòàëa. Ïðèéíÿâøè â (15)
u1 = u, u2 = 0, îäåðæèìî

−s

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=1

Aij(x, ∂iuj)uj ζ
s−1∂iζ d x 6 ε3

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=1

Aij(x, ∂iuj) ∂iuj ζ
s d x+

+ε3

∫

ΩR

N∑

j=1

|uj(x)|
p0j (x) ζs d x+ C9(ε3)

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=1

R
s−qij(x)+σij

qij(x)

pij(x) d x, (22)äå ε3 ∈ (0; 1) � äîâiëüíå ÷èñëî; C9(ε3) � äåÿêa äîäàòía ñòàëa.Íà ïiäñòàâi (19)-(22) ç (18) ïðè äîñòàòíüî ìàëèõ çíà÷åííÿõ ε1, ε2, ε3 îòðèìà¹ìî
∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=0

|∂iuj(x)|
pij(x) ζs(x) d x 6 C10

N∑

j=1

n∑

i=1

R
n+s−q−

ij
+σij

q
+
ij

p
−

ij +

+C11

∫

ΩR

N∑

j=1

n∑

i=0

|Fij(x)|
p∗

ij(x) ζs(x)d x, (23)äå s > max
{
q+ij : 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 N

} � äîâiëüía ñòàëa; C10, C11 � äîäàòíi ñòàëi, ÿêiçàëåæàòü òiëüêè âiä n, s, p−ij , p+
ij (i = 0, n, j = 1, N), q−ij , q+ij , (i = 1, n, j = 1, N).Äiþ÷è äàëi òàê ñàìî, ÿê ó äîâåäåííi ëåìè 2 (äèâ. (17)), îòðèìà¹ìî îöiíêó (3). �Íåõàé p ∈ P∗ i {Aij} ∈ A∗

p, (Fij) ∈ Fp, K ∈ O∗

p, k � äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî.Ïðèéìåìî Up,k
def
={v|Ωk

: v ∈ W 1
p( · ), c(Ω), supp v ⊂ Ωk} � ëiíiéíèé ïðîñòið, íàäiëå-íèé íîðìîþ ïðîñòîðó W 1

p( · )(Ωk) (î÷åâèäíî, ùî Up,k ⊂ W 1
p( · )(Ωk)). Ïðîñòið Up,k ¹áàíàõîâèì. Êàíîíi÷íó �îðìó íà (Up,k)′ ×Up,k ïîçíà÷èìî ÷åðåç 〈·, ·〉k. Ïiä Kk ðîçó-ìiòèìåìî ìíîæèíó {v|Ωk

: v ∈ K, supp v ⊂ Ωk}, ÿêà, íà ïiäñòàâi íàøîãî ïðèïóùåííÿ,¹ îïóêëîþ çàìêíåíîþ ïiäìíîæèíîþ Up,k.Âèçíà÷èìî îïåðàòîð Lk : Up,k → (Up,k)′ çà ïðàâèëîì
〈Lkv, ṽ〉k

def
=

∫

Ωk

N∑

j=1

{ n∑

i=1

Aij(x, ∂ivj) ∂iṽj +A0j(x, v) ṽj

}
d x ∀v, ṽ ∈ Up,k.Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî îïåðàòîð Lk : Up,k → (Up,k)′ � ñòðîãî ìîíîòîííèé,îáìåæåíèé, êîåðöèòèâíèé i ñåìiíåïåðåðâíèé. Äîâåäåííÿ öüîãî �àêòó ïðîâîäÿòü ïî-äiáíî äî âèïàäêó ñòàëîãî ïîêàçíèêà íåëiíiéíîñòi, âèêîðèñòîâóþ÷è çâ'ÿçîê ìiæ íîð-ìîþ ïðîñòîðó Lr( · )(Ωk) i �óíêöiîíàëîì ρr,k(v).
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〈Φk, ṽ〉k

def
=

∫

Ωk

N∑

j=1

n∑

i=0

Fij(x) ∂iṽj(x) d x ∀ṽ ∈ Up,k.Ëåìà 4. Iñíó¹ ¹äèíà �óíêöiÿ uk ∈ Kk òàêà, ùî
〈Lkuk, w(v − uk)〉k > 〈Φk, w(v − uk)〉k (24)äëÿ áóäü-ÿêèõ v ∈ Kk, w ∈

(
C1,+(Ω)

)N .Äîâåäåííÿ. Äëÿ äîâiëüíîãî ε ∈ (0, 1) ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó: çíàéòè �óíêöiþ uε ∈ Up,k,ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíÿííÿ
Lkuε +

1

ε
βkuε = Φk, (25)äå βk � çâóæåííÿ îïåðàòîða øòðà�ó β, ùî âèçíà÷à¹ K, íà ïðîñòið Up,k.Ó öüîìó äîâåäåííi, äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñiâ, âñþäè îïóñòèìî iíäåêñ k, êðiìïîçíà÷åíü Up,k, Kk i Ωk. Âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòi îïåðàòîðà L, ëåãêî ïåðåêîíà-òèñÿ, ùî îïåðàòîð L + 1

εβ � ìîíîòîííèé, îáìåæåíèé, ñåìiíåïåðåðâíèé i êîåðöèòèâ-íèé. Âðàõîâóþ÷è öå, à òàêîæ òå, ùî ïðîñòið Up,k � ðå�ëåêñèâíèé i ñåïàðàáåëüíèé,íà ïiäñòàâi òåîðåìè 2.1 ìîíîãðà�i¨ [10, �ë.2, §2℄ îòðèìà¹ìî iñíóâàííÿ ðîçâ'ÿçêó ðiâ-íÿííÿ (25). Éîãî ¹äèíiñòü âèïëèâà¹ ç ñèëüíî¨ ìîíîòîííîñòi îïåðàòîðà L.Ìiðêóþ÷è òàê, ÿê ïðè äîâåäåííi òåîðåìè 5.2 [10, ñ.385℄, îäåðæèìî, ùî ìíîæèíà
{uε : ε ∈ (0; 1)} � îáìåæåíà â Up,k, ìíîæèíà {Luε : ε ∈ (0; 1)} � îáìåæåíà â (Up,k)′,
‖βuε‖ 6 C12ε, äå C12 � äåÿêà äîäàòíà ñòàëà. Çâiäñè âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ �óíêöié
u ∈ Up,k, χ ∈ (Up,k)′ òà ïîñëiäîâíîñòi {εm}∞m=1 òàêèõ, ùî εm → 0 ïðè m→ ∞ i

uεm −→
m→∞

u ñëàáêî â Up,k, (26)
Luεm −→

m→∞

χ ñëàáêî â (Up,k)′, (27)
βuεm −→

m→∞

0 ñèëüíî â (Up,k)′, βu = 0. (28)Ç ðiâíÿííÿ (25) äëÿ äîâiëüíèõ v ∈ Kk, w ∈ (C1,+(Ω))N ìà¹ìî
〈Luεm − Φ, w(v − uεm)〉 =

1

εm
〈βv − βuεm , w(v − uεm)〉 > 0, (29)çâiäêè âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

〈Luεm , w(v − uεm)〉 > 〈Φ, w(v − uεm)〉 ∀v ∈ Kk, w ∈
(
C1,+(Ω)

)N
, m ∈ N. (30)Ïðèéíÿâøè â (30) v = u, wj = 1 (j = 1, N), îäåðæèìî

〈Luεm , u− uεm〉 > 〈Φ, u− uεm〉.Çâiäñè, íà ïiäñòàâi (26), îòðèìó¹ìî
lim

m→∞

〈Luεm , u− uεm〉 > 0. (31)Ç ìîíîòîííîñòi îïåðàòîðà L âèïëèâà¹ 〈Lu− Luεm , u− uεm〉 > 0, òîáòî
〈Luεm , u− uεm〉 6 〈Lu, u− uεm〉,



62 Îëåíà ÄÎÌÀÍÑÜÊÀçâiäêè
lim

m→∞

〈Luεm , u− uεm〉 6 0. (32)Ç (31) i (32) îòðèìà¹ìî
lim

m→∞

〈Luεm , u− uεm〉 = 0. (33)Âðàõóâàâøè óìîâó 2 òà íåðiâíîñòi (5), îòðèìà¹ìî
〈Luεm − Lu, uεm − u〉 > K0

∫

Ωk

N∑

j=1

|uεm

j − uj |
p0j(x) d x ∀m ∈ N. (34)Íà ïiäñòàâi (26) òà (33) ç (34) îäåðæèìî

uεm

j −→
m→∞

uj ñèëüíî â Lp0j( · )(Ωk), j = 1, N. (35)Ïîêàæåìî, ùî
χ = Lu. (36)Äëÿ öüîãî âèêîðèñòà¹ìî iäåþ, âèêëàäåíó íà ñòîðiíöi 191 ìîíîãðà�i¨ [10℄. Íåõàé

ṽ � äîâiëüíèé åëåìåíò ç ïðîñòîðó Up,k. Ïðèéìåìî wθ def
= u + θ(ṽ − u), θ ∈ (0, 1). Íàïiäñòàâi ìîíîòîííîñòi îïåðàòîða L îòðèìà¹ìî 〈Luεm − Lwθ, uεm − wθ〉 > 0, òîáòî

θ〈Luεm , u− ṽ〉 > 〈Luεm , u− uεm〉 + 〈Lwθ, uεm − u〉 + θ〈Lwθ, u− ṽ〉.Ñïðÿìó¹ìî â öié íåðiâíîñòi m äî ∞, âðàõóâàâøè (26), (33). Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî
〈χ, u− ṽ〉 > 〈Lwθ, u− ṽ〉.Ñïðÿìóâàâøè òóò θ äî 0, i âðàõîâóþ÷è, ùî îïåðàòîð L � ñåìiíåïåðåðâíèé, îäåðæèìî

〈χ− Lu, u− ṽ〉 > 0 (37)äëÿ äîâiëüíèõ ṽ ∈ Up,k. Óçÿâøè â (37) ṽ = u − λψ, äå λ > 0, ψ ∈ Up,k, îòðèìà¹ìî
〈χ− Lu, ψ〉 > 0 ∀ψ ∈ Up,k, çâiäêè ëåãêî âèïëèâà¹ (36).Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà L, óìîâó 2 òà íåðiâíîñòi (5) (äèâ. [7,
. 13℄), îòðèìà¹ìî

〈Luεm , w(u − uεm)〉 6

∫

Ωk

N∑

j=1

{ n∑

i=1

Aij(x, ∂iu
εm

j ) (uj − uεm

j ) ∂iwj +

+
n∑

i=1

Aij(x, ∂iuj) ∂i(uj − uεm

j )wj +A0j(x, u)wj(uj − uεm

j )
}
d x. (38)Ïåðåéøîâøè â (38) äî ãðàíèöi ïðè m→ ∞, îòðèìà¹ìî

lim
m→∞

〈Luεm , w(u − uεm)〉 6 0. (39)Íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi (30) îäåðæèìî
〈Φ, w(v − uεm)〉 6 〈Luεm , w(v − uεm)〉 = 〈Luεm , w(v − u)〉 + 〈Luεm , w(u − uεm)〉, (40)äëÿ äîâiëüíèõ v ∈ Kk, w ∈

(
C1,+(Ω)

)N .Ñïðÿìó¹ìî â (40) m äî ∞, âðàõîâóþ÷è (27), (36), (39). Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî(24) äëÿ äîâiëüíèõ v ∈ Kk, w ∈
(
C1,+(Ω)

)N . �



ÑÈÑÒÅÌÈ ÅËIÏÒÈ×ÍÈÕ ÂÀ�IÀÖIÉÍÈÕ ÍÅ�IÂÍÎÑÒÅÉ ... 635. Äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Ïðèïóñòèìîñóïðîòèâíå. Íåõàé äëÿ äåÿêèõ p ∈ P∗ i {Aij} ∈ A∗

p, (Fij) ∈ Fp, K ∈ Op ìíîæèíàSSI({Aij}, (Fij),K) ñêëàäà¹òüñÿ ç ïîíàä îäíîãî åëåìåíòà. Âèáåðåìî ÿêi-íåáóäü äâàåëåìåíòè ç SSI({Aij}, (Fij),K) i ïîçíà÷èìî ¨õ ÷åðåç u1 òà u2. Çãiäíî ç ëåìîþ 2 iíàøèì ïðèïóùåííÿì ìà¹ìî äëÿ äîâiëüíèõ R0, R òàêèõ, ùî 0 < R0 < R, R > 1,íåðiâíiñòü
∫

ΩR0

N∑

j=1

|u1
j(x) − u2

j(x)|
p 0j(x) d x 6 C3

(
R

R−R0

)s

Rn−γ , (41)äå s i γ � òàêi ñàìi, ÿê ó �îðìóëþâàííi òåîðåìè 1, a C3 � äîäàòíà ñòàëà, ÿêà âiä ul

(l = 1, 2) íå çàëåæèòü.Îòîæ, äîâiëüíî çà�iêñóâàâøè âèáðàíå R0, ïåðåéäåìî â (41) äî ãðàíèöi ïðè
R → +∞. Ó ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî, ùî u1(x) = u2(x) äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ ΩR0 .Îñêiëüêè R0 � äîâiëüíå ÷èñëî, òî ìà¹ìî u1(x) = u2(x) äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω, òîáòîìíîæèíà SSI({Aij}, (Fij),K) íå ìîæå ìiñòèòè áiëüøå îäíîãî åëåìåíòà.Íåõàé SSI({Aij}, (Fij),K) 6= 0 äëÿ äåÿêèõ p ∈ P∗ i {Aij} ∈ A∗

p, (Fij) ∈ Fp,
K ∈ Op. Òîäi íà ïiäñòàâi ëåìè 3 ìà¹ìî (3). 2Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Íåõàé p ∈ P

∗ i {Aij} ∈ A
∗

p, (Fij) ∈ Fp, K ∈ O
∗

p. Çãiäíîç ëåìîþ 4 äëÿ êîæíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k, âðàõóâàâøè îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà Lkòà �óíêöiîíàëà Φk, îäåðæó¹ìî iñíóâàííÿ �óíêöi¨ uk ∈ Kk òàêî¨, ùî
∫

Ωk

N∑

j=1

{ n∑

i=1

Aij(x, ∂iu
k
j ) ∂i(wj(vj − uk

j )) +A0j(x, u
k)wj(vj − uk

j )
}
d x >

>

∫

Ωk

N∑

j=1

n∑

i=0

Fij(x) ∂i(wj(vj − uk
j )) d x, (42)äëÿ áóäü-ÿêèõ v ∈ K, w ∈

(
C1,+

c (Ω)
)N , suppwj ⊂ Ωk (j = 1, N).Äîâèçíà÷èìî äëÿ êîæíîãî k ∈ N �óíêöiþ uk íóëåì íà Ω\Ωk, çàëèøèâøè çàöèì ïðîäîâæåííÿì ïîçíà÷åííÿ uk. Î÷åâèäíî, ùî uk ∈ K. Íåõàé k i m � äîâiëü-íi íàòóðàëüíi ÷èñëà, ïðè÷îìó 1 < k < m; R0, R � áóäü-ÿêi äiéñíi ÷èñëà òàêi, ùî

0 < R0 < R 6 k − 1, R > 1. Òîäi íà ïiäñòàâi ëåìè 2 ç (42), óçÿâøè R∗ = k − 1,îòðèìà¹ìî
∫

ΩR0

N∑

j=1

|uk
j (x) − um

j (x)|p 0j(x) d x 6 C3

(
R

R−R0

)s

Rn−γ , (43)äå C3 > 0, s > 0 � ñòàëi, ÿêi âiä k,m,R0 òà R íå çàëåæàòü, ïðè÷îìó çíà÷åííÿ γ òàêå,ùî n− γ < 0 (éîãî ìîæíà òàêèì âèáðàòè íà ïiäñòàâi óìîâ òåîðåìè 2).Íåõàé ε > 0 � ÿêå-íåáóäü ÷èñëî. Çà�iêñó¹ìî äîâiëüíå çíà÷åííÿ R0 > 0 i âèáåðå-ìî R > max{1;R0} íàñòiëüêè âåëèêèì, ùîáè ïðàâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (43) áóëà ìåí-øîþ çà ε. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêèõ k > R+ 1 i m > k ëiâà ÷àñòèíà íåðiâíîñòi (43) ìåíøàçà ε. Öå îçíà÷à¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {
uk

j

∣∣
ΩR0

}∞

k=1
¹ �óíäàìåíòàëüíîþ â Lp 0j( · )(ΩR0)
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(j = 1, N). Îñêiëüêè R0 > 0 � äîâiëüíå ÷èñëî, òî çâiäñè âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ �óíêöié
uj ∈ Lp 0j( · ), lo
(Ω) (j = 1, N) òàêèõ, ùî

uk
j −→

k→∞

uj ñèëüíî â Lp 0j( · ), lo
(Ω), j = 1, N. (44)Ïîêàæåìî, ùî ïîñëiäîâíîñòi {uk
}∞

k=1
, {A0j(·, u

k( · ))
}∞

k=1
, {Aij(·, ∂iu

k
j ( · ))

}∞

k=1
�îáìåæåíi âiäïîâiäíî â W 1

p( · ), loc(Ω), Lp∗

0j
( · ), lo
(Ω), Lp ∗

ij
( · ), lo
(Ω) (i = 1, n, j = 1, N).Ñïðàâäi, íåõàé R0, R � áóäü-ÿêi äiéñíi ÷èñëà òàêi, ùî 0 < R0 < R, R > 1. Íà ïiäñòàâiëåìè 3 äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà k > R+ 1 îòðèìà¹ìî

∫

ΩR0

N∑

j=1

n∑

i=0

|∂iu
k
j (x)|pij(x)d x 6 C13(R0), (45)äå C13(R0) > 0 � ñòàëa, ÿêa âiä k íå çàëåæèòü, àëå ìîæå çàëåæàòè âiä R0.Çãiäíî ç óìîâîþ 2 i íåðiâíoñòÿìè (6), âèêîðèñòàâøè îöiíêó (45), îäåðæèìî

∫

ΩR0

N∑

j=1

|Aij

(
x, ∂iu

k
j (x)

)
|p

∗

ij(x)d x 6 C14(R0), i = 0, n, (46)äå C14(R0) > 0 � ñòàëà, ÿêà âiä k íå çàëåæèòü, àëå ìîæå çàëåæàòè âiä R0.Ç (44)�(46) i óìîâè 1 îòðèìà¹ìî iñíóâàííÿ ïiäïîñëiäîâíîñòi {
ukm

}∞

m=1
ïîñëi-äîâíîñòi {

uk
}∞

k=1
òà �óíêöié v ∈ W 1

p( · ), loc(Ω), χij ∈ Lp∗

ij
( · ), lo
(Ω) (i = 0, n, j = 1, N)òàêèõ, ùî

ukm −→
m→∞

v ñëàáêî â W 1
p( · ), loc(Ω), (47)

ukm −→
m→∞

u ìàéæå âñþäè íà Ω, (48)
A0j

(
·, ukm( · )

)
−→
j→∞

χ0j( · ) ñëàáêî â Lp∗

0j
( · ), lo
(Ω), j = 1, N, (49)

A0j

(
x, ukm(x)

)
−→

m→∞

A0j

(
x, u(x)

) äëÿ ìàéæå âñiõ x ∈ Ω, j = 1, N, (50)
Aij

(
·, ∂iu

km

j ( · )
)
−→

m→∞

χij( · ) ñëàáêî â Lp∗

ij
( · ), lo
(Ω), i = 1, n, j = 1, N.Ç (47)�(50) i ëåìè 1.3 ïðàöi [10, ñ. 25℄ îäåðæèìî, ùî

v = u, χ0j( · ) = A0j

(
·, u( · )

)
, j = 1, N.Íà ïiäñòàâi ìåòîäó ìîíîòîííîñòi (äèâ. [7, 
. 16℄) îòðèìà¹ìî

χij( · ) = Aij

(
·, ∂iuj( · )), i = 1, n, j = 1, N.Íåõàé v ∈ K, w ∈

(
C1,+

c (Ω)
)N . Âèáåðåìî çíà÷åííÿ l ∈ N òàêå, ùî suppwj ⊂ Ωkl

(j = 1, N). Äëÿ âñiõ m > l âèêîíó¹òüñÿ íåðiâíiñòü (äèâ. (42))
∫

Ωkm

N∑

j=1

{ n∑

i=1

Aij(x, ∂iu
km

j ) ∂i(wj(vj − ukm

j )) +A0j(x, u
km)wj(vj − ukm

j )
}
d x >
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>

∫

Ωkm

N∑

j=1

n∑

i=0

Fij ∂i(wj(vj − ukm

j )) d x = I1. (51)Ïåðåòâîðèìî ëiâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi (51) òàê:
∫

Ωkm

N∑

j=1

{ n∑

i=1

Aij(x, ∂iu
km

j ) ∂i(wj(vj − ukm

j )) +A0j(x, u
km)wj(vj − ukm

j )
}
d x 6

6

∫

Ωkl

N∑

j=1

{ n∑

i=1

(Aij(x, ∂iu
km

j ) −Aij(x, ∂ivj)) (vj − ukm

j ) ∂iwj+

+

n∑

i=1

Aij(x, ∂ivj) ∂i(wj(vj − ukm

j )) +A0j(x, v)wj(vj − ukm

j )
}
d x = I2. (52)Ñòîñîâíî ïðàâî¨ ÷àñòèíè íåðiâíîñòi (51) ìà¹ìî

I1 =

∫

Ωkl

N∑

j=1

n∑

i=0

Fij(x) ∂i(wj(vj − ukm

j ))d x −→
m→∞

∫

Ωkl

N∑

j=1

n∑

i=0

Fij(x) ∂i(wj(vj − uj))d x.(53)Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî
I2 −→

j→∞

∫

Ωkl

N∑

j=1

{ n∑

i=1

(Aij(x, ∂iuj) −Aij(x, ∂ivj)) (vj − uj) ∂iwj+

+

n∑

i=1

Aij(x, ∂ivj) ∂i(wj(vj − uj)) +A0j(x, v)wj(vj − uj)
}
d x. (54)Îöiíèìî ëiâó ÷àñòèíó íåðiâíîñòi (51), âèêîðèñòàâøè (52), i ïåðåéäåìî â îòðè-ìàíié íåðiâíîñòi äî ãðàíèöi ïðè m → ∞, âðàõóâàâøè (53) i (54). Ïîòiì ïðèéìåìî

v
def
= u+ θ(ṽ − u), 0 < θ < 1, ṽ ∈ K. Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî

∫

Ωkl

N∑

j=1

{ n∑

i=1

(
Aij(x, ∂iuj) −Aij(x, ∂i(uj + θ(ṽj − uj)))

)
(ṽj − uj) ∂iwj +

+

n∑

i=1

Aij(x, ∂i(uj + θ(ṽj −uj))) ∂i(wj(ṽj −uj))+A0j(x, u+ θ(ṽ−u)))wj(ṽj −uj)
}
d x >

>

∫

Ωkl

N∑

j=1

n∑

i=0

Fij(x) ∂i(wj(ṽj − uj))d x. (55)Ïåðåéøîâøè â (55) äî ãðàíèöi ïðè θ → 0, îòðèìà¹ìî (2) äëÿ çàäàíî¨ �óíêöi¨ ṽ.Íà ïiäñòàâi äîâiëüíîñòi �óíêöié ṽ i w ðîáèìî âèñíîâîê, ùî u ∈ SSI({Aij}, (Fij),K).Îòæå, ìè äîâåëè îäíîçíà÷íó ðîçâ'ÿçíiñòü çàäà÷i SI(A∗

p, Fp, O∗

p : p ∈ P∗
). �
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