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Äëÿ ðÿäó Äiðiõëå F (s) =
∞
∑

n=0

an exp{sλn} ç àáñöèñîþ àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi

σa = 0 íåõàé M(σ) = sup{|F (σ + it)| : t ∈ R} i µ(σ) = max{|an| exp (σλn) :

n ≥ 0} (σ < 0). Âèçíà÷åíî óìîâè íà λn äëÿ åêâiâàëåíòíîñòi ñïiââiäíîøåíü

0
∫

−1

ln M(σ,F )

|σ|2 exp{̺R/|σ|}
dσ < +∞ i

0
∫

−1

ln µ(σ,F )

|σ|2 exp{̺R/|σ|}
dσ < +∞ (̺ > 0).

Êëþ÷îâi ñëîâà: ðÿä Äiðiõëå, ìàêñèìóì ìîäóëÿ, ìàêñèìàëüíèé ÷ëåí, êëàñ

çáiæíîñòi.

1. Íåõàé Λ = (λn)∞n=0 � çðîñòàþ÷à äî +∞ ïîñëiäîâíiñòü íåâiä'¹ìíèõ ÷èñåë

(λ0 = 0), à S0(Λ) � êëàñ ðÿäiâ Äiðiõëå

F (s) =

∞
∑

n=0

an exp{sλn}, s = σ + it, (1)

ç àáñöèñîþ àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi σa = 0. Äëÿ σ < 0 íåõàé M(σ, F ) =
= sup{|F (σ + it)| : t ∈ R}, µ(σ, F ) = max{|an| exp (σλn) : n ≥ 0} � ìàêñèìàëüíèé

÷ëåí ðÿäó (1), ν(σ, F ) = max{n ≥ 0 : |an| exp (σλn) = µ(σ, F )} � éîãî öåíòðàëüíèé

iíäåêñ, à κn =
ln |an| − ln |an+1|

λn+1 − λn

.

Âåëè÷èíà ̺R = lim
σ↑0

|σ| ln ln M(σ, F ) íàçèâà¹òüñÿ [1℄ R-ïîðÿäêîì F ∈ S0(Λ). Çà

óìîâè 0 < ̺R < +∞ êëàñ çáiæíîñòi îçíà÷à¹òüñÿ [2℄ óìîâîþ

0
∫

−1

ln M(σ, F )

|σ|2 exp{̺R/|σ|}
dσ < +∞. (2)
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Â [2℄ äîâåäåíî òàêå: ÿêùî ln n = O(ln λn) (n → ∞), òî äëÿ òîãî, ùîá ðÿä (1)

íàëåæàâ äî êëàñó çáiæíîñòi, íåîáõiäíî, à ó âèïàäêó, êîëè ïîñëiäîâíiñòü (κn) íå-

ñïàäíà, äîñòàòíüî, ùîá

∞
∑

n=1
(λn − λn−1)

(

ln+ |an|

λn

)2

exp

{

−
̺Rλn

ln+ |an|

}

< +∞. Óìîâó

ln n = O(ln λn) (n → ∞) ó äîâåäåííi öüîãî òâåðäæåííÿ âèêîðèñòîâóâàëè òiëüêè äëÿ

òîãî, ùîá ïîêàçàòè, ùî ñïiââiäíîøåííÿ (2) ðiâíîñèëüíå ñïiââiäíîøåííþ

0
∫

−1

ln µ(σ, F )

|σ|2 exp{̺R/|σ|}
dσ < +∞. (3)

Âèíèêà¹ çàïèòàííÿ ïðî iñòîòíiñòü óìîâè ln n = O(ln λn) (n → ∞) äëÿ åêâiâà-

ëåíòíîñòi ñïiââiäíîøåíü (2) i (3). Öié ïðîáëåìi ïðèñâÿ÷åíà íàøà ñòàòòÿ. Ìè ïîêà-

æåìî, ùî íàâåäåíà óìîâà äîñèòü âóçüêà, çàçíà÷èìî óìîâó, áëèçüêó äî íåîáõiäíî¨.

Iíøèìè ñëîâàìè, äîâåäåìî òàêó òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Äëÿ òîãî, ùîá äëÿ êîæíî¨ �óíêöi¨ F ∈ S0(Λ) ñïiââiäíîøåííÿ (2) i (3)
áóëè ðiâíîñèëüíèìè, íåîáõiäíî, ùîá ln n = O(λn/ ln2 λn) (n → ∞), i äîñòàòíüî
ln n ≤ λn/ lnq λn (n ≥ n0) ç q > 3.

Öÿ òåîðåìà ¹ îá'¹äíàííÿì íèæ÷å äîâåäåíèõ òâåðäæåíü 1 i 2.

2. Íåîáõiäíà óìîâà åêâiâàëåíòíîñòi ñïiââiäíîøåíü (2) i (3). Äëÿ âèçíà-

÷åííÿ òàêî¨ óìîâè âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òàêi ëåìè.

Ëåìà 1. (3) . Íåõàé α : [1, +∞) → [0, +∞) i γ : [0, +∞) → [0, +∞) � íåâiä'¹ìíi

íåïåðåðâíi çðîñòàþ÷i äî +∞ �óíêöi¨ i α(x + O(1)) ∼ α(x) ïðè x → +∞. ßêùî

lim
n→+∞

(α(n)/γ(λn)) > 1, òî iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü (λ∗
k) ïîñëiäîâíîñòi (λn) òàêà,

ùî k ≤ α−1(γ(λ∗
k)) + 1 äëÿ âñiõ k ≥ 1 i kj ≥ α−1(γ(λ∗

kj
)) äëÿ äåÿêî¨ çðîñòàþ÷î¨

ïîñëiäîâíîñòi (kj) íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Ëåìà 2. (4, ñ. 10) . ßêùî ln n = o(λn) ïðè n → ∞, òî àáñöèñà σa àáñîëþòíî¨

çáiæíîñòi ðÿäó (1) îá÷èñëþ¹òüñÿ çà �îðìóëîþ σa = lim
n→∞

1

λn

ln
1

|an|
.

Ëåìà 3. Ñïiââiäíîøåííÿ (3) ðiâíîñèëüíå ñïiââiäíîøåííþ

0
∫

−1

λν(σ,F )

exp{̺R/|σ|}
dσ < +∞. (4)

Äîâåäåííÿ. Ñïðàâäi, îñêiëüêè [4, ñ. 17℄ ln µ(σ, F ) = ln µ(−1, F ) +
σ
∫

−1

λν(x,F )dx, òî

l

0
∫

−1

ln µ(σ, F )

|σ|2 exp{̺R/|σ|}
dσ =

0
∫

−1

dσ

|σ|2 exp{̺R/|σ|}

σ
∫

−1

λν(x,F )dx + K1 =

=

0
∫

−1

λν(x,F )dx

0
∫

x

dσ

|σ|2 exp{̺R/|σ|}
+ K1 =

1

̺R

0
∫

−1

λν(x,F )

exp{̺R/|x|}
dx + K1, K1 ≡ 
onst > 0,
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òîáòî ñïiââiäíîøåííÿ (3) i (4) ðiâíîñèëüíi.

Òåïåð ìîæåìî äîâåñòè òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1. Óìîâà ln n = O(λn/ ln2 λn) (n → ∞) ¹ íåîáõiäíîþ äëÿ òîãî, ùîá

äëÿ êîæíî¨ �óíêöi¨ F ∈ S0(Λ) ñïiââiäíîøåííÿ (2) i (3) áóëè ðiâíîñèëüíèìè.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî óìîâà ln n = O(λn/ ln2 λn) (n → ∞) íå âèêîíó¹òüñÿ.

Òîäi iñíó¹ äîäàòíà íåïåðåðâíà ïîâiëüíî çðîñòàþ÷à äî +∞ íà [0, +∞) �óíêöiÿ l òàêà,

ùî l(x) = o(ln2 x) (x → +∞) i lim
n→∞

ln n

λnl(λn)/ ln2 λn

> 1. Çà ëåìîþ 1 ç α(x) = ln x

i γ(x) = xl(x)/ ln2 x, x ≥ 1, iñíó¹ ïiäïîñëiäîâíiñòü (λ∗
k) ïîñëiäîâíîñòi (λn) òàêà, ùî

k ≤ exp
{

λ∗
kl(λ∗

k)/ ln2 λ∗
k

}

+1 äëÿ âñiõ k ≥ 1 i kj ≥ exp
{

λ∗
kj

l(λ∗
kj

)/ ln2 λ∗
kj

}

äëÿ äåÿêî¨

çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi (kj) íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

ßêùî λn 6= λ∗
k, òî ïðèéìåìî an = 0, à ç ìåòîþ ñêîðî÷åííÿ çàïèñó â îòðèìàíîìó

ðÿäi Äiðiõëå çàìiíèìî λ∗
k íà λn. Ïðèéäåìî äî ðÿäó Äiðiõëå (1), äå ïîñëiäîâíiñòü (λn)

òàêà, ùî ln n ≤ λnl(λn)/ ln2 λn + 1 äëÿ âñiõ n ≥ 1 i ln nj ≥ λnj
l(λnj

)/ ln2 λnj
äëÿ

äåÿêî¨ çðîñòàþ÷î¨ ïîñëiäîâíîñòi (nj) íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Ïîñëiäîâíiñòü (nj) ìîæåìî

ââàæàòè òàêîþ, ùî

∞
∑

j=j0

1

l(λnj+1
)

< +∞ i nj+1 > 2nj äëÿ âñiõ j ≥ 1.

Íåõàé (qk) � çðîñòàþ÷à äî +∞ ïîñëiäîâíiñòü äîäàòíèõ ÷èñåë, à mj = [nj+1/2].
Ïðèéìåìî n0 = 0, an0

= 1, an = 0 äëÿ âñiõ nj < n < mj ,

anj+1
=

j
∏

k=0

exp{|qk|(λnk+1
− λnk

)}, j = 1, 2, 3, . . . , (5)

i

an = anj
exp{|qj|(λn − λnj

)}, mj ≤ n < nj+1, (6)

òîáòî îòðèìó¹ìî ðÿä Äiðiõëå

F ∗(s) =
∞
∑

j=0



anj
exp{sλnj

} +

nj+1−1
∑

n=mj

an exp{sλn}



 . (7)

Ç (5) i (6) ëåãêî âèïëèâà¹, ùî

ln anj
− ln anj+1

λnj+1
− λnj

=
ln anj

− ln amj

λmj
− λnj

=
ln an − ln an+1

λn+1 − λn

= qj , mj ≤ n < nj+1.

ßêùî qj ≤ σ < qj+1, òî ν(σ, F ∗) = nj+1 i µ(σ, F ∗) = anj+1
exp{σλnj+1

}. Çâiäñè
âèïëèâà¹, ùî

0
∫

q1

λν(σ,F∗)

exp{̺R/|σ|}
dσ =

∞
∑

j=1

qj+1
∫

qj

λν(σ,F∗)

exp{̺R/|σ|}
dσ =

∞
∑

j=1

λnj+1

qj+1
∫

qj

dσ

exp{̺R/|σ|}
=

=
∞
∑

j=1

λnj+1

qj+1
∫

qj

σ2dσ

|σ|2 exp{̺R/|σ|}
=

∞
∑

j=1

λnj+1

1

̺R

qj+1
∫

qj

σ2d

(

−
1

exp{̺R/|σ|}

)

=
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=
1

̺R

∞
∑

j=1

λnj+1







|qj |
2

exp{̺R/|qj|}
−

|qj+1|
2

exp{̺R/|qj+1|}
− 2

qj+1
∫

qj

|σ|dσ

|σ|2 exp{̺R/|σ|}






≤

≤
1

̺R

∞
∑

j=1

λnj+1
|qj |

2

exp{̺R/|qj|}
.

(8)

Ç iíøîãî áîêó, äëÿ âñiõ äîñèòü âåëèêèõ j

M(qj , F
∗) ≥

nj+1
∑

n=mj

an exp{qjλn} = (nj+1 − mj)µ(qj , F
∗) ≥

≥ K2nj+1, K2 ≡ 
onst > 0.

(9)

Âèáåðåìî qj = −̺R

(

ln
λnj+1

l(λnj+1
)

ln2 λnj+1

)−1

. Îñêiëüêè l � ïîâiëüíî çðîñòàþ÷à �óíê-

öiÿ, òî ln l(x) = o(ln x) (x → +∞), òîìó |qj | ≤ K3/ ln λnj+1
(j ≥ j0), K3 ≡ 
onst > 0.

Ç (9) îòðèìó¹ìî

ln M(qj , F
∗) ≥ ln nj+1 + ln K2 ≥

λnj+1
l(λnj+1

)

ln2 λnj+1

+ ln K2 = exp

{

̺R

|qj |

}

+ ln K2,

òîáòî ñïiââiäíîøåííÿ (2) íå âèêîíó¹òüñÿ, áî ç íüîãî âèïëèâà¹, ùî ln M(σ, F ) =
= o(exp{̺R/|σ|}) (σ ↑ 0).

Âîäíî÷àñ ç (8) ìà¹ìî

0
∫

q1

λν(σ,F∗)

exp{̺R/|σ|}
dσ ≤

∞
∑

j=1

K2
3λnj+1

λnj+1
l(λnj+1

)

ln2 λnj+1

ln2 λnj+1

= K2
3

∞
∑

j=1

1

l(λnj+1
)

< +∞,

òîáòî ñïiââiäíîøåííÿ (4), à çà ëåìîþ 3 i ñïiââiäíîøåííÿ (3) ïðàâèëüíi.

Çàëèøèëîñü äîâåñòè, ùî ðÿä (7) ìà¹ íóëüîâó àáñöèñó àáñîëþòíî¨ çáiæíîñòi.

Îñêiëüêè |qk| ↓ 0 (k → ∞), òî ç (5) âèïëèâà¹, ùî

lim
j→∞

ln anj+1

λnj+1

= lim
j→∞

j
∑

k=0

|qk|(λnk+1
− λnk

)

j
∑

k=0

(λnk+1
− λnk

)

= 0,

à ç (6) äëÿ mj ≤ n < nj+1 ìà¹ìî

ln an

λn

≤
ln anj

λn

+ |qj | ≤
ln anj

λnj

+ |qj | → 0, j → ∞.

Îòæå, lim
n→∞

ln an

λn

= 0 i, îñêiëüêè ln n ≤ λnl(λn)/ ln2 λn + 1 = o(λn) (n → ∞), òî çà

ëåìîþ 2 σa = 0. Òâåðäæåííÿ 1 ïîâíiñòþ äîâåäåíî.
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3. Äîñòàòíÿ óìîâà åêâiâàëåíòíîñòi ñïiââiäíîøåíü (2) i (3). Áóäåìî âèêî-

ðèñòîâóâàòè ìåòîäèêó i ðåçóëüòàòè çi ñòàòòi [5℄. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Ω(0) êëàñ äîäàòíèõ
íåîáìåæåíèõ íà (−∞, 0) �óíêöié Φ òàêèõ, ùî ïîõiäíà Φ′

íåïåðåðâíà, äîäàòíà i çðîñ-

òà¹ äî +∞ íà (−∞, 0). Íåõàé ϕ � �óíêöiÿ, îáåðíåíà äî Φ′
, à Ψ(σ) = σ −

Φ(σ)

Φ′(σ)
�

�óíêöiÿ, àñîöiéîâàíà ç Φ çà Íüþòîíîì. Òîäi [5℄ �óíêöiÿ Ψ íåïåðåðâíà i çðîñòà¹ äî

0 íà (−∞, 0), à �óíêöiÿ ϕ íåïåðåðâíà i çðîñòà¹ äî 0 íà (0, +∞). Íàðåøòi, íåõàé
n(t) =

∑

λn≤t 1 � ëi÷èëüíà �óíêöiÿ ïîñëiäîâíîñòi Λ.

Ëåìà 4. Íåõàé Φ ∈ Ω(0), ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ) äëÿ âñiõ σ ∈ [σ0, 0) i ln n(t) = o(t) ïðè
t → +∞. Ïðèïóñòèìî, ùî äîäàòíà íà (−∞, 0) �óíêöiÿ β òàêà, ùî β(σ) < |σ| äëÿ
âñiõ σ ∈ [σ0, 0), i ïîçíà÷èìî γ(σ) = Φ′(Ψ−1(σ+β(σ))). Òîäi äëÿ âñiõ äîñèòü áëèçüêèõ
äî 0 çíà÷åíü σ < 0

∑

λn>γ(σ)

|an| exp{σλn} ≤ β(σ)

∞
∫

γ(σ)

n(t) exp{tβ(σ)}dt.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè òàêå ñàìå, ÿê i ëåìè 4 ç [5℄. Âèêîðèñòîâóþ÷è ëåìó 4, íåâàæêî

(äèâ. äîâåäåííÿ òåîðåìè 2 ç [5℄) äîâåñòè òàêó ëåìó.

Ëåìà 5. Íåõàé α � íåïåðåðâíà, äîäàòíà i çðîñòàþ÷à äî +∞ íà [0, +∞) �óíêöiÿ

òàêà, ùî α(t) = o(t), t → +∞. Ïðèïóñòèìî, ùî ln n(t) ≤ t/α(t) ïðè t ≥ t0, à
�óíêöiÿ Φ ∈ Ω(0) òàêà, ùî

2Φ′(σ)

α(Φ′(σ))
< Φ(σ) + |σ|Φ′(σ), σ0 ≤ σ < 0. (10)

ßêùî ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ) äëÿ âñiõ σ ∈ [σ0, 0), β(σ) =
2

α(Φ′(Ψ−1(σ)))
i

γ(σ) = Φ′(Ψ−1(σ + β(σ))), òî

∑

λn>γ(σ)

|an| exp{σλn} → 0, σ ↑ 0. (11)

Òåïåð ìîæåìî äîâåñòè òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2. Óìîâà ln n ≤ λn/ lnq λn (n ≥ n0) ç q > 3 ¹ äîñòàòíüîþ äëÿ òîãî,

ùîá äëÿ êîæíî¨ �óíêöi¨ F ∈ S0(Λ) ñïiââiäíîøåííÿ (2) i (3) áóëè ðiâíîñèëüíèìè.

Äîâåäåííÿ. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî ç îãëÿäó íà íåðiâíiñòü µ(σ, F ) ≤ M(σ, F ) ç (2)
âèïëèâà¹ (3). ßêùî æ âèêîíó¹òüñÿ (3), òî ln µ(σ, F ) ≤ Φ(σ) = exp{̺R/|σ|} äëÿ âñiõ

σ ∈ [σ0, 0). Çàóâàæèìî ùå, ùî ç óìîâè ln n ≤ λn/ lnq λn (n ≥ n0) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü
ln n(t) ≤ t/α(t) ïðè t ≥ t0 ç α(t) = lnq t, q > 3.

Îñêiëüêè Φ′(σ) =
̺R exp{̺R/|σ|}

|σ|2
, òî íåâàæêî ïåðåâiðèòè, ùî

2Φ′(σ)

lnq Φ′(σ)
< Φ(σ)+

+|σ|Φ′(σ), σ0 ≤ σ < 0, òîáòî óìîâà (10) âèêîíó¹òüñÿ i çà ëåìîþ 5 ïðàâèëüíå ñïiââiä-

íîøåííÿ (11), äå γ(σ) = Φ′(Ψ−1(σ + β(σ))) i β(σ) =
2

lnq Φ′(Ψ−1(σ))
.
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Îñêiëüêè Ψ(σ) = σ −
Φ(σ)

Φ′(σ)
= σ −

σ2

̺R

, òî Ψ−1(σ) = σ +
σ2

̺R

+ O(σ3) (σ ↑ 0) i

1/Ψ−1(σ) = −1/|σ|−1/̺R+O(σ) (σ ↑ 0). Òîìó Φ′(Ψ−1(σ))=
e̺R(1 + o(1)) exp{̺R/|σ|}

|σ|2

ïðè σ ↑ 0, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî

β(σ) =
2(1 + o(1))|σ|q

̺q
R

òà

1

σ + β(σ)
=

1

σ
−

2(1 + o(1))|σ|q−2

̺q
R

ïðè σ ↑ 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

γ(σ) = Φ′(Ψ−1(σ + β(σ))) =
e̺R(1 + o(1)) exp{̺R/|σ|}

|σ|2
, σ ↑ 0.

Îñêiëüêè

M(σ, F ) ≤

(

∑

λn≤γ(σ)

+
∑

λn>γ(σ)

)

|an| exp{σλn} ≤

≤ µ(σ, F )(n(γ(σ)) + 1) +
∑

λn>γ(σ)

|an| exp{σλn},

òî ç îãëÿäó íà (11) íàì çàëèøà¹òüñÿ äîâåñòè, ùî

0
∫

−1

ln n(γ(σ))

|σ|2 exp{̺R/|σ|}
dσ < +∞. Àëå

ln n(γ(σ)) ≤ γ(σ)/ lnq γ(σ) = e̺1−q
R (1 + o(1))|σ|q−2 exp{̺R/|σ|}, σ ↑ 0,

i, îñêiëüêè q > 3, òî

0
∫

−1

ln n(γ(σ))

|σ|2 exp{̺R/|σ|}
dσ ≤ K4

0
∫

−1

|σ|q−4dσ < +∞.

Òâåðäæåííÿ 2 äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 1. Ó äîâåäåííi òâåðäæåííÿ 2 âèêîðèñòàíî íåðiâíiñòü ln µ(σ, F ) ≤
≤ exp{̺R/|σ|} (σ ∈ [σ0, 0)). Íàñïðàâäi æ iç (3) âèïëèâà¹, ùî

ln µ(σ, F ) = o(exp{̺R/|σ|}) (σ ↑ 0).

Òîìó ìîæå áóòè ïðàâäîïîäiáíèì òàêå òâåðäæåííÿ.

�iïîòåçà 1. Óìîâà ln n = O(λn/ ln2 λn) (n → ∞) ¹ íåîáõiäíîþ i äîñòàòíüîþ äëÿ

òîãî, ùîá äëÿ êîæíî¨ �óíêöi¨ F ∈ S0(Λ) ñïiââiäíîøåííÿ (2) i (3) áóëè ðiâíîñèëü-

íèìè.
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For a Diri
hlet series F (s) =
∞
∑

n=0

an exp{sλn} with the abs
issa of absolute


onvergen
e σa = 0 let M(σ) = sup{|F (σ + it)| : t ∈ R} and µ(σ) =

= max{|an| exp (σλn) : n ≥ 0} (σ < 0). Conditions on λn for the equivalen
e of

relations

0
∫

−1

ln M(σ,F )

|σ|2 exp{̺R/|σ|}
dσ < +∞ and

0
∫

−1

ln µ(σ,F )

|σ|2 exp{̺R/|σ|}
dσ < +∞ (̺ > 0) are

established.

Key words: Diri
hlet series, maximum modulus, maximal term, 
onvergen
e


lass.
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