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Ââåäåíî óçàãàëüíåíó õàðàêòåðèñòèêó Íåâàíëiííè äëÿ �óíêöié, ìåðî-

ìîð�íèõ ó äîâiëüíîìó êiëüöi òà â êðóçi ç ïðîêîëåíèì öåíòðîì. Äîâåäåíî óçà-

ãàëüíåíó òåîðåìó Éåíñåíà, âèâ÷åíî ñòðóêòóðó àíàëiòè÷íèõ ó êðóçi ç ïðîêîëåíèì

öåíòðîì �óíêöié ç îáìåæåíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: ìåðîìîð�íà �óíêöiÿ, ëi÷èëüíà �óíêöiÿ, õàðàêòåðèñòèêà

Íåâàíëiííè, �îðìóëà Éåíñåíà.

1. Ïîçíà÷åííÿ òà �îðìóëþâàííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ. Âëàñòèâîñòi òà

ïîâåäiíêà ìåðîìîð�íèõ ó êðóçi òà â áàãàòîçâ'ÿçíèõ îáëàñòÿõ �óíêöié âèâ÷àëè áà-

ãàòî àâòîðiâ [1-10℄. Íåùîäàâíî À.À. Êîíäðàòþê òà À.ß. Õðèñòiÿíèí çàïðîïîíóâàëè

íîâèé ïiäõiä äî òåîði¨ ðîçïîäiëó çíà÷åíü ìåðîìîð�íèõ �óíêöié ó êiëüöÿõ iíâàðiàíò-

íèõ ñòîñîâíî iíâåðñi¨ z → 1
z
. Âîíè ââåëè îäíîïàðàìåòðè÷íó õàðàêòåðèñòèêó, ÿêà ìà¹

âëàñòèâîñòi, ñõîæi íà âëàñòèâîñòi êëàñè÷íî¨ õàðàêòåðèñòèêè Íåâàíëiííè ìåðîìîð�-

íèõ ó êðóçi �óíêöié. Ìåòà íàøî¨ ïðàöi � äåùî óçàãàëüíèòè ïîíÿòòÿ õàðàêòåðèñòèêè

äëÿ �óíêöié ìåðîìîð�íèõ ó äîâiëüíîìó êiëüöi òà â êðóçi ç ïðîêîëåíèì öåíòðîì,

à òàêîæ âèâ÷èòè àíàëiòè÷íi â êðóçi ç ïðîêîëåíèì öåíòðîì �óíêöi¨ ç îáìåæåíîþ

õàðàêòåðèñòèêîþ.

Íåõàé f � ìåðîìîð�íà �óíêöiÿ â îáëàñòi A = {z : r0 < |z| < R0}, 0 6 r0 < 1,
1 < R0 < +∞. ßêùî w(r) � ãëàäêà, äîäàòíà i ñïàäíà �óíêöiÿ íà ïðîìiæêó

[1, R0), w(1) = 1, w(R0 − 0) = r0, à {bj} � ïîñëiäîâíiñòü ïîëþñiâ �óíêöi¨ f â îáëàñòi

A, òî ââåäåìî òàêå ïîçíà÷åííÿ:

Nw(r, f) =
∑

√
rw(r)<|bj |

log+ r

|bj |
+

∑

|bj |6
√

rw(r)

log+ |bj|
w(r)

, 1 6 r < R0.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç n(1)(t, f) ëi÷èëüíó �óíêöiþ ïîëþñiâ �óíêöi¨ f â îáëàñòi

{z : t 6 |z| < 1}, r0 < t < 1, à ÷åðåç n(2)(t, f) � ëi÷èëüíó �óíêöiþ ïîëþñiâ
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�óíêöi¨ f â îáëàñòi {z : 1 6 |z| < t}, 1 6 t < R0. ×åðåç T (r, f) ïîçíà÷àòèìåìî

êëàñè÷íó õàðàêòåðèñòèêó Íåâàíëiííè ìåðîìîð�íî¨ â êðóçi �óíêöi¨ f .

Òåîðåìà 1. Íåõàé f � ìåðîìîð�íà �óíêöiÿ â îáëàñòi A = {z : r0 < |z| < R0}, {ai}
òà {bj} � ïîñëiäîâíîñòi íóëiâ i ïîëþñiâ �óíêöi¨ f â îáëàñòi A, âiäïîâiäíî. Òîäi

1

2π

2π
∫

0

log |f(reiθ)|dθ − 1

2π

2π
∫

0

log |f(eiθ)|dθ =

=

r
∫

1

n(2)(t, 1/f)

t
dt−

r
∫

1

n(2)(t, f)

t
dt+ k(ψ) log r, 1 6 r < R0,

(1)

1

2π

2π
∫

0

log |f(reiθ)|dθ − 1

2π

2π
∫

0

log |f(eiθ)|dθ =

=

1
∫

r

n(1)(t, 1/f)

t
dt−

1
∫

r

n(1)(t, f)

t
dt+ k(ψ) log r, r0 < r 6 1,

(2)

äå k(ψ) = 1
2πi

∫

|z|=1

ψ′(z)

ψ(z)
dz, ψ(z) = f(z)

∏

|bj |=1

(z − bj)

∏

|ai|=1

(z − ai)
.

Òåîðåìà 2. (òåîðåìà Éåíñåíà äëÿ äîâiëüíîãî êiëüöÿ). Íåõàé f � ìåðîìîð�íà

�óíêöiÿ â îáëàñòi A = {z : r0 < |z| < R0}. Òîäi

Nw(r,
1

f
) −Nw(r, f) =

1

2π

2π
∫

0

log |f(reiθ)|dθ +
1

2π

2π
∫

0

log |f(w(r)eiθ)|dθ−

− 1

π

2π
∫

0

log |f(
√

rw(r)eiθ)|dθ, 1 6 r < R0.

(3)

Ïîçíà÷èìî m(r, f) = 1
2π

2π
∫

0

log+ |f(reiθ)|dθ i ïðèéìåìî

mw(r, f) = m(r, f) +m(w(r), f) − 2m(
√

rw(r), f), 1 6 r < R0.

Îçíà÷åííÿ 1. Ôóíêöiþ

Tw(r, f) = mw(r, f) +Nw(r, f), 1 6 r < R0,

íàçèâàòèìåìî w-õàðàêòåðèñòèêîþ �óíêöi¨ f .
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Òåîðåìà 3. Íåõàé f � íå äîðiâíþ¹ òîòîæíî ñòàëié ìåðîìîð�íié â îáëàñòi A
�óíêöi¨. Òîäi

Tw(r, f) =
1

π

2π
∫

0

Nw

(

r,
1

f − eiϕ

)

dϕ, 1 6 r < R0.

Òåîðåìà 4. Íåõàé �óíêöiÿ f ìåðîìîð�íà â îáëàñòi A. Òîäi ¨¨ w-õàðàêòåðèñòèêà
Tw(r, f) íåâiä'¹ìíà, íåïåðåðâíà, íåñïàäíà íà [1, R0), Tw(1, f) = 0. Êðiì òîãî, ÿêùî

f � íå äîðiâíþ¹ òîòîæíî íóëþ, òî Tw(r, f) = Tw(r, 1/f).

Òåîðåìà 5. Íåõàé f � àíàëiòè÷íà â îáëàñòi {z : 0 < |z| < R0} �óíêöiÿ ç îáìå-

æåíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ Tw(r, f). Òîäi f ïðîäîâæó¹òüñÿ äî ìåðîìîð�íî¨ â êðóçi

{z : |z| < R0} �óíêöi¨ ç îáìåæåíîþ íåâàíëiííiâñüêîþ õàðàêòåðèñòèêîþ T (r, f).

2. Äîïîìiæíi òâåðäæåííÿ òà ðåçóëüòàòè.

Ëåìà A. ([13℄) Íåõàé f � àíàëiòè÷íà â A = {z : 1/R0 < |z| < R0}, 1 < R0 6 ∞,
�óíêöiÿ áåç íóëiâ. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî çàìêíåíîãî øëÿõó γ â A òàêîãî, ùî ïðîõî-

äèòü ÷åðåç òî÷êó z0 = 1, iñíó¹ k ∈ Z, ùî äëÿ �óíêöi¨ g(z) = z−kf(z) âèêîíó¹òüñÿ
∫

γ

g′(z)

g(z)
dz = 0.

Íàñïðàâäi, ïðàâèëüíà çàãàëüíiøà ëåìà.

Ëåìà B. Íåõàé f � àíàëiòè÷íà â A = {z : r0 < |z| < R0}, 0 6 r0 < 1,
1 < R0 < +∞, �óíêöiÿ áåç íóëiâ. Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî çàìêíåíîãî øëÿõó γ â A òà-

êîãî, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó z0 = 1, iñíó¹ k ∈ Z, ùî äëÿ �óíêöi¨ g(z) = z−kf(z)
âèêîíó¹òüñÿ

∫

γ

g′(z)

g(z)
dz = 0.

Äîâåäåííÿ öi¹¨ ëåìè ïîâíiñòþ ïîâòîðþ¹ äîâåäåííÿ ëåìè À, îñêiëüêè â äîâåäåííi ëå-

ìè À íiäå íå âèêîðèñòîâóâàëàñü ñèìåòðè÷íiñòü îáëàñòi àíàëiòè÷íîñòi �óíêöi¨, ëèøå

âàæëèâî, ùî êîëî {z : |z| = 1} ¹ ïiäìíîæèíîþ öi¹¨ îáëàñòi.

3. Äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Ïîçíà÷èìî Ar = {z : 1 < |z| < r} i ðîçãëÿíåìî òàêi âèïàäêè:

1) f(z) 6= 0,∞, z ∈ Ār
. Ëåìà B ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ òàêîãî k = k(f), ùî â Ar

âèçíà÷åíà îäíîçíà÷íà âiòêà logF (z), äå F (z) = z−kf(z). Ñïðàâäi, íåõàé z0 = 1, i
ââàæà¹ìî logF (z0) âèçíà÷åíèì. Ïðèéìåìî

logF (z) = logF (z0) +

z
∫

z0

F ′(ζ)

F (ζ)
dζ,

äå iíòåãðàë îá÷èñëþ¹òüñÿ âçäîâæ øëÿõó, ùî ç'¹äíó¹ z0 i z â A
r
.

Îñêiëüêè �óíêöiÿ

log F (z)
z

� àíàëiòè÷íà â îáëàñòi Ār
, òî çà òåîðåìîþ Êîøi

∫

|z|=r

logF (z)

z
dz −

∫

|z|=1

logF (z)

z
dz = 0.
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Âèäiëÿþ÷è äiéñíó ÷àñòèíó, îäåðæèìî

2π
∫

0

log |F (reiθ)|dθ −
2π
∫

0

log |F (eiθ)|dθ = 0.

Çâiäñè âèïëèâà¹ ðiâíiñòü

2π
∫

0

log |f(reiθ)|dθ −
2π
∫

0

log |f(eiθ)|dθ − 2πk log r = 0; (4)

2) f(z) ìà¹ íóëi i íå ìà¹ ïîëþñiâ â îáëàñòi Ār
. Ïîçíà÷èìî

ψ(z) =
f(z)

∏

|ai|=1

(z − ai)
, ϕ(z) =

f(z)
∏

ai∈Ār

(z − ai)

i çàñòîñó¹ìî �îðìóëó (4) äî �óíêöi¨ ϕ(z). Îñêiëüêè ([15, 
. 34℄)

2π
∫

0

log |eiθ − a|dθ = log+ |a|, a ∈ C, (5)

òî äëÿ ai ∈ Ār
ìà¹ìî

2π
∫

0

log |reiθ − ai|dθ =

2π
∫

0

log |eiθ − ai

r
|dθ + 2π log r = log+

∣

∣

∣

ai

r

∣

∣

∣
+ 2π log r = 2π log r,

à òàêîæ

2π
∫

0

log |eiθ − ai|dθ = 2π log |ai|.

Ó ðåçóëüòàòi îäåðæèìî

2π
∫

0

log |f(reiθ)|dθ −
2π
∫

0

log |f(eiθ)|dθ − 2π
∑

ai∈Ār

log
r

|ai|
− 2πk(ϕ) log r = 0. (6)

Ïîçíà÷èìî g(z) =
ψ(z)
z − a , a ∈ C, |a| 6= 1. Òîäi

k(g) =
1

2πi

∫

|z|=1

g′(z)

g(z)
dz =

1

2πi

∫

|z|=1

ψ′(z)

ψ(z)
dz − 1

2πi

∫

|z|=1

dz

z − a
=

{

k(ψ) − 1, |a| < 1,

k(ψ), |a| > 1.
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Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî k(ϕ) = k(ψ), îñêiëüêè ϕ(z) =
ψ(z)

∏

1<|ai|6r

(z − ai)
. Âðàõîâóþ÷è òå,

ùî

∑

ai∈Ār

log
r

|ai|
=

r
∫

1

log
r

t
d(n(2)(t, 1/f) − n(2)(1, 1/f))dt+

∑

|ai|=1

log r =

r
∫

1

n(2)(t, 1/f)

t
dt,

îäåðæèìî ç ðiâíîñòi (6) �îðìóëó (1);

3) f(z) ìà¹ íóëi i ïîëþñè â îáëàñòi Ār
. �åçóëüòàò ¹ ïðîñòèì íàñëiäêîì ïîïåðåäíüîãî

âèïàäêó, ç îãëÿäó íà ìîæëèâiñòü çîáðàæåííÿ �óíêöi¨ f ó âèãëÿäi f = f0
1

f∞
, äå f0 i

f∞ � ìåðîìîð�íi â Ār
�óíêöi¨ áåç ïîëþñiâ. Àíàëîãi÷íî äîâîäèòüñÿ �îðìóëà (2).

Ëåìà C. Íåõàé f � àíàëiòè÷íà â îáëàñòi {z : 0 < |z| < R0} �óíêöiÿ. ßêùî

m(w(r), f) − 2m(
√

rw(r), f) 6 C, 1 < r1 6 r < R0, òî m(t, f) = O(log(1/t)), t→ 0.

Äîâåäåííÿ. Çðîáèìî òàêó çàìiíó çìiííî¨ x = log
1

w(r)
. Âðàõîâóþ÷è ñòðîãó ìîíîòîí-

íiñòü �óíêöi¨ w(r), ìà¹ìî 0 < x1 = log
1

w(r1)
6 x < ∞. Òîäi w(r) = e−x

. Îòæå,

m(w(r), f) = m(e−x, f) := λ(x). Ôóíêöiÿ λ(x) � îïóêëà, òîìó â êîæíié òî÷öi iíòåð-

âàëó x1 < x < ∞ iñíó¹ ïðàâîñòîðîííÿ ïîõiäíà λ′+(x), ïðè÷îìó öÿ ïîõiäíà çðîñòà¹

íà çàçíà÷åíîìó iíòåðâàëi ([14, ñ. 28, 85℄). Ìîæëèâi òàêi âàðiàíòè:

à) λ′+(x) 6 0, x1 < x < ∞. Òîäi λ(x) � íå çðîñòà¹, òîìó λ(x) 6 C0, çâiäêè íåãàéíî

âèïëèâà¹ òâåðäæåííÿ ëåìè;

á) iñíó¹ òî÷êà x∗ > x1 òàêà, ùî λ′+(x∗) > 0. Îñêiëüêè λ′+(x) çðîñòà¹, òî λ′+(x) > 0
äëÿ âñiõ x > x∗. Òîìó �óíêöiÿ λ(x) çðîñòà¹ íà iíòåðâàëi x∗ 6 x < ∞. Âðàõîâóþ÷è
öå, ç óìîâ ëåìè îäåðæèìî

m(w(r), f) 6 2m(
√

rw(r), f) + C 6 2m(
√

w(r), f) + C, r∗ 6 r < R0.

Öå åêâiâàëåíòíî òàêié íåðiâíîñòi

λ(x) 6 2λ(x/2) + C, x∗ 6 x <∞.

Ç îãëÿäó íà çðîñòàííÿ �óíêöi¨ λ, âèïëèâà¹, ùî λ(x) = O(x), x→ ∞.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. ßêùî rw(r) < 1, òî ìà¹ìî

Nw(r, f) =
∑

16|bj |6r

log
r

|bj |
+

∑

√
rw(r)6|bj |<1

log
r

|bj|
+

∑

w(r)6|bj|<
√

rw(r)

log
|bj |
w(r)

=

=

r
∫

1

log
r

t
dn(2)(t, f) −

1
∫

√
rw(r)

log
r

t
dn(1)(t, f) −

√
rw(r)
∫

w(r)

log
t

w(r)
dn(1)(t, f) =

=

r
∫

1

n(2)(t, f)

t
dt+

1
∫

w(r)

n(1)(t, f)

t
dt− 2

1
∫

√
rw(r)

n(1)(t, f)

t
dt.

(7)
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Âèêîðèñòîâóþ÷è �îðìóëè (1) i (2), ìîæåìî çàïèñàòè òàêi ðiâíîñòi

1

2π

2π
∫

0

log |f(
√

rw(r)eiθ)|dθ − 1

2π

2π
∫

0

log |f(eiθ)|dθ =

=

1
∫

√
rw(r)

n(2)(t, 1/f)

t
dt−

1
∫

√
rw(r)

n(2)(t, f)

t
dt+ k(ψ) log

√

rw(r),

(8)

1

2π

2π
∫

0

log |f(w(r)eiθ)|dθ − 1

2π

2π
∫

0

log |f(eiθ)|dθ =

=

1
∫

w(r)

n(1)(t, 1/f)

t
dt−

1
∫

w(r)

n(1)(t, f)

t
dt+ k(ψ) logw(r).

(9)

Äîäàâøè ðiâíîñòi (1) òà (9) i âiäíÿâøè âiä öi¹¨ ñóìè ïîäâî¹íó ðiâíiñòü (8), ç îãëÿäó

íà �îðìóëó (7), îäåðæèìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè.

Ó âèïàäêó, êîëè rw(r) > 1, òî îòðèìó¹ìî

Nw(r, f) =
∑

16|bj |<
√

rw(r)

log
|bj|
w(r)

+
∑

√
rw(r)6|bj |<r

log
r

|bj |
+

∑

w(r)6|bj|<1

log
|bj|
w(r)

=

=

√
rw(r)
∫

1

log
t

w(r)
dn(2)(t, f) +

r
∫

√
rw(r)

log
r

t
dn(2)(t, f) −

1
∫

w(r)

log
t

w(r)
dn(1)(t, f) =

=

r
∫

1

n(2)(t, f)

t
dt+

1
∫

w(r)

n(1)(t, f)

t
dt− 2

√
rw(r)
∫

1

n(2)(t, f)

t
dt.

(10)
Çàñòîñóâàâøè �îðìóëè (1) òà (2) ïîäiáíî, ÿê ó ïîïåðåäíüîìó âèïàäêó, ç îãëÿäó íà

ðiâíiñòü (10), îäåðæèìî �îðìóëó (3).

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3. Äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè ïîäiáíå äî äîâåäåííÿ êëàñè÷íî¨ òåî-

ðåìè Êàðòàíà. Çàñòîñó¹ìî �îðìóëó Éåíñåíà (3) äî �óíêöi¨ f(z) − eiϕ
. Îäåðæèìî

cNw

(

r,
1

f − eiϕ

)

−Nw(r, f) =
1

2π

2π
∫

0

log |f(reiθ) − eiϕ|dθ+

+
1

2π

2π
∫

0

log |f(w(r)eiθ) − eiϕ|dθ − 1

π

2π
∫

0

log |f(
√

rw(r)eiθ) − eiϕ|dθ, 1 6 r < R0. (11)

Ïðîiíòåãðó¹ìî ðiâíiñòü (11) çà çìiííîþ ϕ âiä 0 äî 2π. Âèêîðèñòàííÿ òåîðåìè Ôóáiíi,
à òàêîæ ðiâíîñòi (5), çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ òåîðåìè.
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Äîâåäåííÿ òåîðåìè 4. ßêùî rw(r) < 1, òî ç (7) îòðèìó¹ìî, ùî �óíêöiÿ Nw(r, f)
íåïåðåðâíà íà [1, R0), Nw(1, f) = 0. �¨ ïðàâîñòîðîííÿ ïîõiäíà ñòîñîâíî log r

rN ′
w(r, f) = n(2)(r, f) − rw′(r)

w(r)
n(1)(w(r), f) +

(

1 +
rw′(r)

w(r)

)

n(1)(
√

rw(r), f) =

= n(2)(r, f) + n(1)(
√

rw(r), f) − rw′(r)

w(r)
(n(1)(w(r), f) − n(1)(

√

rw(r), f)) > 0.

Îñêiëüêè w′(r) < 0, Nw(1, f) = 0, òî �óíêöiÿ Nw(r, f) � íåâiä'¹ìíà, íåñïàäíà. Ó

âèïàäêó, êîëè rw(r) > 1, ç îãëÿäó íà ðiâíiñòü (10), ìà¹ìî

rN ′
w(r, f) = n(2)(r, f) − n(2)(

√

rw(r), f) − rw′(r)

w(r)
(n(1)(w(r), f) + n(2)(

√

rw(r), f)) > 0.

Îòæå, ó äâîõ âèïàäêàõ �óíêöiÿ Nw(r, f) íåïåðåðâíà, íåâiä'¹ìíà, íåñïàäíà. �iâíiñòü
Tw(r, f) = Tw(r, 1/f) ¹ íåãàéíèì íàñëiäêîì òåîðåìè 2.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 5. Ç óìîâè òåîðåìè âèïëèâà¹, ùî m(w(r), f)− 2m(
√

rw(r), f) ≤
≤ const. Íà ïiäñòàâi ëåìè C ìà¹ìî m(t, f) = O(log(1/t)), t → 0. Òîäi ç ðiâíîñòi (2)
îäåðæó¹ìî

1
∫

t

n(1)(τ, 1/f)

τ
dτ =

1

2π

2π
∫

0

log |f(teiθ)|dθ − 1

2π

2π
∫

0

log |f(eiθ)|dθ + k(ψ) log
1

t
6

6 m(t, f) + k(ψ) log
1

t
− 1

2π

2π
∫

0

log |f(eiθ)|dθ 6 C log(1/t), t→ 0.

Çâiäñè ðîáèìî âèñíîâîê, ùî �óíêöiÿ f(z) â äåÿêîìó îêîëi òî÷êè z = 0 ìà¹ ñêií÷åííó
êiëüêiñòü íóëiâ. Ñïðàâäi, â ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó, ÿêùî ìè ïîçíà÷èìî p = [C], òî
îäåðæèìî

1
∫

t

n(1)(τ, 1/f)

τ
dτ >

|ap+1|
∫

t

n(1)(τ, 1/f)

τ
dτ > (p+ 1) log

|ap+1|
t

=

= (p+ 1) log |ap+1| + (p+ 1 − C) log
1

t
+ C log

1

t
> C log

1

t
, t→ 0,

äå {aj} � ïîñëiäîâíiñòü íóëiâ �óíêöi¨ f â îáëàñòi {z : 0 < |z| < 1}, ïðîíóìåðîâàíèõ
â ïîðÿäêó ñïàäàííÿ ìîäóëiâ. Îòæå, iñíó¹ òàêå t0, ùî m(t, f) 6 C log 1

t
, 0 < t 6 t0 i

f(z) íå ìà¹ íóëiâ â îáëàñòi {z : 0 < |z| 6 t0}. �îçãëÿíåìî �óíêöiþ h(ξ) = f(ξt0/2),
0 < |ξ| 6 2. Äëÿ öi¹¨ �óíêöi¨

m(ρ, h)=
1

2π

2π
∫

0

log+ |h(ρeiθ)|dθ=
1

2π

2π
∫

0

log+ |f(
t0ρ

2
eiθ)|dθ= O

(

log
2

t0ρ

)

= O

(

log
1

ρ

)

,

ïðè ρ→ 0.
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Ëåìà B ãàðàíòó¹ iñíóâàííÿ òàêîãîm ∈ Z, ùî â îáëàñòi {ξ : 0 < |ξ| < 2} âèçíà÷åíà
îäíîçíà÷íà âiòêà logG(ξ), äå G(ξ) = ξ−mh(ξ). �îçãëÿíåìî ðîçâèíåííÿ â ðÿä Ëîðàíà

logG(ξ) =
∑

k∈Z

ckξ
k.

Íåõàé ξ = ρeiθ, 0 < ρ < 2. Òîäi

log |G(ξ)| =
∑

k∈Z

Re(ckξ
k) =

1

2

∑

k∈Z

(ckξ
k + c̄kξ̄

k) =

=
1

2

∑

k∈Z

(ckρ
k + c̄−kρ

−k)eikθ ,

1

2
(ckρ

k + c̄−kρ
−k) =

1

2π

2π
∫

0

log |G(ρeiθ)|e−ikθdθ, k ∈ Z.

Îñêiëüêè h(ξ) íåìà¹ íi íóëiâ, íi ïîëþñiâ, òî ç �îðìóëè (2) i ç ðiâíîñòi

log x = log+ x− log+ 1

x
, x > 0,

îäåðæó¹ìî

1

2π

2π
∫

0

log+

∣

∣

∣

∣

1

h
(ρeiθ)

∣

∣

∣

∣

dθ = O(log
1

ρ
), ρ→ 0.

Âðàõîâóþ÷è öþ ðiâíiñòü, ìà¹ìî

|ckρk + c̄−kρ
−k| 6 2

1

2π

2π
∫

0

| log |G(ρeiθ)||dθ 6 2(
1

2π

2π
∫

0

| log |h(ρeiθ)||dθ + |m|| log ρ|) =

= 2(
1

2π

2π
∫

0

log+ |h(ρeiθ)|dθ +
1

2π

2π
∫

0

log+ | 1
h

(ρeiθ)|dθ + |m|| log ρ|) = O(log
1

ρ
), ρ→ 0.

Çâiäñè ck = 0, k < 0. Îòæå, �óíêöiÿ logG(ξ) àíàëiòè÷íà â îáëàñòi {ξ : 0 6 |ξ| < 2},
çâiäêè âèïëèâà¹, ùî â îêîëi òî÷êè z = 0 �óíêöiÿ f(z) äîïóñêà¹ çîáðàæåííÿ

f(z) = zmq(z),m ∈ Z, äå �óíêöiÿ q(z) àíàëiòè÷íà â îêîëi òî÷êè z = 0, q(0) 6= 0.
ßêùî m > 0, òî ç îáìåæåíîñòi õàðàêòåðèñòèêè Tw(r, f) íåãàéíî âèïëèâà¹, ùî f �

àíàëiòè÷íà â îáëàñòi {z : |z| < R0} �óíêöiÿ ç îáìåæåíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ T (r, f).
Ó âèïàäêó, êîëè m < 0, ìà¹ìî

Tw(r, f) =
1

2π

2π
∫

0

log |f(w(r)eiθ)|dθ − 1

π

2π
∫

0

log |f(
√

rw(r)eiθ)|dθ+

+
1

2π

2π
∫

0

log+ |f(reiθ)|dθ =
1

2π

2π
∫

0

log |q(w(r)eiθ)|dθ − 1

π

2π
∫

0

log |q(
√

rw(r)eiθ)|dθ+

+
1

2π

2π
∫

0

log+ |f(reiθ)|dθ +m log r 6 C, r → R0.
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Çâiäñè, âðàõîâóþ÷è òå, ùî w(r) → 0, r → R0, à �óíêöiÿ q(z) àíàëiòè÷íà â îêîëi

íóëÿ, îòðèìó¹ìî, ùî f � ìåðîìîð�íà â îáëàñòi {z : |z| < R0} �óíêöiÿ ç îáìåæåíîþ

õàðàêòåðèñòèêîþ T (r, f).
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4. Oğuzt�oreli N. Extension de la th�eorie de Nevanlinna aux domaines multiplement 
onnexes

// Istanbul Univ. fen fak. me
m., 1953, A18, Bd. 4, 384-419.
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