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Ï�Î ÍÎÑIÉ �ÎÇÂ'ßÇÊÓ ÇÀÄÀ×I ÊÎØI ÄËß

ÍÅËIÍIÉÍÎ�Î 2b-ÏÀ�ÀÁÎËI×ÍÎ�Î �IÂÍßÍÍß

Îëåñü ÊÎ�ÊÓÍ, Ñåðãié ËÀÂ�ÅÍÞÊ

Ëüâiâñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Iâàíà Ôðàíêà,

79000, Ëüâiâ, âóë. Óíiâåðñèòåòñüêà, 1

�îçãëÿíóòî çàäà÷ó Êîøi äëÿ ðiâíÿííÿ

ut +
∑

|α|=2

Dα
x (aα(z, t, u, Dxu, D2

xu))−
∑

|β|=1

Dβ
z (bβ(z, t, u, Dzu)) + c(z, t, u) = f.

Îäåðæàíî óìîâè iñíóâàííÿ òà ¹äèíîñòi óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó, êîìïàêòíîñòi

íîñiÿ ðîçâ'ÿçêó.

Êëþ÷îâi ñëîâà: 2b-ïàðàáîëi÷íå ðiâíÿííÿ, çàäà÷à Êîøi.

Ó 1960 ðîöi Ñ. Ä. Åéäåëüìàí [1℄ ðîçãëÿíóâ óçàãàëüíåííÿ ïàðàáîëi÷íèõ çà Ïåò-

ðîâñüêèì ñèñòåì, ââiâøè òåðìií �

~2b-ïàðàáîëi÷íi ñèñòåìè�. Ó öèõ ñèñòåìàõ äè�å-

ðåíöiþâàííþ çà ðiçíèìè ïðîñòîðîâèìè çìiííèìè ïðèïèñóþòü ðiçíó âàãó ñòîñîâíî

äè�åðåíöiþâàííÿ çà çìiííîþ t. Áóëî ðîçðîáëåíî òåîðiþ çàäà÷i Êîøi äëÿ ëiíiéíèõ

ñèñòåì çàçíà÷åíîãî òèïó (äèâ. ïðàöi [2℄�[21℄).

Ìåòà öi¹¨ ïðàöi � äîñëiäèòè çàäà÷ó Êîøi äëÿ íåëiíiéíîãî äè�åðåíöiàëüíîãî ðiâ-

íÿííÿ ç ïîõiäíîþ ïåðøîãî ïîðÿäêó çà ÷àñîâîþ çìiííîþ, â ÿêîìó çà ãðóïîþ ïðîñòî-

ðîâèõ çìiííèõ ¹ äè�åðåíöiàëüíèé îïåðàòîð ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêó, i çà âñiìà ïðîñòî-

ðîâèìè çìiííèìè � äðóãîãî ïîðÿäêó. Çàçíà÷èìî, ùî íà ïðàöi, ïðèñâÿ÷åíi âèâ÷åííþ

íåëiíiéíèõ ðiâíÿíü òàêîãî òèïó, ìè íå íàòðàïëÿëè.

Íåõàé x ∈ R
k, y ∈ R

m, z = (x, y) ∈ R
n, k + m = n; Qτ = R

n × (0, τ), 0 < τ < T.

�îçãëÿíåìî â îáëàñòi QT ðiâíÿííÿ

A(u) ≡ ut +
∑

|α|=2

Dα
x (aα(z, t, u, Dxu, D2

xu)) −
∑

|β|=1

Dβ
z (bβ(z, t, u, Dzu)) + c(z, t, u) = f

(1)

ç ïî÷àòêîâîþ óìîâîþ

u(z, 0) = u0(z), z ∈ R
n. (2)

Òóò Dj
wu ïîçíà÷à¹ âåêòîð âñiõ ïîõiäíèõ �óíêöi¨ u çà çìiííèìè w = (w1, . . . , wl)

ïîðÿäêó j (j = 1, 2), ïðè÷îìó D1
wu ≡ Dwu,

Dγ
w =

∂|γ|

∂w
γ1

1 . . . ∂w
γl

l

, |γ| = γ1 + · · · + γl.
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Ïðèéìåìî

| Dj
xu |p=




∑

|α|=j

| Dα
x u |p




1/p

, p ∈ [2,∞), j = 1, 2;

| Dzu |q=




∑

|β|=1

| Dβ
z u |q




1/q

, q ∈ [2,∞).

Ïðèïóñêàòèìåìî, ùî âèêîíóþòüñÿ òàêi óìîâè:

(A) �óíêöi¨ aα(·, ·, ξ, η, ζ) âèìiðíi â QT äëÿ âñiõ (ξ, η, ζ) ∈ R
1+k+N(k),

�óíêöi¨ aα(z, t, ·, ·, ·) íåïåðåðâíi â R
1+k+N(k)

ìàéæå äëÿ âñiõ (z, t) ∈ QT ,

äå N(k) − äîâæèíà âåêòîðà ζα, |α| = 2; ìàéæå äëÿ âñiõ (z, t) ∈ QT i

äëÿ âñiõ(ξ, η, ζ) ∈ R
1+k+N(k)

ïðàâèëüíi òàêi íåðiâíîñòi:

∑

|α|=2

(aα(z, t, ξ, η, ζ) − aα(z, t, ξ̃, η̃, ζ̃))(ζα − ζ̃α) > A0

∑

|α|=2

|ζα − ζ̃α|
p,

|aα(z, t, ξ, η, ζ)| 6 A1

∑

|σ|=2

|ζσ|
p−1, äå A0, A1 − äîäàòíi ñòàëi, p ∈ [2,∞);

(B) �óíêöi¨ bβ(·, ·, ξ, η) âèìiðíi â QT äëÿ âñiõ (ξ, η) ∈ R
1+m,

�óíêöi¨ bβ(z, t, ·, ·) íåïåðåðâíi â R
1+m

ìàéæå äëÿ âñiõ (z, t) ∈ QT òà

|β| = 1;ìàéæå äëÿ âñiõ (z, t) ∈ QT i äëÿ âñiõ

(ξ, η) ∈ R
1+m

ïðàâèëüíi òàêi íåðiâíîñòi:

∑

|β|=1

(bβ(z, t, ξ, η) − bβ(z, t, ξ̃, η̃))(ηβ − η̃β) > B0

∑

|β|=1

|ηβ − η̃β |
q,

|bβ(z, t, ξ, η)| 6 B1

∑

|σ|=1

|ησ|
q−1, äå B0, B1 − äîäàòíi ñòàëi, q ∈ [2,∞);

(C) �óíêöiÿ c(·, ·, ξ) âèìiðíà â QT äëÿ âñiõ ξ ∈ R,

�óíêöiÿ c(z, t, ·) íåïåðåðâíà â R ìàéæå äëÿ âñiõ (z, t) ∈ QT ;

ìàéæå äëÿ âñiõ (z, t) ∈ QT i äëÿ âñiõ ξ ∈ R ïðàâèëüíi òàêi íåðiâíîñòi:

(c(z, t, ξ) − c(z, t, ξ̃))(ξ − ξ̃) > C0|ξ − ξ̃|r, r ∈ (1,∞),

|c(z, t, ξ)| 6 C1|ξ|
r−1, äå ñòàëà C0 > 0 ïðè r > 2 i C0 = 0 ïðè r ∈ (1, 2),

C1 = 
onst > 0;

(F) f(z, t) =
∑

|α|=2

Dα
x fα(z, t) +

∑

|β|61

(−1)|β|Dβ
z gβ(z, t);

fα ∈ Lp′

(QT ), |α| = 2,
1

p
+

1

p′
= 1; gβ ∈ Lq′

(QT ), |β| = 1,
1

q
+

1

q′
= 1;

g0 ∈ Lr0(QT ), r0 = max {2; r};

(U) u0 ∈ L2(Rn).
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Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Wp ïðîñòið, ÿêèé ¹ çàìèêàííÿì ìíîæèíè �óíêöié C([0, T ];
C∞

0 (Rn)) ó áàíàõîâîìó ïðîñòîði

{u ∈ Lr0(QT ), Dα
xu ∈ Lp(QT ), |α| = 2}, ‖u‖Wp

= ‖u‖Lr0(QT ) + ‖D2
xu‖Lp(QT );

÷åðåç Wq ïðîñòið, ÿêèé ¹ çàìèêàííÿì ìíîæèíè �óíêöié C([0, T ]; C∞
0 (Rn)) ó áàíàõî-

âîìó ïðîñòîði

{u ∈ Lr0(QT ), Dβ
z u ∈ Lq(QT ), |β| = 1}, ‖u‖Wq

= ‖u‖Lr0(QT ) + ‖Dzu‖Lq(QT ).

Îçíà÷åííÿ 1. Óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1), (2) íàçèâàòèìåìî �óíêöiþ

u ∈ C([0, T ]; L2(Rn))
⋂

Wq

⋂
Wp, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

∫

Rn

u(z, τ)v(z, τ) dz +

∫

Qτ

[
−uvt +

∑

|α|=2

aα(z, t, u, Dxu, D2
xu)Dα

xv +

+
∑

|β|=1

bβ(z, t, u, Dzu)Dβ
z v + c(z, t, u)v

]
dz dt =

∫

Qτ

[∑

|α|=2

fα(z, t)Dα
xv +

+
∑

|β|61

gβ(z, t)Dβ
z v

]
dz dt +

∫

Rn

u0(z)v(z, 0) dz (3)

äëÿ âñiõ τ ∈ (0, T ] i äëÿ äîâiëüíî¨ �óíêöi¨ v ∈ Wq

⋂
Wp òàêî¨, ùî vt ∈ L2(QT ).

Òåîðåìà 1. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A), (B), (C), (F), (U). Òîäi iñíó¹ ¹äèíèé
óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1), (2).

Äîâåäåííÿ. Íåõàé R � äîâiëüíå äîäàòíå �iêñîâàíå ÷èñëî

ΠR
x = {x ∈ R

k : |x| < R}, ΠR
y = {y ∈ R

m : |y| < R},

ΩR = ΠR
x × ΠR

y , QR
τ = ΩR × (0, τ), SR

T = ∂ΩR × (0, T ). �îçãëÿíåìî çàäà÷ó

A(u) = fR, (z, t) ∈ QR
T , (4)

u(z, 0) = uR
0 (z), z ∈ ΩR, (5)

u |SR
T
= 0,

∂u

∂ν
|∂ΠR

x ×ΠR
y ×(0,T )= 0, (6)

äå ν � âåêòîð çîâíiøíüî¨ íîðìàëi äî ∂ΠR
x × ΠR

y × (0, T )

fR(z, t) =

{
f(z, t), (z, t) ∈ QR

T ,

0, (z, t) ∈ QT \ QR
T ,

uR
0 (z) =

{
u0(z), z ∈ ΩR,

0, z ∈ R
n \ ΩR.

Íà ïiäñòàâi óìîâ òåîðåìè âèêîíóþòüñÿ âñi óìîâè çàóâàæåííÿ 1.13 [22, ãë. 2,

� 1.7℄. Òîìó çàäà÷à (4)�(6) ìà¹ ¹äèíèé ðîçâ'ÿçîê uR
â ñåíñi ðîçïîäiëiâ òàêèé, ùî

uR ∈ L∞((0, T ); L2(ΩR)),

uR ∈ Lq((0, T ); W 1,q
0 (ΩR)) ∩ Lp((0, T ); Lp(ΠR

y ; W 2,p
0 (ΠR

x ))) ∩ Lr0(QR
T ) ≡ VR(0, T ).



156 Îëåñü ÊÎ�ÊÓÍ, Ñåðãié ËÀÂ�ÅÍÞÊ

Çîêðåìà,

uR
t = −

∑

|α|=2

Dα
x (aα(·, ·, uR, DxuR, D2

xuR)) +
∑

|β|=1

Dβ
z (bβ(·, ·, uR, Dzu

R))−

−c(·, ·, uR) + fR(·, ·)

i

uR
t ∈ V ∗

R(0, T ) ≡ Lq′

((0, T ); W−1,q′

(ΩR)) + Lp′

((0, T ); Lp′

(ΠR
y ; W−2,p′

(ΠR
x ))) + Lr′

0(QR
T ).

Òîäi íà ïiäñòàâi òåîðåìè 1.17 [23, ñ. 177℄ uR ∈ C([0, T ]; L2(ΩR)), îñêiëüêè

VR(0, T ) ⊂ L2(QR
T ) ⊂ V ∗

R(0, T )

ùiëüíî i íåïåðåðâíî. Êðiì òîãî, ïðàâèëüíà �îðìóëà iíòåãðóâàííÿ ÷àñòèíàìè

〈uR
t , uR〉(V ∗

R
(t1,t2),VR(t1,t2)) =

1

2

∫

ΩR

|uR(z, t2)|
2 dz −

1

2

∫

ΩR

|uR(z, t1)|
2 dz

äëÿ äîâiëüíèõ t1, t2, 0 6 t1 < t2 6 T, äå ÷åðåç 〈·, ·〉(V ∗

R
(t1,t2),VR(t1,t2)) ïîçíà÷åíî çíà-

÷åííÿ �óíêöiîíàëà ç ïðîñòîðó V ∗
R(t1, t2) íà åëåìåíòàõ ïðîñòîðó VR(t1, t2).

Ïðîäîâæèìî �óíêöiþ uR
íóëåì íà îáëàñòü QT \QR

T . Íåõàé R íàáóâà¹ çíà÷åííÿ ç

ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Òîäi ìàòèìåìî ïîñëiäîâíiñòü �óíêöié {us}. Î÷åâèäíî,
êîæíà �óíêöiÿ us,l = us − ul, s > l çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü

∫

Rn

|us,l(z, τ)|2 dz + 2

∫

Qτ

[∑

|α|=2

(aα(z, t, us, Dxus, D2
xus) − aα(z, t, ul, Dxul, D2

xul))Dα
x us,l+

+
∑

|β|=1

(bβ(z, t, us, Dzu
s) − bβ(z, t, ul, Dzu

l))Dβ
z us,l + (c(z, t, us) − c(z, t, ul))us,l

]
dz dt =

=

∫

Qτ\Ql
τ

[∑

|α|=2

f l
α(z, t)Dα

xus,l +
∑

|β|61

gl
β(z, t)Dβ

z us,l

]
dz dt +

∫

Rn\Ωl

|ul
0(z)|2 dz, τ ∈ (0, T ].

(7)

Íåõàé ε � äîâiëüíå ÿê çàâãîäíî ìàëå äîäàòíå �iêñîâàíå ÷èñëî. Íà ïiäñòàâi óìîâ

(F), (U) iñíó¹ òàêå ÷èñëî N0 ∈ N, ùî äëÿ âñiõ l > N0 ïðàâà ÷àñòèíà (7) ìåíøà âiä

ε. Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è óìîâè (A), (B), (C), ç (7) îäåðæèìî íåðiâíiñòü

‖us,l‖C([0,T ];L2(Rn)) +

∫

QT

[
A0|D

2
xus,l|pp + B0|Dzu

s,l|qq + υC0|u
s,l|r0

]
dz dt < ε, (8)

äå υ = 0 ïðè r < 2 i υ = 1 ïðè r > 2. Ç (8) âèïëèâà¹, ùî ïîñëiäîâíiñòü {us}
�óíäàìåíòàëüíà ó ïðîñòîði C([0, T ]; L2(Rn))∩Wq ∩Wp. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç u ãðàíèöþ
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ïîñëiäîâíîñòi {us} ó öüîìó ïðîñòîði. Äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà us
ìà¹ìî ðiâíiñòü

∫

Rn

us(z, τ)v(z, τ) dz +

∫

Qτ

[
−usvt +

∑

|α|=2

aα(z, t, us, Dxus, D2
xus)Dα

x v +

+
∑

|β|=1

bβ(z, t, us, Dzu
s)Dβ

z v + c(z, t, us)v

]
dz dt =

∫

Qτ

[∑

|α|=2

fs
α(z, t)Dα

xv +

+
∑

|β|61

gs
β(z, t)Dβ

z v

]
dz dt +

∫

Rn

us
0(z)v(z, 0) dz, (9)

ïðàâèëüíó äëÿ âñiõ τ ∈ (0, T ] i äëÿ âñiõ �óíêöié v ∈ Wq ∩Wp òàêèõ, ùî vt ∈ L2(QT ).
Ôóíêöi¨ aα (|α| = 2), bβ (|β| = 1) òà c çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ëåìè 2.2 [23, ñ. 57℄.

Òîìó

aα(·, ·, us, Dxus, D2
xus) → aα(·, ·, u, Dxu, D2

xu), |α| = 2

ñëàáêî â Lp′

(QT ),

bβ(·, ·, us, Dzu
s) → bβ(·, ·, u, Dzu), |β| = 1

ñëàáêî â Lq′

(QT ), c(·, ·, us) → c(·, ·, us) ñëàáêî â Lr′

(QT ) ïðè s → ∞. Êðiì òîãî,

us
0 → u0 â L2(Rn), fs

α → fα (|α| = 2) â Lp′

(QT ), gs
β → gβ (|β| = 1) â Lq′

(QT ), gs
0 → g0

â Lr′

0(QT ) ïðè s → ∞. Îòæå, ïåðåéøîâøè â (9) äî ãðàíèöi ïðè s → ∞ îäåðæèìî,

ùî �óíêöiÿ u ¹ óçàãàëüíåíèì ðîçâ'ÿçêîì çàäà÷i (1), (2). Êðiì òîãî, äëÿ �óíêöi¨ u

ïðàâèëüíà ðiâíiñòü

1

2

∫

Rn

|u(z, τ)|2 dz +

∫

Qτ

[∑

|α|=2

aα(z, t, u, Dxu, D2
xu)Dα

xu +

+
∑

|β|=1

bβ(z, t, u, Dzu)Dβ
z u + c(z, t, u)u

]
dz dt =

∫

Qτ

[∑

|α|=2

fα(z, t)Dα
xu +

+
∑

|β|61

gβ(z, t)Dβ
z u

]
dz dt +

1

2

∫

Rn

|u0(z)|2 dz. (10)

Äëÿ äîâåäåííÿ ¹äèíîñòi ïðèïóñêà¹ìî, ùî iñíóþòü äâà óçàãàëüíåíi ðîçâ'ÿçêè u1
i

u2
. Òîäi àíàëîãi÷íî ÿê (10) îäåðæèìî ðiâíiñòü

∫

Rn

|u1(z, τ) − u2(z, τ)|2 dz + 2

∫

Qτ

[∑

|α|=2

(aα(z, t, u1, Dxu1, D2
xu1)−

−aα(z, t, u2, Dxu2, D2
xu2))Dα

x (u1 − u2) +
∑

|β|=1

(bβ(z, t, u1, Dzu
1) − bβ(z, t, u2, Dzu

2))×

×Dβ
z (u1 − u2) + (c(z, t, u1) − c(z, t, u2))(u1 − u2)

]
dz dt = 0,
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τ ∈ (0, T ]. Âðàõîâóþ÷è óìîâè (A), (D), (C), îäåðæó¹ìî, ùî

∫

Rn

|u1(z, τ) − u2(z, τ)|2 dz 6 0, τ ∈ [0, T ],

òîáòî u1(z, t) = u2(z, t) ìàéæå âñþäè â QT . Òåîðåìó äîâåäåíî.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäèêó òà iäå¨ ïðàöi [24℄, äîñëiäèìî óìîâè êîìïàêòíîñòi òà

ïîâåäiíêè íîñiÿ óçàãàëüíåíîãî ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i Êîøi.

Íåõàé u � óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1), (2). Ïðèéìåìî

ωm(T ) = sup
ym∈R

{z ∈ suppu(·, T )}, Sm,f (T ) = sup
ym∈R

{z ∈ supp f, t ∈ (0, T )},

Sm(T ) = sup {Sm,f(T ) ; ωm(0)};

s0 = 2q, ÿêùî q ∈ N i s0 = [q] + q +1 ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó ([q] � öiëà ÷àñòèíà q);

a0 =
q − 2

2q

(
q − 2

2q
+

1

n + s0 − q

)−1

, ϑ0 = a0 +
(1 − a0)q

2
, ν0 =

ϑ0q

ϑ0 − 1
.

Òåîðåìà 2. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A), (B), (C), (F), (U), Sm(T ) < ∞. Òîäi

ωm(T ) 6 Sm(T ) + MT β0



∫

QT

|Dzu|
q
q dz dt




1/λ0

,

äå

λ0 =
1

ν0 − s0 + q
, β0 =

1 − a0

(ϑ0 − 1)(ν0 − s0 + q)
,

à ñòàëà M çàëåæèòü âiä n, q.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé ρ(ym) = (ym−ξ)s0
ïðè ym > ξ i ρ(ym) = 0 ïðè ym < ξ, a ξ > Sm(T ).

Ïîâòîðþþ÷è äîâåäåííÿ ëåìè 4.2 [24℄ äëÿ íåîáìåæåíî¨ îáëàñòi, îäåðæèìî ðiâíiñòü

1

2

∫

Rn

|u(z, τ)|2ρ(ym) dz +

∫

Qτ

[∑

|α|=2

aα(z, t, u, Dxu, D2
xu)Dα

x (uρ) +

+
∑

|β|=1

bβ(z, t, u, Dzu)Dβ
z (uρ) + c(z, t, u)uρ

]
dz dt = 0, τ ∈ (0, T ]. (11)

Íà ïiäñòàâi óìîâ (A), (B), (C) ç (11) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

sup
t∈[0,T ]

1

2

∫

Rn

|u(z, t)|2ρ(ym) dz +

∫

QT

[
A0|D

2
xu|pp + B0|Dzu|

q
q + C0|u|

r

]
ρ dz dt 6

6 s0B1

∫

QT ∩{ym>ξ}

∑

|β|=1

|Dβ
z u|q−1|u|(ym − ξ)s0−1 dz dt. (12)
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Ïîçíà÷èìî

Fs0
(ξ) = sup

t∈[0,T ]

1

2

∫

Rn∩{ym>ξ}

|u(z, t)|2(ym − ξ)s0 dz,

Es0
(ξ) =

∫

QT∩{ym>ξ}

|Dzu|
q
q(ym − ξ)s0 dz dt.

Îñêiëüêè

∫

QT ∩{ym>ξ}

∑

|β|=1

|Dβ
z u|q−1|u|(ym − ξ)s0−1 dz dt 6

6
δ

q′

∫

QT ∩{ym>ξ}

|Dzu|
q
q(ym − ξ)s0 dz dt +

n

qδq/q′

∫

QT ∩{ym>ξ}

|u|q(ym − ξ)s0−q dz dt,

òî, âèáðàâøè δ =
B0q

′

2s0B1
, ç (12) îäåðæèìî íåðiâíiñòü

Fs0
(ξ) + Es0

(ξ) 6 M1

∫

QT ∩{ym>ξ}

|u|q(ym − ξ)s0−q dz dt, (13)

äå M1 =
2n

qδq/q′
. Íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi Õàðäi [24, ëåìà A.2℄

∫

QT ∩{ym>ξ}

|u|q(ym − ξ)s0−q dz dt 6

(
q

s0 − q + 1

)q ∫

QT ∩{ym>ξ}

|Dzu|
q
q(ym − ξ)s0 dz dt = M2Es0

(ξ).

Îòæå, ç (13) âèïëèâà¹ îöiíêà

Fs0
(ξ) 6 M1M2Es0

(ξ). (14)

Âèêîðèñòà¹ìî ëåìó À.1 [24℄

∫

Rn∩{ym>ξ}

|u|q(ym − ξ)s0−q dz 6 M3




∫

Rn∩{ym>ξ}

|Dzu|
q
q(ym − ξ)s0−q dz




a0

×

×




∫

Rn∩{ym>ξ}

|u|2(ym − ξ)s0−q dz




(1−a0)q/2

, (15)
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äå ñòàëà M3 çàëåæèòü âiä n, q. Îòæå, ç (13), âðàõîâóþ÷è (15) i (14), îòðèìà¹ìî

Es0
(ξ) 6 M1M2M3T

1−a0 [Es0−q(ξ)]
a0+(1−a0)q/2

. (16)

Òîäi íà ïiäñòàâi ëåìè À.4 [24℄ ç (16) âèïëèâà¹ îöiíêà

ωm(T ) 6 Sm(T ) + (ν0 − s0 + q + 1)M
1/[(ϑ0−1)(ν0−s0+q)]
4 ×

×T (1−a0)/[(ϑ0−1)(ν0−s0+q)] [E0(0)]
1/(ν0−s0+q)

,

äå M4 = M1M2M3. Îòæå, òåîðåìó äîâåäåíî.

Çàóâàæåííÿ 1. Íåõàé u0 ìà¹ îáìåæåíèé íîñié çà çìiííîþ ym, fα (|α| = 2),
gβ (|β| 6 1) ìàþòü îáìåæåíi íîñi¨ çà çìiííîþ ym ìàéæå äëÿ âñiõ t ∈ (0, T ). Òî-
äi íà ïiäñòàâi òåîðåìè 2 u(·, T ) ìà¹ îáìåæåíèé íîñié çà çìiííîþ ym.

Íåõàé u � óçàãàëüíåíèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i (1), (2). Ïðèéìåìî

ωk(T ) = sup
xk∈R

{z ∈ suppu(·, T )}, Sk,f (T ) = sup
xk∈R

{z ∈ supp f, t ∈ (0, T )},

Sk(T ) = sup {Sk,f (T ) ; ωk(0)} Es(ξ) =

∫

QT ∩{xk>ξ}

(
|Dzu|

q
q + |D2

xu|qq
)
(xk − ξ)s dz dt,

a =
q − 2

2q

(
q − 2

2q
+

1

n + [q] + 1

)−1

.

Òåîðåìà 3. Íåõàé âèêîíóþòüñÿ óìîâè (A), (B), (C), (F), (U), Sm(T ) < ∞, p = q.

Òîäi iñíó¹ òàêå x0
k, ùî

E0(ξ) 6 µ exp

[
−

ξ − x0
k

µ(1 + T 1−a)1/q

]

ïðè

ξ > max {(1 + T 1−a)1/q ; x0
k},

äå ñòàëà µ çàëåæèòü âiä n, q, A0, A1, B0, B1. Çîêðåìà, ÿêùî p = q = 2, òî

x0
k = Sk(T ).

Äîâåäåííÿ. Âèáåðåìî

ρ(xk) =

{
(xk − ξ)s, xk > ξ,

0, xk < ξ,

äå ξ > Sk(T ), s = [q]+ q +1. Òîäi çàëèøà¹òüñÿ ïðàâèëüíîþ ðiâíiñòü (11). Íà ïiäñòàâi
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óìîâ (A), (B), (C) ç (11) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

sup
t∈[0,T ]

1

2

∫

Rn

|u(z, t)|2ρ(xk) dz +

∫

QT

[
A0|D

2
xu|qq + B0|Dzu|

q
q + C0|u|

r

]
ρ dz dt 6

6

∫

QT∩{xk>ξ}



sA1

∑

|α|=2

|Dα
x u|q−1|uxk

|(xk − ξ)s−1+

+s(s − 1)A1

∑

|α|=2

|Dα
xu|q−1|u|(xk − ξ)s−2 + sB1

∑

|β|=1

|Dβ
z u|q−1|u|(xk − ξ)s−1



 dz dt.

(17)

Ïîçíà÷èìî

Fs(ξ) = sup
t∈[0,T ]

1

2

∫

Rn∩{xk−ξ}

|u(z, t)|2(xk − ξ)s dz,

Es(ξ) =

∫

QT ∩{xk−ξ}

|Dzu|
q
q(xk − ξ)s dz dt.

Âèêîðèñòîâóþ÷è íåðiâíiñòü �åëüäåðà i íåðiâíiñòü Õàðäi [24, ëåìà À.2℄, ïðàâó

÷àñòèíó (17) ìîæíà îöiíèòè âèðàçîì

∫

QT

[
s2δ1A1

q′
|D2

xu|qq +
sδ2B1

q′
|Dzu|

q
q

]
ρ dz dt+

+

∫

QT ∩{xk>ξ}

[(
s(s − 1)k2A1

qδ
q/q′

1

(
q

s − 2q + 1

)q

+
sk2A1

qδ
q/q′

1

)
|Dzu|

q
q +

sB1

qδ
q/q′

2

|u|q

]
×

×(xk − ξ)s−q dz dt,

δ1 > 0, δ2 > 0. Âèáåðåìî δ1 i δ2 ç óìîâ A0 −
s2δ1A1

q′
= A0

2 , B0 −
sδ2B1

q′
= B0

2 . Òîäi ç (17)

îäåðæèìî íåðiâíiñòü

Fs(ξ) + Es(ξ) 6 µ1


Es−q(ξ) +

∫

QT ∩{xk>ξ}

|u|q(xk − ξ)s−q dz dt


 , (18)

äå ñòàëà µ1 çàëåæèòü âiä A0, A1, B0, B1, q, k.

Íà ïiäñòàâi ëåìè À.1 [24℄

∫

Rn∩{xk>ξ}

|u|q(xk − ξ)s−q dz 6 µ2




∫

Rn∩{xk>ξ}

|Dzu|
q
q(xk − ξ)s−q dz




a

×

×




∫

Rn∩{xk>ξ}

|u|2(xk − ξ)s−q dz




(1−a)/2

, (19)
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ïðè÷îìó ñòàëà µ2 çàëåæèòü âiä n, q. Iíòåãðóþ÷è (19) çà çìiííîþ t íà ïðîìiæêó [0, T ]
i çàñòîñîâóþ÷è íåðiâíiñòü �åëüäåðà, îäåðæèìî

∫

QT ∩{xk>ξ}

|u|q(xk − ξ)s−q dz dt 6 T 1−a [Es−q(ξ)]
a
[Fs−q(ξ)]

(1−a)q/2
. (20)

Êðiì òîãî, íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi �åëüäåðà i íåðiâíîñòi Õàðäi [24, ëåìà À.2℄ ïðàâó

÷àñòèíó (17) ìîæíà îöiíèòè âèðàçîì

µ3

∫

QT

(|D2
xu|qq + |Dzu|

q
q)ρ dz dt.

Òîìó ç (17) ìàòèìåìî îöiíêó

Fs(ξ) 6 µ4E∫ (ξ). (21)

Ñòàëi µ3, µ4 çàëåæàòü âiä A0, A1, B0, B1, q, n. Îñêiëüêè Es(ξ) 6 Es(ξ), òî çãiäíî ç

(18), (20), (21) îòðèìà¹ìî

Es(ξ) 6 µ5

[
Es−q(ξ) + T 1−a (Es−q(ξ))

a+(1−a)q/2
]
, (22)

äå ñòàëà µ5 çàëåæèòü âiä A0, A1, B0, B1, q, n. Çàçíà÷èìî, ùî a +
(1 − a)q

2
> 1 i Es

ñïàäà¹ ïðè çðîñòàííi ξ. Òîìó iñíó¹ òàêå x0
k, ùî

(Es−q(ξ))
a+(1−a)q/2

6 Es(ξ)

äëÿ âñiõ ξ > x0
k. Îòæå, ç (22) âèïëèâà¹ íåðiâíiñòü

Es(ξ) 6 µ5(1 + T 1−a)Es−q(ξ), ξ > x0
k. (23)

Íà ïiäñòàâi íåðiâíîñòi �åëüäåðà ìà¹ìî

E1(ξ) 6




∫

QT ∩{xk>ξ}

|D2
xu|qq(xk − ξ)s dz dt




1/s


∫

QT ∩{xk>ξ}

|D2
xu|qq dz dt




1−1/s

+

+




∫

QT ∩{xk>ξ}

|Dzu|
q
q(xk − ξ)s dz dt




1/s


∫

QT ∩{xk>ξ}

|Dzu|
q
q dz dt




1−1/s

6

6 2 [Es(ξ)]
1/s

[E0(ξ)]
1−1/s

. (24)

Àíàëîãi÷íî îäåðæèìî íåðiâíiñòü

Es−q(ξ) 6 2 [Es(ξ)]
1−q/s

[E0(ξ)]
q/s

. (25)

Îòæå, âðàõîâóþ÷è (25), ç (23) ìàòèìåìî îöiíêó

Es(ξ) 6 2µ5(1 + T 1−a) [Es(ξ)]
1−q/s

[E0(ξ)]
q/s

,
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òîáòî

Es(ξ) 6 [2µ5(1 + T 1−a)]s/qE0(ξ). (26)

Òîäi íà ïiäñòàâi (26) ç (24) îäåðæèìî

E1(ξ) 6 µ6(1 + T 1−a)1/qE0(ξ), (27)

äå µ6 = 2(2µ5)
1/q.

Îñêiëüêè E ′
1(ξ) = −E0(ξ), òî (27) íàáóâà¹ âèãëÿäó

E ′
1(ξ) 6 −

1

µ6(1 + T 1−a)1/q
E1(ξ),

çâiäêè

E1(ξ) 6 E1(x
0
k) exp

[
ξ − x0

k

µ6(1 + T 1−a)1/q

]
, ξ > x0

k. (28)

Çàçíà÷èìî, ùî E1(ξ) > ξE0(ξ). Òîìó, âðàõîâóþ÷è (27), ç (28) îäåðæèìî

ξE0(ξ) 6 µ6(1 + T 1−a)1/qE0(x
0
k) exp

[
ξ − x0

k

µ6(1 + T 1−a)1/q

]
, ξ > x0

k.

Âèáèðàþ÷è ξ > max {(1 + T 1−a)1/q ; x0
k}, îòðèìó¹ìî òâåðäæåííÿ òåîðåìè. Çîêðåìà,

ÿêùî p = q = 2, òî x0
k = Sk(T ).
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ON A SUPPORT OF A SOLUTION CAUCHY PROBLEM

FOR THE NONLINEAR 2B-PARABOLIC EQUATION

Oles' KORKUN, Serhiy LAVRENIUK

Ivan Franko National University of L'viv,

79000, L'viv, Universitetska Str., 1

There is 
onsidered Cau
hy problem for the equation

ut +
∑

|α|=2

Dα
x (aα(z, t, u, Dxu, D2

xu))−
∑

|β|=1

Dβ
z (bβ(z, t, u, Dzu)) + c(z, t, u) = f.

Conditions of the existen
e and uniqueness of a generalized solution and 
ompa
tness

of a support are obtained.

Key words: 2b-paraboli
 equation, Cau
hy problem.
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