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Äîâåäåíî, ùî ëîêàëüíî ñòóïií÷àòà ãðóïà ç óìîâîþ ìiíiìàëüíîñòi äëÿ ïiä-

ãðóï, ÿêi íå ¹ ðîçøèðåííÿìè àáåëåâèõ ãðóï çà äîïîìîãîþ ÷åðíiêîâñüêèõ ãðóï

(âiäïîâiäíî ÷åðíiêîâñüêèõ ãðóï çà äîïîìîãîþ àáåëåâèõ ãðóï) ¹ ðîçøèðåííÿì

àáåëåâî¨ ãðóïè çà äîïîìîãîþ ÷åðíiêîâñüêî¨ ãðóïè (âiäïîâiäíî ÷åðíiêîâñüêî¨ ãðó-

ïè çà äîïîìîãîþ àáåëåâî¨ ãðóïè). Òàêîæ ç'ÿñîâàíî, ùî ëîêàëüíî ñòóïií÷àñòà

ïåðiîäè÷íà íåäîñêîíàëà ãðóïà, âñi âëàñíi íîðìàëüíi ïiäãðóïè ÿêî¨ ¹ ðîçøèðåí-

íÿìè àáåëåâèõ ãðóï çà äîïîìîãîþ ÷åðíiêîâñüêèõ ãðóï, ñàìà ¹ òàêîþ.

Êëþ÷îâi ñëîâà: àáåëåâà ãðóïà, ÷åðíiêîâñüêà ãðóïà, óìîâà ìiíiìàëüíîñòi,

ðîçøèðåííÿ ãðóïè.

1. Îñíîâíi ðåçóëüòàòè. Íåõàé χ � òåîðåòèêî-ãðóïîâà âëàñòèâiñòü, ÿêó óñïàä-

êîâóþòü ïiäãðóïè. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî G çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ìiíiìàëüíîñòi äëÿ íå

χ-ïiäãðóï (êîðîòêî Min-χ), ÿêùî êîæåí ñòðîãî ñïàäíèé ëàíöþã

G = G0 > G1 > . . . > Gn > . . . (1)

íå χ-ïiäãðóï Gi ÷åðåç ñêií÷åííó êiëüêiñòü êðîêiâ îáðèâà¹òüñÿ, òîáòî çíàéäåòüñÿ òàêå

íàòóðàëüíå ÷èñëî m, ùî Gn � χ-ãðóïà äëÿ âñiõ n ≥ m. Êîæíà ìiíiìàëüíà íå χ-ãðóïà
(òîáòî íå χ-ãðóïà, êîæíà âëàñíà ïiäãðóïà ÿêî¨ ¹ χ-ãðóïîþ) çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Min-

χ.
Íàãàäà¹ìî, ùî ČA-ãðóïîþ (âiäïîâiäíî AČ-ãðóïîþ) íàçèâà¹òüñÿ ãðóïà, ÿêà ¹ ðîç-

øèðåííÿì ÷åðíiêîâñüêî¨ (âiäïîâiäíî àáåëåâî¨) ãðóïè çà äîïîìîãîþ àáåëåâî¨ (âiäïî-

âiäíî ÷åðíiêîâñüêî¨) ãðóïè. ßê âèçíà÷èëè Õ. Îòàë i Õ. Ïåíà [1, òåîðåìà 1℄, ìiíi-

ìàëüíèõ íå ČA-ãðóï ó êëàñi ëîêàëüíî ñòóïií÷àñòèõ ãðóï íå iñíó¹. Àíàëîãi÷íî çà

òåîðåìîþ 2 ç [1℄ i òåîðåìîþ C iç [2℄ ìiíiìàëüíèõ íå AČ-ãðóï ó êëàñi ëîêàëüíî ñòó-

ïií÷àñòèõ ãðóï íå iñíó¹. Ïîäiáíèé ðåçóëüòàò äëÿ NČ-ãðóï âèïëèâà¹ ç òåîðåìè A [2℄

i òåîðåìè 1.3 [3℄, òîáòî ëîêàëüíî ñòóïií÷àñòà ãðóïà, âñi âëàñíi ïiäãðóïè ÿêî¨ ¹ NČ-
ãðóïàìè, ñàìà ¹ òàêîþ. �ðóïè, áàãàòi íà NČ-ïiäãðóïè, çîêðåìà ðîçãëÿäàëè â ñòàòòi

[4℄.
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Ó öié ñòàòòi âèâ÷à¹ìî ãðóïè ç óìîâîþ ìiíiìàëüíîñòi äëÿ íå ČA-ïiäãðóï Min-ČA é

óìîâîþ ìiíiìàëüíîñòi äëÿ íå AČ-ïiäãðóï Min-AČ. Ìè îòðèìàëè äåÿêå ðîçøèðåííÿ

öèõ ðåçóëüòàòiâ i äîâåëè òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé G � ëîêàëüíî ñòóïií÷àñòà ãðóïà.

1. �ðóïà G çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ìiíiìàëüíîñòi äëÿ íå ČA-ïiäãðóï Min-ČA òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè G � ČA-ãðóïà.

2. �ðóïà G çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó ìiíiìàëüíîñòi äëÿ íå AČ-ïiäãðóï Min-AČ òîäi

i òiëüêè òîäi, êîëè G � AČ-ãðóïà.

Íàãàäà¹ìî, ùî ãðóïà, ÿêà ¹ ðîçøèðåííÿì íiëüïîòåíòíî¨ ãðóïè çà äîïîìîãîþ ÷åð-

íiêîâñüêî¨ ãðóïè, êîðîòêî íàçèâà¹òüñÿ NČ-ãðóïîþ.

Òåîðåìó 2 iç [1℄ óçàãàëüíþ¹ òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 2. 1. Íåõàé G � íåäîñêîíàëà ïåðiîäè÷íà ëîêàëüíî ñòóïií÷àñòà ãðó-

ïà. ßêùî âñi âëàñíi íîðìàëüíi ïiäãðóïè iç G ¹ AČ-ãðóïàìè, òî G � AČ-ãðóïà.

2. Íåõàé G � íåäîñêîíàëà ëîêàëüíî ñòóïií÷àñòà ãðóïà. ßêùî âñi ¨¨ âëàñíi íîð-

ìàëüíi ïiäãðóïè ¹ NČ-ãðóïàìè, òî G � NČ-ãðóïà.

Iç öüîãî òâåðäæåííÿ ëåãêî âèïëèâà¹ íàñëiäîê.

Íàñëiäîê 1. Íåõàé G � ëîêàëüíî ñòóïií÷àòà ãðóïà.

1. ßêùî G íå ¹ ČA-ãðóïîþ, òî âîíà ìà¹ íåñêií÷åííèé ñòðîãî ñïàäíèé ëàíöþã

ïiäãðóï, ÿêi íå ¹ ČA-ãðóïàìè.

2. ßêùî G íå ¹ AČ-ãðóïîþ, òî âîíà ìà¹ íåñêií÷åííèé ñòðîãî ñïàäíèé ëàíöþã

ïiäãðóï, ÿêi íå ¹ AČ-ãðóïàìè.

Íàãàäà¹ìî, ùî ãðóïà G íàçèâà¹òüñÿ ëîêàëüíî ñòóïií÷àñòîþ, ÿêùî êîæíà íåîäè-

íè÷íà ñêií÷åííî ïîðîäæåíà ïiäãðóïà ç G ìiñòèòü âëàñíó ïiäãðóïó ñêií÷åííîãî ií-

äåêñó. ßê âiäîìî, êëàñ ëîêàëüíî ñòóïií÷àñòèõ ãðóï äîñòàòíüî øèðîêèé; âií ìiñòèòü,

çîêðåìà, ëîêàëüíî ðîçâ'ÿçíi ãðóïè. ßêùî êîìóòàíò G′
âiäìiííèé âiä ãðóïè G, òî G

íàçèâà¹òüñÿ äîñêîíàëîþ.

Âñi iíøi îçíà÷åííÿ òà �àêòè çàãàëüíîïðèéíÿòi i ¨õ ìîæíà çíàéòè â [5℄ i [6℄.

2. Äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ. Äîâåäåííþ òâåðäæåíü ïåðåäó¹ ëåìà.

Ëåìà 1. Íåõàé G � ãðóïà, H � ¨¨ ïiäãðóïà, à χ � òåîðåòèêî-ãðóïîâà âëàñòèâiñòü,

ÿêà óñïàäêîâó¹òüñÿ ïiäãðóïàìè. ßêùî G çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Min-χ, òî ïðàâèëüíi

òàêi òâåðäæåííÿ:

1) H çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Min-χ;

2) ÿêùî H ✁ G, òî �àêòîð-ãðóïà G/H çàäîâîëüíÿ¹ Min-χ;

3) ÿêùî H ✁ G i H íå ¹ χ-ãðóïîþ, òî �àêòîð-ãðóïà G/H çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

ìiíiìàëüíîñòi äëÿ ïiäãðóï Min.
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Äîâåäåííÿ. Íåõàé G � ãðóïà ç óìîâîþ Min-χ.
1. Îñêiëüêè êîæåí ñòðîãî ñïàäíèé ëàíöþã íå χ-ïiäãðóï iç H ¹ îäíî÷àñíî ñòðîãî

ñïàäíèì ëàíöþãîì íå χ-ïiäãðóï iç G, òî âií îáðèâà¹òüñÿ.

2. ßêùî

G1/H > G2/H > . . . > Gn/H > . . .

� ÿêèé-íåáóäü ñòðîãî ñïàäíèé ëàíöþã íå χ-ïiäãðóï iç G/H , òî (1) � ñòðîãî ñïàäíèé
ëàíöþã íå χ-ïiäãðóï ãðóïè G, òîìó âií îáðèâà¹òüñÿ. ßê íàñëiäîê, ëàíöþã (1) òàêîæ
îáðèâà¹òüñÿ.

3. Íåõàé H � íîðìàëüíà ïiäãðóïà ãðóïè G i H íå ¹ χ-ãðóïîþ. ßêùî �àêòîð-ãðóïà
G = G/H íå çàäîâîëüíÿ¹ Min i ìà¹ íåñêií÷åííèé ñòðîãî ñïàäíèé ëàíöþã {Gi|i ∈ N}
ïiäãðóï Gi, òî G ìà¹ òàêîæ íåñêií÷åííèé ñòðîãî ñïàäíèé ëàíöþã {Gi|i ∈ N} íå

χ-ïiäãðóï Gi, äå Gi � ïîâíèé ïðîîáðàç ïiäãðóïè Gi â ãðóïi G, à öå ïðèçâîäèòü äî

ñóïåðå÷íîñòi. Ëåìà äîâåäåíà.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 1. (⇐) î÷åâèäíî.

(⇒) Íåõàé G çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó Min-ČA (âiäïîâiäíî Min-AČ). Ïðèïóñòèìî, ùî
G íå ¹ ČA-ãðóïîþ (âiäïîâiäíî AČ-ãðóïîþ). Òîäi G ìà¹ ñêií÷åííèé ñòðîãî ñïàäíèé

ëàíöþã (1) ïiäãðóï Gi, ÿêi íå ¹ ČA-ãðóïàìè (âiäïîâiäíî AČ-ãðóïàìè), äå n ≥ 0,
a i = 0, 1, . . . , n, ïðè÷îìó âñi âëàñíi ïiäãðóïè ç Gn ¹ ČA-ãðóïàìè (âiäïîâiäíî AČ-
ãðóïàìè). Àëå öå íåìîæëèâî ç îãëÿäó íà òåîðåìó 1 iç [1℄ (âiäïîâiäíî íà òåîðåìó 2

iç [1℄, òåîðåìó À iç [2℄ i òåîðåìó 1.3 iç [3℄). Îòðèìàíà ñóïåðå÷íiñòü çàñâiä÷ó¹, ùî G �

ČA-ãðóïà (âiäïîâiäíî AČ-ãðóïà). Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.

Íàãàäà¹ìî, ùî ãðóïà G, â ÿêié êîæíi äâi âëàñíi ïiäãðóïè A i B çíîâó ïîðîäæóþòü

âëàñíó ïiäãðóïó 〈A, B〉 â G, íàçèâà¹òüñÿ íåðîçêëàäíîþ.

Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ 2.

1. ßêùî �àêòîð-ãðóïà G/G′
ðîçêëàäíà, òî G = AB � äîáóòîê ñâî¨õ äâîõ âëàñ-

íèõ íîðìàëüíèõ ïiäãðóï A i B. Ïîçàÿê çà òâåðäæåííÿì 2.2 iç [1℄ A (âiäïîâiäíî

B) ìiñòèòü õàðàêòåðèñòè÷íó àáåëåâó ïiäãðóïó A1 (âiäïîâiäíî B1) ç ÷åðíiêîâñüêîþ

�àêòîð-ãðóïîþA/A1 (âiäïîâiäíîB/B1), òî A1B1✁G i G/A1B1 � ÷åðíiêîâñüêà ãðóïà.

Àëå A1B1 � íiëüïîòåíòíà AČ-ãðóïà, ÿêà çíîâó çà òâåðäæåííÿì 2.2 iç [1℄ ìà¹ òàêó õà-

ðàêòåðèñòè÷íó (à, îòæå, íîðìàëüíó â ãðóïi G) ïiäãðóïó A2, ùî G/A2 � ÷åðíiêîâñüêà

ãðóïà. Òîìó G � AČ-ãðóïà.
Òåïåð íåõàé G/G′

� íåðîçêëàäíà ãðóïà. Çà ëåìîþ 2 iç [7℄ G/G′
� öèêëi÷íà àáî êâà-

çiöèêëi÷íà p-ãðóïà äëÿ äåÿêîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p. Çíîâó çàñòîñîâóþ÷è òâåðäæåííÿ

2.2 iç [2℄ äî ïiäãðóïè G′
, îòðèìó¹ìî, ùî G � AČ-ãðóïà.

2. Íåõàé ó ãðóïi G âñi âëàñíi íîðìàëüíi ïiäãðóïè ¹ NČ-ãðóïàìè. ßêùî �àêòîð-
ãðóïà G/G′

íåðîçêëàäíà, òî ç îãëÿäó íà ëåìó 2 iç [7℄ âîíà ÷åðíiêîâñüêà. Ïðèïóñòèìî,

ùî �àêòîð-ãðóïàG/G′
ðîçêëàäíà. Òîäi âîíà ¹ äîáóòêîì äâîõ ñâî¨õ âëàñíèõ íîðìàëü-

íèõ ïiäãðóï, êîæíà ç ÿêèõ ¹ NČ-ãðóïîþ. ßê íàñëiäîê, ãðóïà G ìà¹ ÷åðíiêîâñüêèé

ãîìîìîð�íèé îáðàç. Îòæå, â îáîõ âèïàäêàõ ãðóïà G ìiñòèòü òàêó íîðìàëüíó ïiäãðó-

ïó S, ùî �àêòîð-ãðóïà G/S ÷åðíiêîâñüêà. Çà ëåìîþ 4.7 iç [8℄ íîðìàëüíå çàìèêàííÿ

SG =< Sg|g ∈ G > � íiëüïîòåíòíà ïiäãðóïà â G. Îñêiëüêè �àêòîð-ãðóïà G/SG

÷åðíiêîâñüêà, òî G � NČ-ãðóïà.
Òâåðäæåííÿ äîâåäåíî.
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We prove that a loally graded group with the minimal ondition on

non-�abelian-by-

�

Cernikov� (respetively non-�

�

Cernikov-by-abelian�) subgroups are

abelian-by-

�

Cernikov ( respetively

�

Cernikov-by-abelian). We obtain that a loally

graded torsion non-perfet group with proper abelian-by-

�

Cernikov normal subgroups

is also abelian-by-

�

Cernikov.
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