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Ìîäè�iêîâàíî óçàãàëüíåíi ïîðÿäêè Øåðåìåòè i çàçíà÷åíî ¨õí¹ çàñòîñóâàí-

íÿ äî âèâ÷åííÿ àñèìïòîòè÷íîãî ïîâîäæåííÿ öiëèõ �óíêöié, çàäàíèõ ñòåïåíåâè-

ìè ðÿäàìè àáî ðÿäàìè Äiðiõëå.

Êëþ÷îâi ñëîâà: öiëà �óíêöiÿ, ðÿä Äiðiõëå, óçàãàëüíåíèé ïîðÿäîê.

1. Ôîðìóëþâàííÿ ðåçóëüòàòiâ. Çðîñòàííÿ öiëî¨ �óíêöi¨

f(z) =

∞
∑

n=0

anzn
(1)

îòîòîæíþþòü çi çðîñòàííÿì ¨¨ ìàêñèìóìó ìîäóëÿ Mf(r) = max{|f(z)| : |z| = r},
à äëÿ õàðàêòåðèñòèêè çðîñòàííÿ Mf (r) ïåðåâàæíî âèêîðèñòîâóþòü ïîðÿäîê

̺[f ] = lim
r→+∞

ln ln Mf (r)

ln r
. Çà òåîðåìîþ Àäàìàðà [1℄ ̺[f ] = lim

n→∞

n ln n

− ln |an|
. Äëÿ

õàðàêòåðèñòèêè çðîñòàííÿ Mf(r) ó âèïàäêó, êîëè ̺[f ] = 0, Ï. Êàìñåí [2℄ ââiâ

ëîãàðè�ìi÷íèé ïîðÿäîê p[f ] = lim
r→+∞

ln ln Mf (r)

ln ln r
i çà óìîâè p[f ] > 1 äîâiâ, ùî

p[f ] = lim
n→∞

ln n

ln

(

1

n
ln

1

|an|

) + 1.

Äëÿ öiëèõ �óíêöié íåñêií÷åííîãî ïîðÿäêó çðîñòàííÿ Mf(r) âèâ÷àþòü çà äîïî-

ìîãîþ äîñêîíàëiøèõ øêàë çðîñòàííÿ. À. Øüîíãà å [3℄ ïîðiâíþâàâ äåÿêó iòåðàöiþ

ëîãàðè�ìà âiä Mf(r) ç iíøîþ iòåðàöi¹þ ëîãàðè�ìà âiä r. �.À. Ôðiäìàí [4℄ iòåðàöi¨

âiä ln Mf (r) ïîðiâíþâàâ ç äîñèòü ïðàâèëüíî çðîñòàþ÷èìè �óíêöiÿìè âiä r. Íàéçà-
ãàëüíiøó øêàëó çðîñòàííÿ ââiâ Ì.Ì. Øåðåìåòà [5℄.

×åðåç L ïîçíà÷èìî êëàñ äîäàòíèõ íåïåðåðâíèõ çðîñòàþ÷èõ äî +∞ íà [0, +∞)
�óíêöié i, ÿê â [5℄, áóäåìî ãîâîðèòè, ùî α ∈ L0

, ÿêùî α((1+ o(1))x) = (1+ o(1))α(x)
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ïðè x → +∞, i α ∈ L
ïç

, ÿêùî α(cx) ∼ α(x) ïðè x → +∞ äëÿ áóäü-ÿêîãî c ∈ (0, +∞),
òîáòî α � ïîâiëüíî çðîñòàþ÷à �óíêöiÿ.

Äëÿ α ∈ L i β ∈ L óçàãàëüíåíèì ïîðÿäêîì öiëî¨ �óíêöi¨ f íàçèâà¹òüñÿ

âåëè÷èíà ̺αβ [f ] = lim
r→+∞

α(ln Mf(r))

β(ln r)
. Â [5℄ äîâåäåíî òàêå: ÿêùî α ∈ L

ïç

,

β ∈ L0
i

dβ−1(cα(x))

d ln x
= O(1) ïðè x → +∞ äëÿ áóäü-ÿêîãî c ∈ (0, +∞), òî

̺αβ [f ] = lim
n→∞

α(n)

β

(

1

n
ln

1

|an|

)
. Äëÿ öiëèõ �óíêöié íóëüîâîãî ïîðÿäêó óçàãàëü-

íåíèé ïîðÿäîê ̺α[f ] = lim
r→+∞

α(ln ln Mf (r))

α(ln ln r)
ââåäåíî â [6℄, äå äîâåäåíî òàêå:

ÿêùî α ∈ L
ïç

i 0 6
dα−1(cα(x))

dx
6 AeBα−1(cα(x))

äëÿ áóäü-ÿêîãî c ∈ (0, +∞),

âñiõ x > x0(c) òà äåÿêèõ äîäàòíèõ ñòàëèõ A i B, òî ̺α[f ] = max{1, kα[f ]}, äå

kα[f ] = lim
n→∞

α(ln n)

α

(

ln

(

1

n
ln

1

|an|

))
. Íåâàæêî ïîêàçàòè, ùî ̺α = max{1, ˆ̺α[f ]}, äå

ˆ̺α[f ] = lim
r→+∞

1

α(ln ln r)
α

(

ln
ln Mf (r)

ln r

)

.

Òîìó âèíèêàþòü ïèòàííÿ.

Ïðîáëåìà . ×è ïðàâèëüíà ðiâíiñòü ˆ̺α[f ] = kα[f ] i, ç îãëÿäó íà îçíà÷åííÿ ˆ̺α[f ],
ÿê çìiíÿòüñÿ íàâåäåíi ðåçóëüòàòè Æ. Àäàìàðà, Ï. Êàìñåíà òà Ì.Ì. Øåðåìåòè,

ÿêùî çðîñòàííÿ öiëî¨ �óíêöi¨ âèìiðÿòè íå â òåðìiíàõ ln Mf (r), à â òåðìiíàõ

ln Mf(r)

ln r
(çàóâàæèìî, ùî

ln Mf(r)

ln r
→ +∞ (r → +∞) äëÿ òðàíñöåíäåíòíî¨ öiëî¨

�óíêöi¨), òîáòî óçàãàëüíåíèé ïîðÿäîê öiëî¨ �óíêöi¨ (1) ââåñòè ó âèãëÿäi

ˆ̺αβ [f ] = lim
r→+∞

1

β(ln r)
α

(

ln Mf(r)

ln r

)

?

Âiäïîâiäü íà öi ïèòàííÿ äà¹ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. ßêùî α ∈ L
ïç

i β ∈ L0
, òî ˆ̺αβ [f ] = lim

n→∞

α(n)

β

(

1

n
ln

1

|an|

)
.

Öÿ òåîðåìà ¹ áåçïîñåðåäíiì íàñëiäêîì äîâåäåíî¨ íèæ÷å òåîðåìè 2 äëÿ öiëèõ ðÿäiâ

Äiðiõëå. Äëÿ öiëîãî (àáñîëþòíî çáiæíîãî â C) ðÿäó Äiðiõëå

F (s) =

∞
∑

n=0

anesλn , s = σ + it, (2)

çi çðîñòàþ÷îþ äî +∞ ïîñëiäîâíiñòþ íåâiä'¹ìíèõ ïîêàçíèêiâ λn ïðèéìåìî M(σ, F ) =
= sup{|F (σ + it)| : t ∈ R}. Æ. �iòò [7℄, óçàãàëüíþþ÷è òåîðåìó Àäàìàðà, ââiâ R-

ïîðÿäîê ̺R = lim
σ→+∞

ln ln M(σ, F )

σ
i çà óìîâè ln n = O(λn) (n → ∞) äîâiâ, ùî

̺R = lim
n→∞

λn ln λn

− ln |an|
. À. Àçïiòià [8℄ ïîêàçàâ, ùî öÿ ðiâíiñòü ¹ ïðàâèëüíîþ çà óìîâè
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ln n = o(λn ln λn), n → ∞. Óçàãàëüíåíi ïîðÿäêè ̺αβ [F ] = lim
σ→+∞

α(ln M(σ, F ))

β(σ)
ââå-

äåíi â [9℄, äå, çîêðåìà, äîâåäåíî òàêå: ÿêùî α ∈ L
ïç

, β ∈ L0
,

dβ−1(cα(x))

d ln x
= O(1)

(x → +∞) i ln n = o(λnβ−1(cα(λn))) äëÿ áóäü-ÿêîãî c ∈ (0, +∞), òî ̺αβ [F ] =

= lim
n→∞

α(λn)

β

(

1

λn

ln
1

|an|

)
. ßêùî æ óçàãàëüíåíèé ïîðÿäîê öiëîãî ðÿäó Äiðiõëå îçíà-

÷èòè ó âèãëÿäi ˆ̺αβ [F ] = lim
σ→+∞

1

β(σ)
α

(

ln M(σ, F )

σ

)

, òî ïðàâèëüíà òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìà 2. ßêùî α ∈ L
ïç

, β ∈ L0
i ln n = o(λnβ−1(cα(λn))), n → ∞, äëÿ êîæíîãî

c ∈ (0, +∞), òî ˆ̺αβ [F ] = kαβ [F ] =: lim
n→∞

α(λn)

β

(

1

λn

ln
1

|an|

)
.

Ïðèéìåìî M1(σ, F ) =

∞
∑

n=0

|an| exp{σλn}. Âèâ÷åííþ çâ'ÿçêó ìiæ çðîñòàííÿì

M(σ, F ) i M1(σ, F ) ïðèñâÿ÷åíî ïðàöi [10-12℄. Çîêðåìà, â [12℄ äîâåäåíî òàêå: ÿêùî

ïîêàçíèêè öiëîãî ðÿäó Äiðiõëå ñêií÷åííîãî R-ïîðÿäêó ̺R çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

lim
n→∞

ln n

ln λn

6 τ < +∞, òî lim
σ→+∞

ln M1(σ, F ) − ln M(σ, F )

σ
6

τ̺R

2
.

Çàñòîñóâàííÿ óçàãàëüíåíèõ ïîðÿäêiâ äà¹ òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3. ßêùî α ∈ L
ïç

, β ∈ L0
i ln n = o(λnβ−1(cα(λn))), n → ∞, äëÿ êîæíîãî

c ∈ (0, +∞), òî lim
n→∞

1

β(σ)
α

(

ln M1(σ, F ) − ln M(σ, F )

σ

)

6 ˆ̺αβ [F ].

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ öiëèõ ðÿäiâ Äiðiõëå ñêií÷åííîãî R-ïîðÿäêó ̺R ç òåîðåìè 3

îòðèìó¹ìî îöiíêó lim
σ→+∞

1

σ
ln ln

M1(σ, F )

M(σ, F )
6 ̺R, ÿêà ¹ çíà÷íî ãiðøîþ âiä íàâåäåíî¨

âèùå îöiíêè ç [12℄, àëå âîíà âèêîíó¹òüñÿ çà óìîâè ln n = o(λn ln λn), n → ∞, ÿêà ¹

çíà÷íî øèðøîþ âiä óìîâè ln n = O(ln λn), n → ∞.

2. Äîâåäåííÿ îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 2. Ïðèïóñòèìî, ùî ˆ̺αβ [F ] < +∞, i íåõàé µ(σ, F ) =
= max{|an| exp{σλn} : n > 0} � ìàêñèìàëüíèé ÷ëåí ðÿäó (2). Òîäi äëÿ áóäü-

ÿêîãî ̺ > ˆ̺αβ [F ] i âñiõ σ > σ0(̺), ç îãëÿäó íà íåðiâíiñòü Êîøi, ìà¹ìî ln |an|+ σλn ≤
≤ ln µ(σ, F ) 6 ln M(σ, F ) 6 σα−1(̺β(σ)) i, îòæå, ln |an| 6 σ(α−1(̺β(σ)) − λn) äëÿ
âñiõ n > 0 i σ > σ0(̺).

Âèáåðåìî σ = σn = β−1

(

1

̺
α(ελn)

)

, äå ε > 0 � äîâiëüíå ÷èñëî. Òîäi σn > σ0(̺)

äëÿ âñiõ n > n0(̺, ε) i, îòæå, ln |an| 6 −(1−ε)λnβ−1

(

1

̺
α(ελn)

)

äëÿ âñiõ n > n0(̺, ε),

òîáòî

α(ελn)

β

(

1

(1 − ε)λn

ln
1

|an|

) 6 ̺.
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Îñêiëüêè α ∈ L
ïç

, òî α(ελn) ∼ α(λn) ïðè n → ∞. Ç óìîâè β ∈ L0
âèïëèâà¹

(äèâ., íàïðèêëàä, [13℄), ùî lim
x→+∞

β((1 + ε)x)

β(x)
= A(ε) ց 1 (ε → 0). Òîìó ç îñòàííüî¨

íåðiâíîñòi çà ðàõóíîê äîâiëüíîñòi ε îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü kαβ [F ] 6 ̺. Çàâäÿêè äî-

âiëüíîñòi ̺ > ˆ̺αβ[F ], çâiäñè îäåðæó¹ìî íåðiâíiñòü kαβ [F ] 6 ˆ̺αβ [F ], ÿêà ¹ î÷åâèäíîþ,
ÿêùî ˆ̺αβ [F ] = +∞.

Ïðèïóñòèìî òåïåð âiä ñóïðîòèâíîãî, ùî kαβ [F ] < ˆ̺αβ[F ] i âèáåðåìî kαβ [F ] < ̺ <

< ˆ̺αβ [F ]. Òîäi äëÿ âñiõ n > n0(̺) ìà¹ìî ln |an| 6 −λnβ−1

(

1

̺
α(λn)

)

, òîáòî äëÿ

äîñèòü âåëèêèõ σ ìà¹ìî

ln µ(σ, F ) = max

{

max
n6n0(̺)

{ln |an| + σλn}, max
n>n0(̺)

{ln |an| + σλn}

}

6

6 max{K(̺)σ, ln µ∗(σ, F )}, (3)

äå ln µ∗(σ, F ) = max
n>n0(̺)

{

λn

(

σ − β−1

(

1

̺
α(λn)

))}

.

ßêùî n òàêå, ùî σ − β−1

(

1

̺
α(λn)

)

6 0, òî âèðàç ó �iãóðíèõ äóæêàõ âiä'¹ì-

íèé i îñêiëüêè lnµ∗(σ, F ) → +∞, σ → +∞, òî äëÿ öåíòðàëüíîãî iíäåê-

ñó ν∗(σ, F ) = max

{

n : λn

(

σ − β−1

(

1

̺
α(λn)

))

= ln µ∗(σ, F )

}

ìà¹ìî íåðiâíiñòü

σ − β−1

(

1

̺
α(λν∗(σ,F ))

)

> 0, òîáòî λν∗(σ,F ) 6 α−1(̺β(σ)), σ > σ0.

Âèêîðèñòîâóþ÷è âiäîìó ðiâíiñòü [14, . 17℄ ln µ∗(σ, F ) = ln µ∗(σ0, F )+

σ
∫

σ0

λν∗(t,F )dt,

îòðèìó¹ìî

ln µ∗(σ, F ) 6

σ
∫

σ0

α−1(̺β(t))dt + ln µ∗(σ0, F ) 6 α−1(̺β(σ))(σ − σ0) + ln µ∗(σ0, F ) =

= (1 + o(1))α−1(̺β(σ))σ, σ → +∞.

Çâiäñè i ç (3) âèïëèâà¹ òàêå: ÿêùî α ∈ L
ïç

i β ∈ L0
, òî

lim
σ→+∞

1

β(σ)
α

(

ln µ(σ, F )

σ

)

6 ̺. (4)

Îñêiëüêè ln n = o

(

λnβ−1

(

1

̺
α(λn)

))

ïðè n → ∞ i − ln |an| > λnβ−1

(

1

̺
α(λn)

)

(n > n0(̺)), òî h0 =: lim
n→∞

ln n

− ln |an|
= 0. Òîìó [14, . 23℄ äëÿ êîæíîãî ε ∈ (0, 1)

iñíó¹ ñòàëà A0(ε) > 0 òàêà, ùî äëÿ âñiõ σ > 0 ïðàâèëüíà íåðiâíiñòü M(σ, F ) 6

6 A0(ε)µ

(

σ

1 − ε
, F

)

, à ç îãëÿäó íà (4) é óìîâó α ∈ L
ïç

ˆ̺αβ[F ] 6 lim
σ→+∞

1

β(σ)
α

(

ln µ(σ/(1 − ε), F )

σ

)

= lim
σ→+∞

1

β((1 − ε)σ)
α

(

ln µ(σ, F )

σ

)

.
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Îñêiëüêè β ∈ L0
, òî, ÿê çàçíà÷àëîñü, îòðèìó¹ìî íåðiâíiñòü ˆ̺αβ [F ] 6 ̺, ùî íåìîæëè-

âî. Îòæå, ˆ̺αβ [F ] = kαβ [F ]. Òåîðåìó 2 äîâåäåíî.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 3. Ó âèïàäêó, êîëè ˆ̺αβ [F ] = +∞, òåîðåìà 3 î÷åâèäíà. ßêùî

æ ˆ̺αβ[F ] < +∞, òî äëÿ áóäü-ÿêîãî ̺ > ˆ̺αβ [F ] i âñiõ n > n0(̺) çà òåîðåìîþ 2

ìà¹ìî |an| 6 exp
{

−λnβ−1 (α(λn)/̺)
}

. Íåõàé n(t) =
∑

λn6t

1 � ëi÷èëüíà �óíêöiÿ ïîñëi-

äîâíîñòi. Çðîçóìiëî, ùî òîäi ln n(t) = o
(

tβ−1 (α(t)/̺)
)

ïðè t → +∞. Ïðèéìåìî

γ(σ) = α−1(̺β(σ(1 + ε))), ε > 0. Òîäi äëÿ âñiõ äîñèòü âåëèêèõ σ ìà¹ìî

∑

λn>γ(σ)

|an| exp{σλn} 6
∑

λn>γ(σ)

exp















−λnβ−1

(

1

̺
α(λn)

)









1 −
σ

β−1

(

1

̺
α(λn)

)























6

6
∑

λn>γ(σ)

exp















−λnβ−1

(

1

̺
α(λn)

)









1 −
σ

β−1

(

1

̺
α(γ(σ))

)























=

=
∑

λn>γ(σ)

exp

{

−
ελn

1 + ε
β−1

(

1

̺
α(λn)

)}

6

∞
∫

γ(σ)

exp

{

−
εt

1 + ε
β−1

(

1

̺
α(t)

)}

dn(t) 6

6

∞
∫

γ(σ)

n(t) exp

{

−
εt

1 + ε
β−1

(

1

̺
α(t)

)}

d

(

εt

1 + ε
β−1

(

1

̺
α(t)

))

6

6

∞
∫

γ(σ)

exp

{

ε

2(1 + ε)
tβ−1

(

α(t)

̺

)}

exp

{

−
εt

1 + ε
β−1

(

α(t)

̺

)}

d

(

εt

1 + ε
β−1

(

α(t)

̺

))

=

= 2

∞
∫

γ(σ)

exp

{

−
εt

2(1 + ε)
β−1

(

1

̺
α(t)

)}

d

(

εt

2(1 + ε)
β−1

(

1

̺
α(t)

))

= o(1), σ → +∞.

ßê âèäíî ç äîâåäåííÿ ëåìè 1 ç [12℄, M1(σ, F )6M(σ, F )
√

n(γ(σ))+
∑

λn>γ(σ)

|an|exp{σλn}.

Òîìó ln M1(σ, F ) − ln M(σ, F ) 6 1
2 ln n(γ(σ)) + o(1) = o

(

γ(σ)β−1 (α(γ(σ))/̺)
)

≤
≤ σα−1(̺β(σ(1 + ε))), σ > σ0, çâiäñè, ç îãëÿäó íà óìîâó β ∈ L0
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ε > 0, ëåãêî âèïëèâà¹ ïîòðiáíà íåðiâíiñòü.

1. Hadamard J. Essai sur l'�etude des fontions donn�ees par leur developpement de Taylor //

J. math. pures et appl. � 1892. � Vol. 8. � P. 154-186.

2. Kamthan P.K. Some properties of entre funtions // Pro. Rajasthan Aad. Si. � 1963. �

Vol. 10. � P. 14-20.

3. Sh�onhage A.

�

Uber das Wahstum der zusammengesetzen Funktionen //Math. Z. � 1960.

� Bd. 73. � S. 22-44.



148 Ìèõàéëî ÇÅËIÑÊÎ

4. Ôðèäìàí �.À. Çàâèñèìîñòü ðîñòà ìîäóëÿ àíàëèòè÷åñêîé �óíêöèè îò ðîñòà ìîäóëÿ

êîý��èöèåíòîâ å¼ ñòåïåííîãî ðàçëîæåíèÿ: Àâòîðå�. ... äèññ. êàíä. �èç.-ìàò. íàóê �

Ì., 1951.

5. Øåðåìåòà Ì.Í. Î ñâÿçè ìåæäó ðîñòîì ìàêñèìóìà ìîäóëÿ öåëîé �óíêöèè è ìîäóëÿìè

êîý��èöèåíòîâ å¼ ñòåïåííîãî ðàçëîæåíèÿ //Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. � 1967. � �2. �

Ñ. 100-108.

6. Øåðåìåòà Ì.Í. Î ñâÿçè ìåæäó ðîñòîì öåëûõ èëè àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå �óíêöèé

íóëåâîãî ïîðÿäêà è êîý��èöèåíòàìè èõ ñòåïåííûõ ðàçëîæåíèé //Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìà-

òèêà. � 1968. � �6. � Ñ. 115-120.

7. Ritt J.F. On ertain points in the theory of Dirihlet series //Amer. Math. J. � 1928. �

Vol. 50. � P. 73-83.

8. Azpeitia A.G. A remark on the Ritt order of entre funtion de�ned by Dirhlet series // Pro.

Amer. Math. So. � 1961. � Vol. 12. � P. 722-728.

9. Ïüÿíûëî ß.Ä., Øåðåìåòà Ì.Í. Î ðîñòå öåëûõ �óíêöèé, ïðåäñòàâëåííûõ ðÿäàìè Äè-

ðèõëå //Èçâ. âóçîâ. Ìàòåìàòèêà. � 1975. � �5. � Ñ. 105-108.

10. Øåðåìåòà Ì.Ì. Ïðî çðîñòàííÿ öiëîãî ðÿäó Äiðiõëå //Óêð. ìàò. æóðí. � 1999. � Ò. 51,

�8. � Ñ. 1149-1153.

11. Çåëiñêî Ì.Ì., Øåðåìåòà Ì.Ì. Ïðî ñåðåäíi çíà÷åííÿ ðÿäiâ Äiðiõëå //Óêð. ìàò. æóðí.

� 2004. � Ò. 56, �11. � Ñ. 1501-1512.

12. Çåëiñêî Ì.Ì., Øåðåìåòà Ì.Ì. Ïðî âïëèâ àðãóìåíòiâ êîå�iöi¹íòiâ ðÿäó Äiðiõëå íà

éîãî çðîñòàííÿ //Ìàòåì. ñòóäi¨. � 2006. � Ò. 26, �1. � Ñ. 54-58.

13. Sheremeta M.M. On two lasses of positive funtions and belonging to them of main

harateristis of entre funtions //Matem. Studii. � 2003. � Vol. 19, �1. � P. 74-82.

14. Øåðåìåòà Ì.Ì. Öiëi ðÿäè Äiðiõëå. � Ê., 1993.

MODIFICATION OF GENERALIZED ORDER AND AS

APPLICATION

Mykhaylo ZELISKO

Ivan Franko National University of L'viv,

79000, L'viv, Universytets'ka str., 1

It is modi�ed generalized orders of Sheremeta and indiated their appliations

to the study of asymptoti behaviours of entire funtion given by power series or

Dirihlet series.
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